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TRAITÉ 

DES  DIFFÉRENCES 

E   T  ■ 

DES  SÉRIES. 
,  CHAPITRE  PREMIER. 

Du  Calcul  des  Différences» 

D  A  N  S  le  Traite  du  Cakul  différentiel  et  du  Calcul  intimai ,  nous 
n*â\rofif  envisage  les  séries  que  comme  un  moyen  de  développer 
les  fonctions  algébriques  ou  transcendantes,  de  manière  à  fiùrà 
connobre  quelques*unes  des  propriétés  de  ces  foncdons  %  que  la 
forme  sous  laquelle  elles  se  présentoient  ne  rradoît  pas  asses  évi* 
dentés ,  ou  bien  pour  en  obtenir ,  dans  certaus  cas ,  des  valeurs  fp- 
prochées.  Sous  ces  différens  points  de  vue,  nous  avons  toujours 
connu  l'origiae  des  sé.les  dont  nous  avons  fait  usage,  et  nous  ne  nous 
sommes  occupés  de  leurs  proprlctcs  que  par  rapport  aux  fonctions 
dont  elles  dù  ivolent;  maintenant  nous  allons  les  considérer  en  elles* 
mCmes  et  indcpendamnxcnt  d'aucune  fonction  particulière. 
Appendice,  «À 


1  CH,  hDuCjLCUL 

Ca!ci;I    direct      ^9*  Supposoiis  qu'on  ait  une  série  de  la  forme 
tUâacaca.  J,-\-u4,x-\-J^x*  +  J^x^+  etc. 

dans  laquelle  les  chiffres  inférieurs  affectés  aux  coefficicns  des  puis- 
sances de  -v ,  et  que  je  nommerai  indices  y  font  connoître  le  rang  qu'oc- 
cupe chaque  terme  :  ce  qui  distingue  cette  série  de  toute  autre  »  c'est 
h  loi  que  suivent  les  cocflidens  des  dÎTCfsc*  pitîsnnoes  de  ;r  ;  or , 
quelle  que  soit  cette  loi ,  il  est  évident  que  la  valeur  de  chaque 
coefficient  en  parâcnlier  dépend  du  rang  qu'il  occupe  dans  la  série , 
en  sorte  que  si  Ton  avoit  l'expression  du  terme  général  J^t^^  qui 
répond  à  un  indice  qudconqne ,  on  en  déduiriMt  tous  les  autres ,  en 
donnant  à  n  ^ffSrentes  valeurs;  car  J,^  J,,  etc.  ne  sont 
autre  chose  que  ce  que  devient      lorsqu'on  y  fait  successivement 

«  =  0,     «==1,     72=1,  etc. 
Faisons  donc  abstraction  de  v  ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  mcme  , 
faisons  xz=:i ,  et  considérons  seulement  la  série  des  coeiHciens 

comme  réprésentant  la  suite  des  divers  états  par  lesquds  passe  la 
Ibnction     ,  en  vertu  des  aceroissenMns  que  reçoit  llndice  a. 
Soit  lîdt  v/,=:^, 

etc. 

les  quantités  5,,  B,  ,  ,  etc.  qui  sont  les  différences  qui  régnent 
entre  les  termes  de  la  suite  précédente ,  formeront  elles-mêmes.une 
nouvelle  suite  dont  la  nature  dépendra  de  celle  de  la  première 

Si  l'on  avoit ,  par  exemple  ,-<i/„  =  34-2/2;  en  posant  successi- 
vement «so»  ttssi)  Assa,  n&£3>  etc.  on  obtiendroit 
pour  les  ^  la  suite  des  nombres  3 ,  ^ ,  7  ^  9 ,  etc.  et  les  .ff  seroicnt 
tous  égaux  à  »  ;  en  eflct ,  la  suite  proposée  ne  seroit  autre  chose 
que  la  pngnsshn  par  Mffhencts  (*). 

le  cas  oh  les  quantités  .00,,  ir,,  B^^  .9,»  etc.  ne  sont  pas 


(*)'  C'est  «fisi  que  j'appellecai  éttomaèk  h  piogitMioii  «rithoiétiqae  ,  et  je  don» 

nerai  !k  la  progression  géométrique  le  nom  de  profusion  par  (juotltns.  Voyci  U 
ciAquicme  édition  des  EUmuu  £Algibt(  dt  ClaifMU  ^  Tome  I  f  page-cUxxvij  , 
et  Tome  U,  p.  331. 
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toutes  égales  entr'elles,  on  en  peut  déduire  une  nouvdU  suite ^  en 
prenant  leurs  différences ,  et  faisant 

on  «m  à  comadérer  la  série 

Soit  pour  exemple       5  +  3  J"*  ;  il  rénilterâ  de  cette  fooctidn 

ï»    8»  •  »7»    3af  «Ci 
pour  les  nombres  ji  ; 

3,    9,    1$,  etc 

pour  les  nomibres  Si 

enfis  6 }    ^ }    6  >  etc» 

;  pour  les  nombres  C,  qui ,  comme  on  vMt,  sont  constans.  Ces 

exemptes  suffisent  pour  montrer  comment  on  a  pu  remarquer  les 
différens  ordres  de  séries  »  en  comparant  entr'eux  les  termes  sacccssift 

d'une  même  série. 

Les  quantités  5^ ,  5, ,  5, . . . ,  se  nomment  les  tUfftrtnces premiiriSg 
ou  simplement  les  différences  des  quantités      ,      ,      ,  etc. 

Les  quantités  ,  C,  ,  ,  etc.  qui  sont  les  différences  premières 
de^,,  oulesdiifêrencesdttdifEérencesde^,,  ,  J^,  ji^y  etc. 
se  noounent  les  Jiffibnct*  stamdts  de  celles^. 

Il  y  a  entre  les  quantités  J,  C^ttc,  des  idattons  qull  est  im- 
portant de  coonoître»  él  au  moyen  desquelles  on  détermine  Ici  vncs 
par  les  autm;  ce  sont  ces  relations  qui  constituent  le  Caicul  £m$ 
àu  diffinmts, 

860.  Soit  u,  \  v. ,  t/,. .  une  suite  de  quantités  qu'on  suppose 
être  des  valeurs  consécutives  que  reçoit  la  fonction  »,  soit  en 
vertu  des  variations  qu'elle  éprouve  par  elle-même ,  soit  par  l'effet  de 
celles  qui  arrivent  à  des  quantités  dont  elle  dépend  3  nous  ferons 

«,  —  a    =  A  tt  '\ 
— »,   =Aa,  # 

«I—».  =^''.  \  co* 


*     A  X 
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en  nous  servant  de  la  caractéristique  a  ,  pour  ticsigner  ta  dllTcrcnce 
qui  existe  entre  les  deux  états  consccutits  d'une  mcme  quantité. 
Lorsque  cette  quantité  varie  par  des  degrés  égaux ,  le$  différences 
A  « ,  A  », ,  A  tf, ,  etc.  sont  toutes  égales  -,  mats  û  le  contraire  a  lieu  » 
on  fera  par  analogie 


Au, —Au      =A.A«  =S*U 
A//, — A«,     ssA.A»,  =AV, 

A        AJr,_.  =  A.  A  »,.,=A'ir,_, 
etc. 

A»»,  — .  A*«    ss  A.  A**     =  A** 
AV, — A"«,    =  A  .  A*«,    =  a'«, 

A'//.~  AV,„=  A,  AX_.= 

etc. 

Cela  posé ,  on  aura ,  en  vertu  des  équations  (i) ,  (i) ,  (3) , 

==A«  -j-A*<< 
AK,     — A,V,-fA»//, 


»,  =tf,     +  A//, 


le  moyen  de  ces  valeurs ,  on  peut  arriver  à  des  expressions 
de  if,,.ir«,  tf| ^  qui  oe  dépendent  que  de  la  quantité  pri- 
mordiale »,  et  de  ses  différences  successives  a/^,  a*»,  A'jtyetc. 
«a  fiûsant  les  substitutions  nécessaires  on  obtiendra 

K,  =tf  4-  A« 

r,  =«  +  1  A«  +  A*tf 


d*oîi  on  conclura  par  analogie 

»  S»  +  -  A  A  +  — i  i-A'u  +  — ^   ^a'«+  etc; 

I  *  i.i  i.i.j  ■ 

puisque  les  cocfficîens  numériques  des  expressions  précédentes  sont 

les  mêmes  que  ceux  des  puissances  du  Unome  fia  démonstration 

suivante  justifiera  pleinement  cette  condustoo. 


t 
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n  est  évident  que  l'expresttoii  de  «r.  ne  peut  être  que  de  la 
forme 

z/^  —  «  +  A' à  u  +  A"ùL^u  +  A'''ùJ*u  +.  etc. 
dans  laquelle.-/',  A\  A'\  etc.  désignent  des  cocflici^'ns  numériques, 
indépendans  de  u  et  de  ses  différences ,  et  il  doit  y  avoir  entre  tf„^, 
et  »,  les  mêmes  relations  qu'entre  a^ttui  car  dans  le  second  cas , 
le  nombre  des  termes  est  le  même  que  dans  le  premier ,  et  tout  le 
cliangement  dans  l'hypothèse  se  réduit  à  partir  d'un  terme  plus 
avancé:  on  aura  donc 

»n+.=  «.        ir,H.^AX+^'AV,+  etc. 
Si  l'on  met ,  au  lieu  de  A«, ,  A*u^ ,       ,  etc.  leurs  valeurs  en  «, 
ùUf        ,  etc.  11  viendra 

«  +  (  I  +      ^tt  +  iA'  +  A")  A*«  +       +A  ")a'u  +  etc. 
mais  en  représentant  par 

I  +  fi*V+  etc. 

le  développement  de  (  i  +  x)',  on  trouvera 
( I  4- 1  +  ( I  +  *f  (-8'+  S*) etc. 
on  voit  id  que  dans  le  passage  de  l'exposant  n  à  l'exposant  j>  +  i  , 
les  coef&âens  du  développement  du  binôme  éprouvent  les  mêmes 
char.gcmens  que  ceux  de  l'expression  de  ;  et  comme  les  uns  et  les 
autres  prennent  les  mtmes  accroissemens  ,  il  s'ensuit  que  des  qu'ils  ont 
été  Identiques  dans  un  cas  j  ils  doivent  i'ctre  toujours:  nous  pourrons 
donc  éciiie 

W,=a«  +  -  A  «  +  — i  i- A«»  +  ~i  i-i  etc. 

I  i.t  1.1.3 

On  peut  également  exprimer  la  dllTcrtnce  d'un  ordre  quelcon- 
que ,  à" Ut  par  le  moyen  des  valeurs  consécutives  «  j  ^  u^.,,  .etc. 
on  tire  d'abord  des  équations  (ij ,  (z) ,  (3) , 

A  af  ==  il 

A*i(S«,—  a  ir,    «  • 
a'« = J»,—  3  «,+  J  « 


et  Tanatogie  indique  l'expression  générale 

n  n(n—i)  r.(n — .2) 

A'«=«.~  - -Vt~''»      ~riV~^  + 

I  A«»  laAaf 


6  Ch.  h   Du  , Calcul 

qui  se  vérifie  comme  1«  précédente.  En  effet ,  en  posant 

on  doit  avoir 

mais  en  substituant  pour  A'v,  sa  valeur        a*^'«',  et  mettant  à 

.  la  place  de  A"»  son  développement,  il  viendra 

f  ^"■^'u=n,_^,  +  [A'- 1  );/„  +      W)««_.  +  WX_+etC. 
Or  le  développement  de  (  .r  —  i  )"  étant  représenté  par 
x"  +  B'x"- •  +^  V— +  5"V-'+ctc 

on  aura 

(jr— O'+'w"*'  4.(^'-.i)x-+ (iB''--5')  + {B'^'-B")^* + etc- 
et  Ton  conclura  comme  d-dessus  que  les  coeffidens  du  développe* 
ment  de  a*«  ,  recevant  les  mêmes  accroisaemens  que  ceux  du  déve- 
loppement de  (v—  0%  et  commençant  par  avoir  les  mêmes  valeurs , 

doivent  demeurer  identiques  avec  ces  dermers, 

U  suit  de  ce  qui  précède  que  l'on  peut  écrire  les  équations 

//„r=(l+A«)%  («—  I 

pourvu  que  l'on  se  rappelle  de  changer  dans  le  développement  de  la 
première,  les  exposans  des  puissances  de  a»  en  exposans  de  la 
caractéristique  a  ^  et  que  dans  cdui  de  la  seconde»  on  transforme 
les  exposans  de  «  en  indices, 

-  8éi.  Lorsqu'une  fonction  est  donnée»  rien  nVst  plus  fiidle  que 
d'en  obtenir  les  diffiirences  successives  ;  nom  prendrons  d'abord  pour 

exemple  la  fonction  x*.  Faisons  «  =  et  supposons  que  x  aug- 
mente de  la  quantité  h  ,  nous  aurons  », =(jr + A)" ,  et  par  conséqu^C 

+  '  ^  ^"-^ W+etc. 

*        '  i.x  1.1.3 

Pour  passer  aux  différences  ultérieures  A'« ,  A^« ,  etc.  il  faut  faire 

varier  x  de  nouveau  ,  ce  qui  présente  deux  hypothèses ,  l'une  con- 

'  siste  à  supposer  que  la  quantité  x  prenne  toujours  des  accroissemens 

égaux  f  et  Fautre  que  ces  accroissemens  soient  eux-mêmes  variables  ; 

nous  nous  occuperons  d'abord  de  la  première*  En  substituant  x+A 

au  lieu.de  x  dans  am ,  oa  aura 

Atf,=  /;2/i(x  +  A)'"-.f  "*^'^^^h*(x  +  A)'"-+  etc. 

I  •  1 

Il  est  visible  que  si  Ton  développe  l'expression  de     ,  et  que  l'on  en 
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retranche  celle  de  \u  ,  le  résultat  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
de  h  sera  de  la  forme 

A'«  =  m  (  m  —  1  )       A*  +  M^x'^-^k''  +  M^x^-W  +  etc. 
Mi ,  Af^t  etc.  désignant  des  coefiiciens  dépendant  de  l'exposant  m, 
Par*une  nouyeîle  substitudoA  étx-^k  dans  cette  dernière  équa- 
tion ,  on  parviendroit  à  a%  ,  et ,  en  observant  que  A'it3sA*«,r-A'«, 
on  obtiendroit 

a'«s=jw(<»— i         »)*— JK>"-^A<+ etc; 
La  loi  des  premiers  termes  de  chacun  de  ces  dcveloppemens  est  évi- 
dente »  etPon  voit  que  l'expression  de  a"»  doit  commencer  par 

m(m—-i)(m —  z). .  .{m  —  n  -\-  i)  x"'"'/!"  ; 
maïs  pour  parvenir  au  terme  général  de  cette  expression  ,  il  sera  plus 
commode  de  former  immédiatement  yn  ,  par  le  moyen  des  valeurs 
de  «,  >  ^.  »     ,  etc.  sans  passer  par  celles  de  a«  ,  à*u  ,  ù^u  ,  etc.  Il 
est  évident  que  dans  Thypothèse  présente  les  vatenrt 
«If  ,»,,,...,,•,»,, 

répondent  à 

,et  que  Pon  a  par  conséquent 

«.==  {x  +  h)'\     «.=  (a-  +  iA)V  •  •         (  *  +  « 

on  tirera  de  là 

I  I  •  X 

 ^-  -^[>^  i-(«-3)Ar+etc.  . 

Si  Ton  désigne  par  i  l'exposant  de  h  dans  le  terme  général  dn'déve» 
loppencnt  «Je  l'équation  ct-dessus,  l'expression  de  ce  ternie  sera 

maïs  comme  nous  avons  observé  que  le  développement  de  à^u  ne 
pouvoit  contenir  des  puissances  de  A  dont  l'exposant  fût  moindre 
que  A,  U  s'ensuit  que  la  fonction 

*        -  s  ■  l 
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est  nulle  tant  que  i<,n,  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier  :  d'un  autre 

s*évanou!ssant  lorsque  <rsm  +  i ,  U  en  résulte  que  la  plus  hqute 
puissance  de  h ,  dans  le  développement  de  A'u,  ne  peut  être  que  A" 
et  que  par  cposéquent  à'u  se  réduit  à  son  premier  terme 

i)(ni— z).*  x.i.A^ 

dans  le  cas  l'on  a  m  su.  D  est  évident  qu'alors  les  différences 
ultérieures  a""*^'«,  etc.  sont  nulles. 

Il  est  facile  de  conclure  de-U\  que  toute  fonction  rationnelle  et 
entière  de  .v  n  toujours  des  diiTcrences  constantes ,  savoir  :  celles  dont 
1  ordre  est  marque  par  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de.x-, 
qui  soit  dans  la  fonction  proposée.  En  ctKi,  cette  fonciion  étant 
de  la  forme  ^**+  Bx^+  Cjc>+  etc.  on  aura  nécessairement 
A"(irf««+>A<+C«»+etc.)=w*A*.**+ jA-,*f+CA*.«v-^-  etc.  (^); 
et  si  tt  désigne  le  plus  haut  exposant  de^r,  U  viendra  pour  lecas  06  fis«^ 

^•.«*=i.a  «A*,    A*.**=:0,     a'.aVsso,  etc. 

en  sorte  que  a-(^*-+  Bx^+  CAV+etc.)  =  i.i.3»  t^k\ 

lï  n'est  pas  nécessaire  d'avertir  que  chaque  fois  qu*on  prend  la  diffil- 
rcnce  de  deux  fonctions,  cette  opîraticn  peut  f;!Îre  disparoître  une 
constante  ;  car  les  calculs  prccédens  ne  diticreut  de  ceux  du  n\  10, 
qu'en  ce  que  nous  avons  considéré  en  même  tems  tous  les  termes  du 
développement  de  la  différence ,  au  lieu  de  nous  borner  au  premier  , 
comme  pour  le  Calcul  diffêrendd. 

Au  moyen  de  ce  qui  précède  on  développeront  sans  difficulté  les 
différences  d'une  fonction  composée  de  puissances  quelconques  de  «. 
Avant  de  pousser  plus  loin ,  il  convient  de  montrer  comment  les 
mêmes  développemehs ,  et  en  général  ceux  des  différences  dei 
fonctions  quelconques,  peuvent  s'obtenir. par  le  moyen  du  Calcul 
différentiel, 

86t.  Le  Calcul  différentiel  et  celui  des  différences,  qnoiqu'étant 
bien  distincts,  coiiinie  on  le  verra  dans  ia  suite  ,  ont  ncaanioins  d': 
gvan.is  rapports  enti'cux  et  peuvent  s'appliquer  l'un  à  l'autre, 

#  

(*)  tl  ne  dut  pas  confoadfc  avec  A"x*;  car  U  premî^  de  ces  eqtression» 
CM  h  difféiercte  de  l'oi^re  ji  de  U  fonction  «*,  taadU  «{ue  A"«'=(AVj^. 

lorsque 


1  i 
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Lorsque  Ton  considère  le  premier  sous  le  point  de  vue  oîi  l'a  pré- 
sente Léibnit?. ,  ou  par  la  théorie  des  limites ,  il  devient  un  cas 
particulier  du  second ,  ainsi  que  nous  l'avons  montré  dans  les 
n"  91  et  zSj.  Nous  ne  rcpcterons  pas  ici  ce  qui  a  ctc  dit  dans 
ces  articles ,  mais  nous  dcduiroos  la  série  de  Taylor  de  l'équation 

I  1,1  1.2.3 

En  lui  donnant  la  fbime 

t  «        i.i       «"  1.1.3  * 

et  supposant  que  «  soit  l'accroissement  que  reçoit  x  lorsque  la 
fonction  u  devient  u  +  ù.u,  la  valeur  sera  celle  que  prend  u  , 
quand  x  se  change  en  x+im.  Fdsant  ensuite  nassk^  et  tardant 
raecroissement  «  comme  évanouissant  ou  infiidnient  ^dt,  il  fiiudra 
considérer  le  nombre  «  comme  infiniment  grand;  en  Vertu  de  cette 
fttppontion  les  quantités  nm.,  («— (a— a)«..«.etc. 
descendront  toutes  égales  enti'cUcs»  tandis  que  les  quantités 

— ,  — —  «  —r.»  etc.  coïncideront  avec  les  coemoetts  différentiels 
#     *  • 

du         d'il  d^u 

00  aura  donc 

,     d'u  h*      <Pu  A' 
«  +  —  — +^  +  etc. 

pour  le  dévdoppement  de  la  fonction  »  ^  quand  x  est  devenu  x  +  A,  . 
Cest  à  peu  près  ainsi  que  Taylor  est  parvenu  au  théorème  qui  porte 
son  nom.  On  peut  substituer  sans  peine  la  considération  dcs  limites 
aux  raisonnemens  ci'dessus  ,  en  observant  que 

B*(/i — ï)<t=/i»«*^i— A«(/x— -i)«(it — i)«=«V^i— <--^^i— elc 


et  que  par  conséquent  leurs  limites ,  relativement  à  Taccrois 

de  n,  sont  «"a*,  n'a\  etc.  ou  /;*,  A',  etc. 

Lorsqu'une  fois  on  est  parvenu  au  théorOme  de  Taylor  ,  la 
théorie  analytique  du  Calcul  différentiel  n'oâireplus  aucune  difficulté; 

ApptniUt,  -        *  B 


lo        Ch,  \.  DuCAtcvt 

Tilnsi  ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  comment  il  résulte  dit 
Calcul  des  diâlérences  (*). 


(•)  Cette  manière  de  le  présenter  peut  avoir  $eî  avantaf^îs ,  rraiî  elle  est  moins 
simple  et  moins  cL';;ante  que  celle  dont  nous  avons  Uit  usage  dans  les  n".  4-10  ,  et 
que  IVii  peut  abréger  encorè  en  employant  la  diéorie  des  tiinites;  sni  fcitc,  j'ai, 
lien  de  croire  que  tout  bon  esprit ,  qui  aura  rapprodlé  les  divers  points  de  vue  soos 
lesquels  ce  calcul  est  traité  dans  le  premier  volume  ,  reconnoîtra  que  pour  le  fond  ce 
sont  les  mêmes  idées ,  et  qu'en  leur  donnant  les  développemens  nécessaires  on 
parvient 'toujoufs  à  des  coaaéqnence*  igaltmcnt  évideam.  le  fan  principaleoieaK 
rcmaïqncr  que  de  quelque  source  que  1*00  tira  Is  Gtlcol  diffircndel ,  la  notation 
ne  doit  pas  changer  et  qu'elle  réunit  tous  les  avantages  que  l'on  peut  désirer  dans  les 
signes  algébriques.  Je  ne  crois  pas  que  ceux  qui  auront  bien  saisi  l'origine  de  cette 
notation  dans  le  n".  9 ,  puissent  révoquer  en  doute  son  analogie  avec  les  principes  de 
lAgraoge  ;  elle  est  mime  plu*  propre  que  toute  autra  à  en  rappder  le  sooven».  Qndlci 
qnesoicntlesnoiiona préliminaires,  UeotjpâMdigertinidfOia  Upmaionfnmt  (d'aprb 
Lagranpî)  ,sera  toujours  la  fonction  qui  multiplie  ta  première  puissance  de  l'ac- 
croissement  dans  le  développement  de  la  diffcrcnce  de  la  fonction  primitive  ;  en 
prenant  le  premier  terme  seul  on  aura  une  diti&ence  tronquée  on  imc  4^èt»H^t  et 
cela  ,  sans  rien  prononça-  m" M  panJtur  absolut ,  sans  r^lfUir  en  éUttuu  maniirt  tUlèt 
d'iitftimtnt  ptrit.  Le  changement  de  métaphysique  ne  sauroit  donc  conduire  à  un 
changement  de  notation,  si ,  comme  il  eit  aisé  de  s'en  convaincre,  U  notation  aa> 
dooe  a  dn  avantages  marqués  sur  celict  qu'on  vondioit  tuî.mdbtitnur.  H  fini 
4'ibof  d  observer  qu'elle  doit  itre  débanasiée  des  parenthèsci  qaTEuler  employoît. 

En  effet,  2^  et  j~       '^o**'  c^*'*  '  Ct/^  '  ^      mus  de  h 

question  indique  toujours  si  les  vaiiabUs  »  et  /  sont  indépendantes  ou  non ,  et  emr 

pcche  qu'on  ne  confonde  l'expreHion      avec  ■  '"         — »  s-gnlfie 

qoelque  chose  qu'autant  qu'on  regarde  (  au  moins  implicitement  )  y  comme 
vae  fonction  de  «.  Legcndre ,  dans  ses  écrits  t  avoit  déjà  supprimé  les  paren- 
thèses ;  en  Pimitant  sur  ce  point,  j'ai  cru  dcvoii  les  consacrtt  au  cas  qiuSt 

présente  le  plus  rarement,  et  écrire^,  pour  indiquer  que  dans     y  Tarie  en 

même  tems  que  x  dont  il  est  supposé  dépendre  (  n°.  70).  Fontaine,  qui  le 
premier  iit  mage  de  la  notation  reçue  pour  eaprimer  les  coeficiens  diftrentieb, 

proposa  de  dés'gncr  par  —  djx  h  rapport  de  Jx  à  la  différentielle  complète  de  fx, 

afin  de  le  distinguer  du  cocliicient  de  Jx  dans  cette  difFéreoticlie,  ce  qui  est  aussi 
f  jrt  s  mpic  (  V     la  table  des  Mémoires  de  Foniaiaa). 


J}  E  s    DlFFÊMStfeSS,^  Il 
86}.  A-  Taide  du  théorème  de  Taylor,  le  développement  des 
différences  d'un  drcbre  quelconque  pour  une  fonction  quelconque 


La  nontioM  cmployéet  dam  la  Thiofk  As  Foauiùu  ne  me  paieiiseot  pas  o&'u  le» 

mêmes  avantages.  Les  accens  ne  peuvent  guères  servir  seuls,  que  lorsqu'on  consit^'èrc 
des  fonctions  dont  le  nombre  des  variables  ne  s'élève  pas  au-delà  de  deux ,  en  iR:c~ 
tant  Ut  accens  supérieurs  aux  variation*  de  l'une  et  les  accens  infirieuis  à  celles  de 
l^tie.  Pour  aller  an-delà,  llUnttre  anienr  de  cet  ouvrage  écnt  entre  parenthèses 
la  quantité  ou  les  quantités  qu'il  regarde  comme  «atîables  »  et  désigne  par 

f'(*),  f'(y).  no, 

f'(*)*  no*    ("('.y).   f"(*.t).  ny»0 

let  coeffidens  dilRrentiels  du  premier  et  du  secmid  ordre  pour  la  foncHon  f  («*  y>  C  ) 

(  Théorie  des  fonctions ,  page  19»  ).  Il  a  modifié  depuis  sa  noution  dans  le  Traité 
qu'il  vient  Ac  publier  sur  la  résolution  des  équations numiriqucs^oh  U  représente  iei 

mêmes  coetficiens  comme  il  suit , 

(7).  (f).  (7) 

ê)-  (^);  (3).  (^)- 

Z  étant  la  fonction  primitive  proposée. 

En  parugcant  nvec  toute  l'Europe  le  respect  atiaclié  an  nom  et  au  travaux  de 
Idgrange,  î'osenn  néanmoins  n'être  pas  de  l'avis  de  cet  homme  si  justement  célèbre, 

CUr  les  motifs  qui  paroissent  le  porter  à  introduire  cette  nouvelle  manière  d'écrire 
les  résultats  du  Calcul  diflôrenttel  ;  car  je  crois  avcir  prouvé  dans  ce  qui  précède  que 
l'ancienne  n'a  point  en  elle-même  l'inccmvénient  de  rapftkr  emlnutlltmtnt  Pidét 
fimsM  du  ii^bimmi  fidttt  et  je  detnanderat  si  h  nndtitode  de  parenthèses  très* 
leswrée» ,  qui  résuUeroït  des  signes  qu'il  propose,  ne  rendroit  pas  les  formules  aussi 
lonf^ues  et  ans^i  chargées ,  que  l'emploi  de  la  caractéristique  d.  J'avouerai  mcmc  que 
sa  seconde  notation  ne  comportant  point  de  dénominateurs  qui ,  dais  l'impression, 
cidgenr  nfie  double  Vif^ne ,  me  paroit  préférable  à  sa  dernière ,  semblable  an  fond  k 
celles  d'Euler  et  de  Waring,  dont  ellè  ne  Aflète  que  par  les  accens  ([uî  tiennent  la 
place  des  li,  dont  le  premier  se  servoît  avec  tous  les  Gcomctres  sorti?  de  l'école  de 
Léibnitz,  et  des  points  dont  le  second  a  fait  usage,  ainsi  qu£  tous  les  Géomètres 
ADgU>is.  Voici  un  exemple  de  chacune  de  ces  notations: 

(2?^)»  (1^)'  (âv)'- 

Ccst,  je  pense,  nn  principe  avoué  de  toat  le  monde,  «10^  ne  fiiut  dtanger  les 

signes  reçus  que  lorsqu'ils  sont  en  contradictioh  manifeste  avec  les  idées  qu'Os 
doivent  représenter,  ou  lorsqu'on  peut  les  abréger,  ou  enfin  lorsqu'en  les  modifiant 
on  les  rend  propres  à  développer  de  nouveaux  rapports  qu'on  n'auroit  pas  appsrçui 

B  % 


"         Ç  n,  h  D  u  C  A  L  e  u  t 

s'obtient  sans  difficulté  :  oa  a  premièrement 

du  h     J^u   A*  éu^ 
A«=-_  -  +  „  +   4.  etc. 

dx  I       rfAr'   1.x       dx^  I.X*3 

et  comme  a  «,  est  ce  que  devient  a  « ,  lorsque  x  se  change  en  x+ A* 

il  s'ensuit 

dLu  h     d  su    h*       d  su 

Air,=A«+-— -+-—  +  —  +  etc. 

Jx   I     dx^    1.1      dx^  1.1.3 


on  trouvera  de  même 

,                        dà*u    h  d'A'u  A* 

A'«=s    — --  +  etc. 

ax     I  i.x 

A*tt=a  — ;  H  etc. 

dx  I 

etc. 


sans  cela.  Les  signes  du  Calcul  difTcrentiel  ne  sont  dans  aucun  de  ces  cas:  tout  ce 
dont  Lagrange  a  enrichi  l'Anal/se ,  dans  sa  Thèorit  du  Fonctions  et  dam  ion  traité 
Ih  U  Ritotudom  du  Eludant  tumidqm,  peat  être  apriaié  avec  mtant  de  tini^ 
pfiôlé  qiitd*'0éiMCepar  les  caractères  usités.  Les  deax  premiers  rolumesde  l'ou- 
vrage que  j'offre  au  public  ,  en  foiirniroient  la  preuve  s'il  étoit  nécessaire ,  et  on 
la  trouvera  encore  dans  ce  dernier,  pour  lequel  j'ai  profité  avec  empressement  de 
platieon  remarques  importanta  iaiMcf  dans  les  «acdlam  écr'ittqaeicvieiM  de 
citer.  Il  y  a  plus ,  j'ai  la  persuasion  que  le  Calcul  des  fincrioi»  fie  naroit  atteindre 
à  rien  que  le  grand  Gcoir.cfre ,  qui  en  est  l'inventeur,  ne  puisse  déduire  du  Calcul 
différentiel ,  et  j'ajouterai ,  en  invoquant  ici  le  témoignage  de  tous  ceux  qui ,  con-* 
tMÎssaot  ce  dernier  Calcnl ,  ont  la  la  Tkimk  du  FoKSitiu ,  qu'ils  n'ont  pu  s'cnip 
plcher  de  traduire  (  au  moiiis  mentalement  ) ,  dans  les  signes  généralement  adoptés» 
les  résultats  qu'il  contient ,  pour  s'en  taire  une  idée  vraiment  nette.  On  ne  sauroit 
d'ailleurs  contester  que  le  pa^itage  de  l'Algèbre  au  Calcul  ditlcrcntiel ,  ce  dernier  étant 
présenté,  comme  l'a  hh  Lagrange  dans  les  Mémoire»  de  l'Académie  de  Berlin ,  pour 
ramée  177a,  oa  «  comme  ie  l'ai  6tt  d'aprb  lai ,  ne  foîc  aassi  simple  que  le  passage 
de  l'Algèbre  au  Calcul  des  fonctions.  Enfin,  |a  Croît  <|B*avast  d'acfopter  de  nouveaux 
signes ,  il  faut  penser  à  l'embarras  qu'éprouveroïent  ceux  qui  étudient  les  mathc- 
inatiqucs ,  d';ivoir  à  rapprocher  sans  cesse  des  (ormules  et  des  opérations  analogues 
tendues  par  des  caractères  diflirens';  etc'cttlactainta  de  Toîr  ouvrir  cette  noavella 
source  de  difficultés,  qûm'aengpgéàcttttar  dans  des  détails  dont  la  longueur  sert 
justifiée  par  l'influence  que  ne  peut  inaiM|uer d'ciercer  llumuDe  célibtc  qai  pn^ 
jette  une  révolution  à  cet  égard. 


DES  Différences. 
En  effectuant  les  développemens  successifs  indiqués  ci-dessus  «  il 
viendra 

"    •    d^u  h*     tPu  1^  ,  Su  ^  ^ 

a'uss—  1 — —5  1 — -T  — •  +  etc. 

+  — — -  +  etc 

d»^  2.3 

*  Il  sermt  fiicîle  de  tronver  la  loi  que  suivent  les  termes  de  cette  ex- 
piession,  mais  nous  y  parviendrons  d'une  manière  plus  générale, 
au  moyen  de  l'analogie  qui  e^ciste  entre  la  difFérentiation  des  quan- 
tités et  leur  élévation  aux  puissances,  analogie  dont  nous  avons 
déjà  fait  remarquer  quelques  traits  dans  les  n<".  }i>39* 

864.  Oo  a  TU  (  /«tf.  n*.  25  )  que 

I  +  -  +  +  +  etc. 

1      1.2       1.2.3  * 

et  a  suit  de  cette  formole  que 

dx  duh     du'    A*       du^  A' 

•  TUT 

du  , 

S  duk     du'     h*       du*     h'     .  _^ 

t        ^  X  es  ■  1  h  -T— ï  +  *»C. 

dxi     dx'    1.x  ^  dx'    x.^  ^ 

Si  maintenant  on  transporte  les  exposans  des  puissances  de  du 
à  la  caractéristique  d,  le  second  membre  de  l'équation  précédente 
deviendra 

dxidx^    1.2  ^  rf*»^  1.2.3 
et  sera  la  même  chose  qae  A»;  on  an»  donc 

-* 

Ans*  —I» 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre  on  transporte 
à  la  caractéristique  d  les  exposans  des  puissances  de  du. 
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D'après  ce  résultat  Lagrange  a  remarqué  le  premier  qu'on  avoit 

du  ^  ^ 

en  général         tru=^  *^  —  i), 

en  observant  toujours  de  tr<-insporter  à  la  caractcristique  d  les  ex« 
posons  des  puissances  de  4^ «3  et  voici  comment  Laplace  a  démontré 

celte  proposition. 

11  est  évident  par  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n".  860  et  86}  ,  que  j 
quelle  que  soit  l'expression  de  a"«^  on  doit  avoir  * 

«tu  '       À''*''u  if^'u  ^ 

A",  etc.  désignant  des  coefHciens  qui  ne  dépendent  que  de  n. 
Cette  cquitlon  devant  subsister  pour  toutes  les  formes  que  peut 
prcncire  ia  fonction  u  ^  conviendra  nécessairement  au  cas  où  u^t'  ; 
mais  alors 

du^d*tt   ^ 

A»=«**W=*'(e*— I  )  ,      A«i»(**— i)  0=^(**— »)•» 

A»«= «•(«*—  I  )*  A'«=  «'(  «»—  I  y, 

'  Sttbsticuant  cette  valeur  de  a'«  ,  dans  le  prenûer  membre  de  l'équàtion 

posée  plus  haut ,  et  celles  de  ^ ,  4-^  >  etc.  dans  le  second  >  il  viendra 

(e*—  1  )■«  etc. 

dTotl  il  suit  que  les  coeffideos  jf,  Jt,  etc.  dmvent  être  les  mimes  que 
ceux  âu  développement  de  t  puisque  Taccroissement  h  doit 
demeurer  indéterminé  ;  il  ne  peut  d'ailleurs  exister  aucune  difficulté  à 

régsrd  des  coeffîciens  différentiels  de  u ,  qui  se  déduisent  tous  des 
puissances  de  dit  par  le  changement  indiqué  dans  les  exposans. 

865.  La  même  telatioii  tnlrt  les  puissances  et  les  différences  se 
retrouve  dans  les  fonctions  ^un  nombre  quelconque  de  variables, 
et  pour  la  mettre  hors  de -doute  ^  il  suffira  deconndérer  le  cas  oit  « 
dépendroit  en  même  tenu  de  x  et  de  y.  Si  l*oa  conçut  qoe  ces 
deux  variables  deviennent  respectivement  x-\-k  tty  +  »  U  fonc* 
tion  ».se  changera  en 


DES   Différences.  i$ 

i     \dx  dy  ) 

l,%  \dx*         dxdy  dy*  ) 

1.1. 3\i**    ^^dj^dy     ^dxdy*      ^  dy*  J 
+  etc. 

It  n  de  cette  formule  on  retrandie  »,  le  reste  sera  le  déreloppement 
4e  la  diffiSrence  de  s, ou  de  a» >  et  se  formera  de  celui  de  l*ex« 

du ,      du  , 

pression  *  — .  i , 

en  observant  detransporter  à  la  caractéristique  il,  les  exposans  de  du; 

rest-à-dire,  de  changer  le  produit  —  —  en  ^^^y'»  Avec  cetie 
«ttentioii  9  on  aura  noo>seiilement 

mais  encore  >  . 

du,     du,  ■ 

Éneftt,  pn  verra  par  les  développemens  succesafs  que  produisent 
lessubsfitution$râtéréesde4r-f  iletjT'f  A,  dansccttzde  Àar,  a»,, 
A*ir,  A*», ,  e$e.  que 

t     d^^u  i/'"*"'a  d"^!!  ^ 

+  «tc. 

et  n  l'on  prend  nas^,  on  trouvera 

du  du  d*u        d'à  ^d*a  — ^>  ' 

dx'^  dy"^  dx^"^  dxdy"^  dy*"^  ' 
A  «  sss«H*«4^«H:J'=!=  «Hyf  I  )  , 

A*»=s*^(*^«— t  )%.  ,  .  ,  A"»s=«H7(**+»— , 
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valeurs  qui  changeront  Texpression  générale  de  £i.'u  en 

!)•=  A-  +^'A— A+^"A-'Jf  +  ^  "A™-  /i'-f  etc. 
+  ^A'+'+iî'A'  A+^'A'- it»+^"'A''-X-^+  etc. 
+  etc. 

les  accroissemens  A  et  A  devant  rester  indéterminés,  il  en  rcsulfe  que 
les  coefticicns  numériques  A\  A". . . , ,  B ,  B' , . . . ,  erc.  du  second 
membre  seront  identiques  avec  ceux  du  développement  du  premier. 

Il  doit  être  évident,  sans  qu'il  soit  besoin  d'entrer  dans  de  nouveaiwc 
détails,  que  si  u  dépend  de  x,y  ^  £,  etc.  et  que  A,  etc. 
•oient  les  acaoissemeos  respectifs  de  ces  variables» 

du  ,     du ,  du 

dtf  du''  du* 

en  observant  toutefois  de  changer  —  —  — . . . .  x  A'AV  

^     ax'  dy^  d  i' 

d^f^'*  u 

en  - — - — —  X  h''kU'. . .  ;  car  en  opérant  comme  ci-dessus ,  on 

d x^'ay^J  ^  . . . . 

ramener  oit  la  détermination  des  coefficiens  numériques  à  celle  du 

développement  de  (  «H-A+.4-etc.  —  j 

866.  Pour  développer  la  quantité  (<*-f*+'+e«c.__i)"  ^  il  suffit 
d'obtenir  les  coefficiens  numériques  des  puissances  de  «  dans  le  divc- 
loppement  de  (  e' —  i  parce  que  ces  puissances  seront  des  Poly- 
nômes dont  on  connoit  le  terme  général  (  Int.  n",  19  ).  Or  on  a 

(     O'ss*-  4.  _i  — i  A  V^-')+etc, 

*       '  t  i.a  1.2.3 

et  comme  par  le  n\i^  de  Tintroduciioa  p 

nu  n^et' 

t*'    =1+    +  +  +etc. 

I  1.2  1..X.3 

Ossi+i  1  +i  1 —  +  etc. 

1  1.2  1.2.3 

*«(-»)s=ïi4.i  i-^^  i — +i  1 —  +  etc. 

t  1.^  i.if3  ■ 

etc. 

le  coefficient  de  sera 

1      ,  .    n.  n(n — i),       ^,  iVii— i)  • 

7-;^.("'"-7(«-0'4-Vr'("-0^—  \n^iy-^  etc.  )î 

cette 
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cette  série  s'arrête  d'.;  Ile- m  G  me,  mais  il  faut  observer  qu'elle  ne  COm- 
mence,  ainsi  que  celle  du  n\  861  ,  qr.e  lorsque  i  —  n. 

Si  on  développe  (e* — i  )%  d'après  le  procède  du  n%  98,  en  faisant 

(e*~i)-=(  *+— 4—^— +etc.  Y=*"+^V+'+^V-^+  etc. 
^  .     '  '  \i    \,%   1.1.3  / 

et  prenant  ensuite  les  différentieUes  logamhipiques,  on  trouvexa 

•  r  I  " 

î^'"  =  ^  (  «  +  x)^- -i- («+ iK +  -^» 
-     X       .       ^    a. 3  ^•3*4 

etc. 

à  Paide  de  ces  équaâons  on  déduîn  sncccsàvement  les  uns  des  antres, 

les  coefficiens  Af,  JP^  etc; 

du  du 

867.  L équation  au==«      —  i  donne  c      —  i  +  Ai/,  et  si 
on  prend  les  logarithmes  de  part  et  dTanfrc,  il  -^dcndra 

équation  qui  sera  ▼nue,  n  dans  le  dévdoppement  ie  I(t+Ai(), 
on  transporte  à  la  caractéristique  A  les  exposans  d^  puissances 
ée^^  on  aura  par  ce  moyen  ^ 
du  ' 

»  --A  =  A«^| A»«+  i  A<if+  etc.  (  /ifft  n\  16 ). 

dx 

Au  lieu  de  nous  arrêter  à  démontrer  ce  Cas  particulier  ,  nous  prou* 
verons  qu'en  général 

0A-={1(.+A,)}% 

en  changeant  ak*,  au^,  etc.  en  A*«,  a'h  ,  etc.  Il  est  TÎsîble 

que  là  question  revient  è  déterminer  les  coefficiens  différentiels 
du 

m'  •  ,  •      ,.,.etc.  en  fonction  des  différences  successives  de  « 
Affôidku  G 
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t  que  pour  cela  on  a  des  équations  de  la  forme 

etc. 

dans  lesquelles  les  coefHciens  diffifrentUU  ne  fflonteiit  qa'nt  premier  * 
degré  ;  on  peut  donc  faire 

—  A'5=  L*u  +  B'a"*'»  +  ^A""^«  +  J«'A'*»«  +  etc. 

On   obiicndroit  facilement  la  valeur   des  coefficiens  inconnus 
B  ,  B  \  etc.  par  rélimlnation  successive  de 

maïs  puisque  Téquation  hypothétique  dot^  aToir  lien  quel  que  sott  », 
die  subsistera  encore  lorsqu'on  y  fem  ce  qui  donnera 

-rî  =  e'     et  a'«  =  <' (**—!)», 

a** 

^elque  valeur  qu*ait1c  nombre  entier/,  et  on  trouvera  par  conséquent 

A"=(e*—  I  )"+  ^  '(f*—  I  )'"^'+  etc. 

Pour  mettre  en  évidence  l'identité  des  deux  membres  de  cette  équation, 
il  suffit  d'observer  que  A"-^  (  ;(i — i)}",  parce  que  le  développe- 
ment de  1(  I  +  c'- —  I  ),  ordonne  suivant  les  puissances  de  <* — i ,  et  qui  est 

1  i  (       ,       1  (  e*—  I  )H  etc. 

itant  élevé  à  la  puissance  n ,  deviendra  comparable  à  la  série 

(  ^— ,  )-4.  1      +  2r'(«*— I  )•*•+ etc. 

dont  les  coefficiens  numériques  B\  B'\  etc.  seront  par  conséquent 

déterminés;  et  si  l'on  écrit  au,  à  la  place  de  — i ,  et  -j--  A' à  celle 

d!'u 

de  A» ,  on  won.  Téquation  j;^*'=  {  K  '  +  ^«) }  \posée  précédemmeiir. 

En  faisant  pour  abréger  e* —  i  =  « ,  et  développant 
(« —  j  *^ —  \    +  etc.  )%  suiv  int  les  puissances  de  et  ,  par  la 

méthode  du  vC,       on  obtiendra  les  valeurs  de  B\  B  \  etc. 
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868.  'Lléquation  —       { l  (i  +        peut  toe  écrite  aînù  : 

en  observant  d'appliquer,  après  le  développement ,  Texposant  de  à 
la  caractéristique  d ,  et  sotis  cette  forae  elle  s'étend  à  un  nofflbie 
quelconque  de  variables ,  en  sorte  que 

{du  ,        du  ,        du  ,  V        r  t  ,  ^1. 

Cette  dernière  équation  se  déduit,  comme  celle  du  n*.  précédent,' 
des  expressions  de  a"/^  ,  à*"^'»  ,  etc.  en  observant  que  le  développe-, 
ment  de      peut  être  mis  sous  cette  forme 

(du ,     du ,     du  ,  "i* 
^,(du  ,      du,      du,  î**^. 

•+etc 

qud  que  loit  k  nonbie  entier  î ,  pourvu  qu'on  change. 

.  #K  d^u  d'à  d'^'..,.u 
dPdy~d(*'**^  dx^dfd ^  ' 

869.  Si  Ton  désigne  par  c^ji ,  t.*ji ,  ^ji ,  etc.  les  différences  qui 
résultent  des  valeurs  que  reçoit  la  fonction  11,  lorsqu'on  n'y  fait  varier 
qne  par  ^jU,  à'^u,  etc.  Ifs  dtteuen  idttîva  i  la  .va» 
ràUe    seutenent»  on  ann 


Sîrooâîiss=i,UvU 

*'•«./  %  du ,      .  , 

aoo      e    A  I  +  •     =  »  +  V» 

C  i 


20  Ch.  I.   Du  C  A  L  c  u  h 

et  comme     =  <  '  ,  on  en  conclura  d*abord 

puis  suivant  le  fil  de  l'analogie  qui  règne  entre  les  dliFérences  et  les 
puissances,  on  obticnJra 

^"C  =  {  (  I  -I-  A.//  )  (  1  +  ^.,'0  —  I  I 

en  observant  tie  changer  dans  le  développement  du  second  membre 

les  termes  de  la  forme  en  l^^u{^. 

Cette  dernière  équation  se  démontre  à  peu  près  de  même  que 
celle  du  tf  ',        Puisqu'on  a  .  ■ 

et  qu'en  faisant  »  pouc  abréger ,  a\u  =:  «'  >  il  vient 
il  est  évident  que 

✓  +  etc. 

En  prenant  suecessiyeiiient  pour  p  et  pour  q  tous  les  nombres  entierf 
posnbles  en  y  comprenant  o ,  on  formeroit  des  équations  en  nombre 
suffisant  pour  déterminer  les  coeffidens  diffêrendek  par  le  moyen  des 
diflerences  partielles ,  et  dans  lesquelles  ces  coefliciens  ne  passeroient 
pas  le  preouer  degré.  Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'effectuer  l'élimi* 
nation,  on  peut  donc  affirmer  que  la  valeur  de  chacun  d'eux  ne 
contient  que  les  premières  puissances  des  différences  partielles  de  u , 
et  que  par  conséquent  le  développement  général  de  qui  est  de 
la  forme 


(*}  On  reconnoit  sant  peine  qoe  A    u  n'ot  que  rabbréviatîon  de  i^p^    ^  )« 

«t  qoe  Ton  doît  avoir  AfX^iyn)  ^^JCùf^  )>w^     u— s  u. 

*•  r        ».  « 
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dx'    ■     ^      dx^-'dy  ^  dx-''dy^ 

^dr*"a  d''*''u  d"'*"u 

+  etc. 

deviendra  nécessairement  de  celle-d 

.  Hé  f  1»  y 

+  £  A     «  +  £' A        «  4-  £"  A       »  +  etc. 
*+etc. 

* 

Les  coefficieni  £  ,  £'  E,^  etc.  étant  indépendant  de 

doivent  denciirer  les  mènes  «  quelle  que  soit  cette  fonction  s  mais 
dans  le  cas  oii  »  s       on  trouve 

A-ir  =  I  )%     I^uzize^i e»—  I  )'( I 

*#/  '        »  ■ 

ce  qui  donne 

{^^xy^tif^-^xY  +£'  (i*— i)  +  £"  etc. 

!)•  •(«»— i)— (e»-.i)»4.  etc. 

+  etc. 

équation  qui  ne  sauroît  être  identique  à  Moins  que  le  premier 
membre  ne  puisse  se  développer  comme  le  second ,  suivant  les 
puissances  de  (<* — i)  et  de  (e* — j)i  or  c'est  ce. qui  a  lieu, 

car  il  est  visible  que 

c*est  donc  dans  le  développement  du  deuxième  membre  de  cette 
dernière  équation  qu'on  trouvera  les  coefficiens  cherchés  ;  et  si  l'on 
y  substitue  a"//,  a,«,  a,k,  au  lieu  de  i)",  («*-rO» 

on  retombera  sur  l'équation 

A"«=  {  (  I  +  A,«)  (  1  +  \«)  —  I  ] 

Nous  ne  pousseroni  pas  plus  loin  ces  calculs,  d'après  lesquels  on 
voit  évidemment  que,  quel  que  soit  le  nombre  de  variables  compris 
dans  la  fonction  « ,  '  , 

A"«={  (i  +        (  I  +  a,jO  (  '  +  ^*«)«'*«— »  }*• 
Le  développement  de  cette  formule  n'offre  aucune  difficulté.  Oa 
connoît  la  fqrme  générale  du  produit  (  i  +    (  i  +  J^)  (  i  +  c)«  •  *  S* 
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ta  se  bornant  à  trois  lettres ,  par  exemple ,  on  a 

d*oh  retranchant  l'unité  et  devant  le  reste» 

à  la  puissance  n,  on  formera  l'expression  de  A'u,  en  diaogeant  Ici 

termes  de  la  forme  a'vv'  en  ^  u, 

*  ••/»» 

.  870.  Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qui  précède  que  chacune 
des  variables  bdépendantes  x,  ^ ,  etc. ne  recevoit que  des  ac* 
croissemens  ;%atts  ;  mais  pour  donner  aux  résultats  du  Calcul  des 
di^ences  toute  la  génén^té  dont  sb  sont  susceptibles ,  il  hat 
concevoir  que  ces  variables  éprouvent  des  changemcns  succcsnft 
quelconques  et  Indépcndans  les  uns  des  autres.  Pour  mettre  de  la 
symétrie  dans  les  expressions  analytiques ,  nous  représenterons  les 
accroissemens  des  variables  indépendantes  comme  ceux  de  la  fonction 
proposée.  Dans  le  cas  où  u  ne  contiendra  que  la  variable  nous 
établirons  que  les  valeurs 

correspondent  à  ces  quantités: 

qm  désignent  les  divers  éuts  par  lesquels  passe  ;r,  et  nous  ferons 

«=A.r,      AT,— Ar,=  Ax,,  Jr,  =  Aar.,etc. 

Ajf,— Aar  =  A'x  ,  Ax,s5ïA**„etC 

etc. 

nous  aurons  par  conséquent 

»,=:*+AAr,  x,=J:  +  iA4;+A'x,  .v,=.v+ 3  Ar  +  jAV-f  A'.r  ,  etc. 
et  pour  déterminer  les  expressions  de  u, ,  //, ,  ,  etc.  il  faudra  chercher 
ce  que  devient  la  fonction  proposée  u ,  lorsqu'on  y  met  successi- 
vement jr, ,  x^t  X, ,  etc.  au  lieu  de  »,  en  sorte  que  si  Ton  écrit 
»  SB  f(4r),  il  viendra 

1  laa*}  _ 
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Si  l'onsubsdtueà     la«éric  du  n**.  860 ,  on  obtiendra  l'équatioa 

n         n(n— i)  .    .  nln — i)(n— .1) 

K„+  -  An  — — i  A'»  +  -i  iù?u  +  etc. 

"1  i.z  1.1.3 

J.1     .  n         n(n — i)  .        n(n — i)(n — i)  .    .  « 

=  £[«  +   Lù.*x  +  ^a'jc  + 

I  I . 1  1.1.3 

qui  doit  se  vérifier  indépendamment  d'aucune  valeur  particulière  de  n. 

Si  donc  les  deux  membres  étoient  développés  suivant  les  puissances 

de     on  pounroit  égaler  entr*'euz  les  coeffidens  cPnne  mêiae  puis* 

sance»  etlcs  équations  qu'on- obti»ndroit  par  ce  moyen  lerviroient 

à  déterminer  les  difiërenceidela  fonctions  par  celles  delà  variable  x. 

Ce  procédé  est  analogue  à  celui  du  n*.  34^  et  s'étend  de  même  aux 

fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  varîaUes;  dans  le  cas  oit 

l'on  auroit  «  =  f(A-,^,       il  viendroit 

>i  n(n — i)  n(n — 0  (/j — i)   ,  , 

I  I . X  1.1.3 

It  nin  —  i)  n(n — \')(n — 1)  , 

f fx  +  ^ù.x-^  ~  -A^x  +  i ù?x  +  etc. , 

j  i.i  1.1. 3 

r+  tAjt  +  -L_iAy+  ^      '\ — iA>+  etc., 
I  i*x  x*i.3 

En  comparant  les  termes  affectés  d'une  niÂme  puissance  de  a  dans  le 
développeoient  de  cette  équation ,  on  s*en  procurera  un  nombre 

suffisant  de  nouvelles  pour  détenniner  A  a.  A'»,  A'a,  etc. 

87 1 .  Les  calculs  qu'entraîne  cette  méthode  peuvent  la  rendre  encore 
f  jrt  laborieuse ,  et  souvent  on  prétérera  déduire  les  unes  des 
autres  les  ditférences  successives,  ce  qui,  lorsque  u  ne  dépend  que 
de  a:  ,  s'effectue  ainsi  :  on  passe  d'abord  de  A«  à  a«,  ,  en  écrivant  a:,  et 
Ax, ,  ou  J  ce  qui  est  la  même  chose ,  Ax  et  ax + a*x  ,  au  lieu  de  x 
ctdeAxyÇt  ona  A*«rs  au,— ^0  ;  on  obtient  ensuite  a%  ^  en 
mettant  j  a»,  ,  a**,  ,  ou  *+ ax ,  Ax-h^'x ,  a*x+a'*  ,  à  là 
place  de  X ,  Axr  ^  a'«  ,  ce  qiii  donne  a^ussa*»,— a'k.  Sans  pousser 
plus  loin ,  on  voit  que  pour  passer  ^une  différence  à  celle  qui  vient 
après ,  il  faut  regarder  en  même  tems  comme  variables  x  et  ses 
différences  ;  et  que  par  conséquent  àchaque  diffsrentiation  le  nombre 
det  variables  s'accroît  de  l'unité.' 
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Lçs  ditî'Jrences  de  u  se  développeront  aussi  {)ar  la  scrie  de  Taylor , 
généralisée  pour  un  nombre  quelconque  de  variables.  En  regardant  â« 
comme  une  fonction  de  x  tt  Ax^  on  aura 

Ù.*USS,   ;  AX  +  — ;  A'* 

dx  4/Ax 

+  etc. 

et  puisque  £ku=  h  -j—^        +  etc.  on  aura 

dx  I     dx  i«a 

t^u  du 
+  etc. 

en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  des  différences  ,  A*x,  ete. 
Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  il  faut  s'y  prendre 
dans  tous  les  cas,  quel  que  soit  le  nombre  de  variables  in^icoen- 
dantes  j  puisqu'il  est  aisé  de  faire,  par  rapport  à  chjcune  d'elles , 
ce  qu'on  a  fait  ci-dessus  à  Icgard  de  x,  et  que  d'ailleurs  la  mé- 
thode que  nous  indiquons  ici  revient  au  fond  à  celle  qu'on  em- 
ployé  pour  obtenir  les  di£férentidles  successives,  lorsqu'on  ne 
prend  pour  constante  aucune  des  di^^rentielles  des  variables  in-* 
dépendantes.  Nous  nous  borneroiis  k  observer  que  n  dans  l*ez« 
pression  de  A'v^  on  écrit  en  première  ligne  les  termes  qui  con* 
tiennent  la  puissance  la  moins  élevée  de  chacune  des  différences 
des  variables  indépendantes ,  l'ensemble  de  ces  termes  deviendra 
identique  avec  la  différentieile  ctu^  lorsqu'on  y  changera  Ar, 
A*r ,  etc.  Av  ,  A'y ,  erc.  en  dx^  d*x  ,  etc.  d^y,  etc.  et  ^ue  chacun 
d'eux  sera  de  la  forme  '  , 

iU^A'Alv"  A'.v'"  A  v*A'>  *  Ay . .  .  .A;;'AY  -^'f  ,  etC. 

JW.  désignant  une  fonction  des  variables  etc.  les  expo^ 

sans  satisiaisânt  à  Tcquation 

87*. 


Digitized  by  Google 


DES     D  I  F  F  è  R  E  K  C   E  S. 

871.  L'application  du  théorème  de  Taylor ,  fournit  une  exprcv,ioa 
très-élégante  du  dcveloppemcnt  de  a'//,  lorsque  u  ne  renferme 
que  la  seule  variable  x.  Pour  y  parvenir  soit 

X, — X— A,  ,  — *=A, ,  jfj— x=Aj ,  .AT, — a;=A»» 

nous  obtiendrons 

tf.r=tf +- — — 2.+—  +  etc.  . 

I     rf*»  l.l  l.l.J 

—  î—  +  etc. 

m 

et  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

A  a=sir..-ir._4. — — —  —  €tc, 

I  i«z  i*z*3 

nous  anrons 

A"»as  v  {   I  i        —-S  S  +etC.) 

i  i.x  i.x*3  ' 

1  n  n{n~^\)^        a(»-.i)(/t— i)  ^ 

.  +  7  ^t*»""T^  +  -7-r*—  7:1:1 — *.^+«c.> 

i.i         *    I    •       1.1  i.i.j       -  *  ' 

i,%*ld:r^     .  1  !•>       •  .  Iti.3 

4-  etc. 

Le  eoeffidcfit  de  «  est  identiquemcot  nul  ;  car  ce  n'est  que  le  déve* 
loppcment  de  (i— 1)";  de  plus,  si  l'on  diangecnt  en  exposans  les  , 

indices  de  la  lettre  h ,  les  séries  qui  multiplient  ~  ,  ™ ,       ,  etc. 

deviendroient  respectivement  égales  aux  développemens  de  {h — i)', 
(A* — i)',  (A' — 1)-,  etc.  privés  de  leur  dernier  terme ,  qui  est  qri , 
suivant  que  n  est  impair  ou  pair;  on  peut  donc  remplacer  ces 
séries  par  les  quantités 

(A— (A*-.i)"=ti,     (A  — ,  etc. 
^^^tndkt,  O 


Digitized  by  Google 


i6  Ch.   I.   Du  Calcul 

X  ^  en  observant,  lorsqu'on  développera  ,  de  convertir  en  Indices  tous 
les  cxpcans  n  ,  n — i ,  n — i ,  et  de  ne  laisser  à  la  lettre  h  que  les 
exposans ,  1,1,3,  attlctce  dans  les  parenthèses 

ci-dessus  :  c'est  ainsi  que  Prony  a  présenté  la  formule  suivante  « 

CakSftcî'*a  1^-  ^73-  ^  principaux  usages  du  Calcul  des  diflSrences  a  pour 
objet  Vinterpolation  des  suites  ;  cette  opération  consiste  à  insérer  entre 

iMion  des  suUes.  ^^j^^  suitedonnéede  nouveaux  termes  assujettbà  la  nidne 
loi  que  les  premiers.  Soient  », ,  «f.  ,  «, ,  etc.  les  valeurs  particulières 
que  reçoit  une  foncdon  quelconque  « ,  dépendante  de  la  variable  x, 
lorsqu'on  y  change  successivement  x  en  x  +  h,  x-^xh,  x+jA^etC. 
on  aura  ces  deux  suites  correspondantes 

jr,    a:  +  A,    x-^xh,    x+jA,  etc. 
■«,«,,  »  >  «-te. 

mais  outre  les  valeurs  ci-dessus ,  la  fonction  u  en  a  une  infinité  d'autres 
résultantes  des  valeurs  de  x ,  intermédiaires  entre  celles  qui  répondent 
à  la  suite  proposée  ;  déterminer  ces  nouvelles  valeurs  de  u  sans 
coonoitre  l*expressibn  du  terme  général  de  la  suite,  ou ,  la  manière 
dont  la  fonction  «  est  composée  en  et  seulement  par  le  secours 
des  ivaleurs  numériques  des  quantités  »  9 1««  »  ,  tf} ,  etc.  ^est-là  ce 
qu*on  appelle  interpoler  la  suite  etc. 

La  question  que  nous  nous  proposons  ici  revient  donc  à  trouver  la 
valeur  de  u  lorsque  .v  se  change  en  r-f /;',  k'  désignant  une  quantité 
quelconque,  en  n'employant  dans  le  résvdtat  que  les  différences  de 
•  la  fonction  u ,  calculées  dans  l'hypothèse  où  x  varie  de  la  quantité  A  ; 
or  on  a  par  le  n\  867  > 

'''"pA«=a««+^'a**-'«+^.^*+*»+^"a«*'ji  +  etc. 


dx* 
d'où  il  suit 


i       Ti  -{-J'W+'ù  +  etc.  ). 

dx*  A 
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Si  on  tiroit  successivement  de  cette  éqiiation  les  valeurs  de 

du     (l*u  (Tu 

1-  »  TT  »  -T-T  »      POM'  ^«  substituer  dans  la  sine 

dx     dx*  dx^ 

.  du  k'      d^u   A"       d'u  h'^ 
I      dx^  i.i  1.2.) 

qui  exprune  ce  que  devient  u  lorsque  x  devient  on  auroit 

un  résultat  de  la  forme 

B\  B\  B\  ,  B", ,  B'  \  ,  etc.  étant  ainsi  que  etc.  des  coefficiens 

niimcriqucs  indcpendans  de  A  ;  et  désignnnt  par  ^'u  l'accroissement 
que  reçoit  la  fonction  u  dans  le  passage  de  -v  à  x  +  h',  il  viendroit 

t  +  A'»  =  I  +  Y  A  «  +  (^i  +     ^  )  à««  +  etc. 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  «,  subsistera  encore 
dans  le  cas  où  et  se  changera  alors  en 

X  +  ^  (      1  )  +  (2»'y  +  ^"^)  (**~  I  )•+  etc. 

iqaation  dont  on  ramène,  par  le  développement,  le  premier 
membre  è  la  même  forme  que  le  second,  en  observant  que 

«A'slli  (e' —  I  )]  ^;  et  comme  en  remettant  danslefécMidAit^ 
A*«,  CtC#à  la  place  des  quantités  c* — i,  (e* — i)*,  etc.  On  re- 
tombé sur  le  développement  de  i+a'«,  on  doit  en  conclure  que 

A' 

I  4.         =  (  I  +  A  « 

pourvu  qu'on  se  rappelle  de  transporter  à  la  caractéristique  A,  dans 
lé  second  membre,  les  exposans  des  puissances  de  au. 

Ce  résultat,  aussi  simple  qu'élégant ,  a  été  présenté  par  Lagrange 
comme  une  conséquence  de  Tanalogie  que  les  diffiîrences  ont  avec  les 

puissances.  En  eilct ,  il  suit  de  Téquation     ssi + a«  ,  (  n*.  864  ), 
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'      7/  Ç 

<jfit  «    =(i  +        »  ce  qui  donne  sur  te. champ, 

1  +       =r  (  1  +  A  //  )  *  ,  pinsque        -:  I  -1- 

En  développant  !e  second  membre  de  l'cquation  que  nous  venons 
d'obtenir,  ainsi  qu'il  a  cté  prescrit,  on  trouvera 

a'b  =B -—  A«  +  _L — __i +  -i — ,        .         û^u  +  etc. 

n  k,xh  A.»A.3A 

Si  l'on  fait  A  =  i ,  on  aura 
A'ttsst  —  A  «  +  — i  i  A'«  H — i  ^  A    +  etc. 

I  I«X  I.X.} 

série  qui  n'est  autre  que  celle  da  n*.  86o,  dans  laquelle  on  auroit 
mis    à  la  place  de  n, 

874.  Venons  maintenant  \  des  applications.  Si  Ton  désigne  par 
ce  que  décent  «,  lorsque  x  se  change  en  x+A',  onaura  «'sv+a'», 
et  il  est  viâMe  que  pour  tirer  parti  de  Pexpresnon  de  ù!u ,  Si  &ut, 
Ctt  qu'elle  se  termine ,  ou  du  moins  qu'elle  forme  une  série  conver- 
gente. Le  premier  cas  a  lieu  toutes  les  fois  que  la  suite  des  diffé- 
rences Air,  A*«,  A'tfy  etc.  se  termine  elle-même,  c'est-à-dire, 
lorsque  Ton  parvient  à  un  ordre  dont  les  différences  sont  constantes, 
ce  qui  rend  nulles  celles  du  suivant. 

Soit  d'abord  la  suite 

3»      7»      »9>      39»      67»  «c. 
correspondante  aux  indîçes 

o»  »»       3»       4f  e*c. 

on  a  pour  ce  cas, 

Kss),  x=o,  Assi,  Aifs4,  a*«sb8,  a'ii=o,(  n*.  86o)i 
l'expression  de  a'u  se  réduit  à  ses  deux  premiers  termes ,  et  l'on 
obtient  par  son  moyen  a'«  =  4  A'+  4  A'  (  A' —  i  )  =  4  A'"  : 

ainsi  pour  l'indice  //',  il  viendra  //^sj  +  4A'\  En  prenant  A'=  \  ,  par 
exemple ,  on  trouvera  que  le  terme  correspondant  à  cet  indice  est  i8. 
Proposons-nous  encore  la  suite 

I  ,     4 1 ,     3 ,     9 ,     16  ,  etc. 
en  prenant  les  indices  comme  à  l'ordinaire ,  savoir  : 

t»     »»     3*     4»      5»  etc. 
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et  fomant  les  diiSîréiioes,  on  trouvera 

/f-I,  «=1,  ^"^it  A'il=-«5,  A*«=8,  A<tt=3— 6,  A'tfSiOy 

d'oii  on  tirera 

t     '    i.x      *^      i.i«3  i.a.3.4 
en  réduisant  cette  èxpresnon  j  et  Toidonnant  par  rapport  atuc  puisr 
sances  tle  A',  on  aura 

12  ■ 

Il  est  important  de  remarquer  que  Texpression  de  u\  dans  cet 
exemple  et  dans  le  précédent,  étant  rigoureuse,  et  convenant  à 
toutes  les  valenn  de  A',  offre  le  terme  général  de  la  suite  proposée  , 
puisqu'elle  en  donne  tous  les  termes  particuliers  en  y  faisant  suc« 
cessivement  o ,  k'=  t ,  k'=  x ,  etc.  et  quoique  nous  n'ayons 
rapporté  que  les.  premiers  termes  de  cette  suite,  on  peut  la 
continuer  aussi  loin  qu'on  voudra  ,  suivant  la  loi  observée  dans  ces 
termes.  11  en  Sera  touioucs  de  même  quand  la  série  proposée  aura 
des  difTcrences  constantes ,  parce  qu'elle  ne  peut  résulter  alors  (^e 
des  valeurs  successives  d'une  fonction  algébrique  rationnelle  et 
entière. 

875.  Les  cas  auxquels  on  applique  le  plus  fréquemment  la  formule 

A'«=— A»  +  --L_^Att«+    ^   ■        ■  ^A'iietC, 

A  A.&A  A.xA.3A 

sont  ceux  dans  lesquels  les  difiërences  Au,  a*u,  6?u,  etc.  vont 

en  décroissant,  parce  qu'alors  die  est  convergente.  En  voici  un 

exemple  tiré  des  tables  de  logarithmes.  Je  suppose  qu'on  veuille  obtenir 
le logarithtne  ordinaire  de  3,1415916536  ,  par  le  moyen  d'une  table 
contenant  les  logarithmes  depuis  i  jusqu^à  1000,  avec  dixdécimaies; 

on  regardera  alors  les  logarithmes  contenus  dans  la  table  comme  des  " 
valeurs  particulières  de  la  fonction  u  ,  les  nombres  comme  les  indicés 
auxquels  répondent  ces  valeurs,  et  on  tormera  le  tableau  suivant 

«.-=0,4969196481  /  13809057 

«.=0,4996870816  \  . 

1/4=0,5014171200       '  I   II  I 


—43769 
—43491 
-43118 


+  »77 


—3 
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dont  la  première  colonne  renferme  les  logarhhmes  de 

3j»4»      3»'5>      3.16,      3,17,  3,i8î 
la  seconde ,  leurs  différences  premières  ;  la  troisième ,  leurs  diffé- 
rences secondes;  la  quatrième j  leurs  diffirences  troisièmes,  et  la 
cinquième  leurs  différences  quatrièmes  qui  se  réduisent  à  trois  unités 
du  dernier  ordre  ;  on  aura  par  ce  moyen 

A  ir  =  +  0,00 1 3  S090  A*u = — 0,0600043769  i 

ù?uxs  +  0,0000000177 ,       A*u=  —0,0000000003  ; 
et  comme    4=0,014  0,001 59x6536,on  obtiendra 

h'  h'-h       A'  . 

y  =  o,i59i6j}6,      —^==-^—i  =  — 0,4103  6731 

.  //— lA     A'     .  ,      „  A'— tA  A' 

~1Â"  =JÂ-î  =  -o»<^»3578ii,      _J-  =  --i  =  -o,7ioi8366: 

avec  ces  valeurs  U  sera  très-facile  de  mettre  en  nombres  la  formule 

A         A.xA  A.1A.3A  A.iA.3A.4A  ' 

qui  donnera  i/sO,497i4987x6. 

11  existe  des  moyens  plus  faciles  pour  obtenir  les  logarithmes  des 
nombres  exp-imés  par  beaucoup  de  chifFres ,  mais  le  prccc  Jcnt  est 
très-propre  à  servir  d'exemple  pour  la  méthode  d'interpolation. 
On  doit  reconnoître  dcjù  que  cette  méthode  s'étend  à  beaucoup 
d'autres  cas ,  elle  est  sur-tout  d'un  très-grand  usage  dans  les  calails 
astronomiques. 

876.  Si  on  dévdoppe  l'expresâon  générale  de  k,  suivant  les 
.  puissances  de  A,  le  résultat  sera  de  la  forme 

+ ^A'+ i?V«4.  CA"+ etc. 
et  le  dernier  exposant  de  A',  marquera  l'ordre  de  la  plus  haute  dif- 
férence à  laquelle  on  ait  eu  ëgard.  Il  est  visible  qu'en  considérant  A' 
comme  une  abscisse,  et  u'  comme  l'ordonnée  correspondante^ 
l'équation  ci-dessus  appartiendra  à  une  courbe  du  genre  parabo- 
lique ;  et  puisqu'on  doit  avoir  successivement 

lorsqu'on  fait  A'  =  o,  h*=^h,  h'=ihf  h'zszyh^  etc. 
il  ^eosuk  que  cette  courïie  doit  passer  par  autant  de  points  donnés  , 


Digitized  by  k^o^i^ 


DES     DlFrÂREtfCBS,^  JI 

qu'on  a  de  valeurs  particulières  de  u.  La  méthode  d^terpolatîonque 

nous  venons  d'exposer  revient  donc  à  faire  passer  par  un  nombre  dé- 
terminé de  points  donnes ,  une  courbe  parabolique  sur  laquelle  Oll 

suppose  ensuite  que  sont  places  les  points  qui  correspondent  aux 
valeurs  interracdiaircs  que  l'on  cherche.  C'est  Nevton  qui  le  premier 
a  résolu  cette  question ,  et  voici  comment  ; 

Pour  une  valeur  qqelconque  V  de  la  variable  x ,  il  fait 

»' = «  +  jB      j.       ^  etc. 

ce  qui  donne  pour  la  suite  de  valeurs  particulières  * ,  *, ,  ,  *  „  etc. 
ces  équadons 

«  =  «  +  /8  *  +  j,x«  +  /j;»  ^.  etc. 
».=  «  +  ^    +  3' v.  +  / Ar\  4.'etc; 

//,  =  A  +  ^  A-,  +  y  .X  \  +  ix\  +  etc. 

"\  =  *  +      +       +       +  etc. 
etc. 

dont  le  nombre  doit  être  égal  à  celui  descoefficiens  indéterminés 
«*  >  5  ,  y,  etc.  En  retranchant  successivement.  la  première  de  la  se- 
conde ,  celle-ci  de  la  troisième,  etc.  on  parvient  à  des  résultats  res- 
'  pectivement  divisibles  par  a-,— x,  a.— x„  a,— jr„  etc.  «d'où  l'on  tire 

=  ^ +>(  x,+ +  + etc. 

=^  +  *.  )  +  )  +  etc. 

etc. 

posant  pour  abréger  =  «/,  ^ClfL     i/^ ,  et^.  on  aura 

les  équations 

C^=^  +  >(a-,+a.-)  +  /(.x'.+.v..v  +.v»)+etC. 
=^  +  }-     +    )  -i-  cT ( .v\  f  v, V,  -f  .V» , )  -i-  etc. 

==  ^  t  >' (  ^1  +  Jr.)  +  (  A  "  J  +  Avv.  +  «  g  +  e  t  c 
etc. 

retranchant  encore  UàfiU,^  £/,  de     et  ainsi  de  suite ,  et  désignant 
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par  U',  V\ ,  etc.  les  quantités  — ,  etc.  <m  trouvera 

17' =  5. 4- J'C +  J>:.  +  *  )  +  etc. 
t^',=  ^  +  /  (  r.  )  +  etc. 

d*oîi  on  tire»         U\~- 17'=»  (  * ,— x  )  +  etc. 

Z/'  —  £/' 

Maintenant  si  l'on  fait  — :  =  V\  on  aura  i7  =  .T  +  etc. 

Xj— * 

et  si  pour  €xer  les  idées  on  ne  suppose  que  quatre  termss  à  l'ex- 
presâon  de  «,  ropératîon  sera  terminée  à  l'équation  ci-dessus  $ 
prenant  la  valeur  qu'elle  donne  pour  /  et  remontant  à  celles  de  ^  ,  s 
par  le  moyen  des  expressions  de  U\  £^  et  « ,  il  viendra 

C/'— £/"(r.+ ^,  +  *) 

Subsâtuant  ces  valeurs  dans  Pexpcession  de     on  aura 

,'=«+«'(*'— «)+î^C*"— l 

Il  est  fedlede  voir  que  lescoefficiensde  U,  U'  et  U\  sont  décorapo- 
sables  en  facteurs  simples,  et  que  l'on  peut  mettre  n  sous  cette  forme 

En  poursuivant  d'après  cette  méthode  ,  on  obtiendroit  une  formule 
analogue  à  la  prcccdenie;  et  quelque  fût  le  nombre  des  valeurs  pri« 

œordiales  a:, x. ,  x.          de  Pabscisse,  on  auroit  en  général 

«  =«+  I/C^W)  +  V  (.v'^)(x'-*.)+ l7"(x'-»)(*'--*.)(*'-'J 
+  £?*'(*:-*)(*'-*.X*'-4r,)(*'-*,)+ etc. 

.  en  disant 

X,  —a:  — *i 

ESZEI^U'",  etc 

Quand 
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Quand  les  ordonnées  Ufittt"»^"^  etc.  sont  ëqutdistantcs ,  on  a 
Jicsa*,'— *,=sar,— y,  ,  etc.  d'où  il  suit  évidemment; 
x,=x-^h^  .  jr.ssx+iÀ,     af,=*+}A,  etc. 

C^*=— £^"=  — .  etc. 
«te 

faisant  *'=*+A',  U  en  résulte» 

.r'— x,=rA'— A,  jc— r,=A'— lA,  x'— r,=A'— 3*,  et& 
et  Ton  voit  ainsi  que  l'expression  précédente  de  u',  qui  devient  alors' 

«'=  K  +       A«  +  ^  r-i- A*«  +         ^  ,  i  Ù?U  +  etc. 

rentre  dans  celte  que  nous  avons  trouvée ,  n°.  873  ,  par  une  voie 
bien  diflcrcnte. 

877.  Lagrange  . a- présenté  Texpression  de  u' sous  une  forme  nou- 
velle, en  observant  que  puisque  les  équations 

»  r=«+ /Bx  +  +  J^x' +  etc. 
«,=«  +  JB*. + 4.       +  etc. 

».=  •  +  ^*«+  etc. 

etc. 

sont  du  premier  degré  seulement,  par  rapport  à  chacune  des  quan- 
tités « ,  ^  ,  7  ,  etc.  K ,  iz, ,     ,  etc.  et  que  «'  doit  être  ex  primé  en 
de  manière  qu'en  y  faisant  successivement  x'=Xf  A^'=*,,*'=x„ctc, 
il  vienne  lî—u,  u=iu, ,  «'=«^  ,  etc.  on  peut  écrire 

«'==  ^  «  +        +  jr,//^  4-  etc. 
pourvu  que     ,  AT,  ,  jl'^ ,  etc.  soient  des  fonctions  telles  que  par  la 
suppondon  de  x'=sx,  on  ait  en  même  tems 

JT.rso,     Jr,=o,  etc. 
que  par  celle  de  ar'sf  *.  »  on  ait  : 

X»o,     -ST.sai;    «^«so,  etc. 
que  par  ceUe  de  x'—x^ ,  on  ait 

•^=0,    iC.sso,    A'.-si,  etc. 
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et  ainsi  de  suite  y  conditions  911  seront  remplies  si  Ton  prend 

Y  _  (  ^-^ ^.  )  (*  —  JfQ.  ■  »  * 

Y  ~     — «•)  -y  —  ^0  ■  « .  ■ 
etc. 

La  loi  qu'il  faut  observer  dans  la  formation  de  ces  quantités  est  on 
ne  peut  pas  plus  simple;  leur  numérateur  contient ,  ainsi  que  leur 
dénominateur,  autant  de  facteurs  qu'il  y  a  de  quantités  .f,  v, ,  at,  ,  etc. 
moins  une  i  et  si  l'on  y  fa.t  les  hypothcses  indiquées  ci- dessus , 
non-seulement  on  se  convaincra  qu'elles  satisfont  à  la  qptestioii 
proposée,  maïs  on  verra  de  plus  comment  il  a  été  possible  de 
préymr  qu'elles  y  satîsfèroient.  On  a  donc  cette  noavelle  formate 
dTinterpolaiion 

"(«-^,)(*— A  .}  (     —.V,)  .  .  .  (X,—X)  (.V,— A  .Xx,— *,).  .  . 

+  7  ê  4)  K — «.+  etc. 

très-commode  dans  la  pratique ,  parce  qu'on  en  peut  calculer  chaque 
terme  par  le  moyen  des  logarithmes.  II  ne  seroit  pas  difficile  de  la 
ramener  à  celle  du  n*.  précédent ,  et  même  à.  celle  du  n*.  873  ;  c'est 
pourquoi  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

878,  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*.  Sj6 ,  on  eonclura  sans 
doute  qu'il  existe  pour  l'interpolation  une  infinité  de  formules  dif- 
férentes ,  dont  chacune  doit  être  propre  à  un  genre  particulier  de 
suites.  En  effet ,  celles  que  nous  avons  obtenues  jusqu'ici  ne  con- 
viennent qu'aux  suites  dont  le  terme  générai  est  rigoureusement  de 
la  forme' 

«  + «  +         J'^'^- etc. 
ou  peut  y  être  ramené  par  le  développement,  lorsque  x  est  assez  petit. 
Dans  ce  dernier  cas  on  ne  parvient  qu'à  un  résultat  approché,  et  sen* 
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lement  lorsque  les  valeurs  données  et  celle  que  Ton  cherche  sont  ren- 
fermées dans  untrcs-petit  espace  ;  c'est  ce  que  l'application  gcométrU 
que  rendra  sensible.  En  déterminant  les  coefficiens  <t.,  li  ,  ■> ,  <r  ,  etc. 
GOmme  dans  le  n*.  dté ,  on  forme ,  ainsi  qu'il  a  déjà  été  dit ,  l'équa- 
ûoa  de  la  courbe  parabolique  passant  par  les  points  dont  les  abscisses 
sont x,x^  fX^f  et  les  Ordonnées  ^  etc.  Si  les  abscisses  sont 

très-inégales ,  û  coiirbe  obtenue  pourra  avoir  la  forme  FGH ,  i  »  FIG, 
tandis  que  le  terme  général  delà  suite  proposée  donneroit  une  courbe 
de  la  forme  CDE ,  qui  n'auroit  de  commun  avec  la  première  que  les 
points  donnés  Af ,  M,  ,  A/,,  M.  ,  etc.  et  qui  en  ditTcreroit  d'ailleurs 
beaucoup  dans  l'intervalle  de  l'un  de  ces  points  au  suivant ,  ainsi  que  le 
montre  la  figure.  Si  au  contraire  les  points  donnes  sont  fort  resserrés, 
etquentr'eux  la  parabole  calculée  n'ait  aucune  inflexion ,  elle  pourra 
se  cCHsfondre,  au  moins  dans  un  espace  peu  étendu ,  avec  la  courbe 
qm  lésulterott  du  terme  général  de  la  série  proposée.  U  suit  de  ce  qui 
IHréoéde>qtt*eii  variant  la  forme  del'équation  de  U  coiurbe  par  laquelle 
on  suppose  que  les  t»mes  de  la  suite  proposée  sont  liés  avec  leurs 
indices ,  on  en  pourra  trouver  une  qui  approche  plus  que  toutes  les 
autres  de  la  çpurbe  donnée  par  le  terme  général. 
Sans  sortir  du  genre  parabolique ,  on  peut  à  l'équation 

+  i8  etc. 
substituer  Tune  des  suivantes 

^     ■  «  .v'  +  /8*"+  yx'^+  <rA.-"+  etc. 

yx'*^  ^x"^  etc. 
dont  les  coefficiens  »,      >,  <r,  etc.  se  détermineroient  aussi  par 
les  équations  particulières  qu'on  formerott,  en  changeant  succ^« 
vement  u'  et  x',  tn  u  et  x ,  en  «,  et  a:, ,  etc.  mais  on  abr^era 
beaucoup  le  calcul,  en  donnant  à  ces  expressions  les  formes 

+i?»'(«'*-^')(*''^«*,)(«'WO+  etc.  I 

+1>*'V'-**X«'W etc. }  » 
lesquelles  étant  développées  rentrent  évidemment  dans  celles  qu'on  ' 
leur  a  supposées  d^abôrd.  Ndui  ne  nous  occuperons  ici  que  de  la 

El 
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première  de  ces  expressions,  qui  donne 

«te. 

lorsqu'on  y  fait  les  siibstitutions  indiquées  plus  haut.  On  tire 
d*abord  de  ces  équations 

X 
X, 


C(x*,-x') 
'    +  etc. 

retranchant  ensuite  la  première  de  celles-ci  de  chacune  des  autres, 
et  divisant  les  résuluts  par  la  quantité  qui  multiplie  B ,  on  obtient 

u,x  —  ux, 
xx,ix\—x*) 

XX ^[^x\ — *  ; 
etc. 

En  représentant  par  U,,U^t  17,,  etc.  les  prenuers  oiembres  de  ces 
dernières  équations,  et  en  opérant  sur  elles  comme  sur  les  précé* 
dentés ,  on  trouvera 


x\—x\ 


etc. 
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Les  calculs  ci-dessus  nous  donnent  la  valeur  des  trois  premiers 
coefficiens  A,  B  y  C,  et  il  est  Êicile  de  les  pousser  jusqu'à  tel 
coefficient  qu'on  voudra  ;  il  ne  nous  reste  donc  plus  qu'à  n\ettre 
sous  une  forme  symétrique  les  expressions  que  nous  avons  oI>- 
tenues,  savoir: 


U  second  peut  être  écrite  ainsi  : 

En  remettant  pour  £7.  et  les  quantités  que  ces  lettres  repré- 
sentent ,  il  viendra 

cxpresnon  qui  se  décomposé  comme  il  suit  : 


C= 


si  l'onréduit  entr'eux  le  second  etle  i[]uatrième  terme,  et  qu'on  range 
ensuite  dans  l'ordre  des  indices,  tous  les  termes  et  chacun  de  leurs 
diviseurs,  on  trouvera 

C=-  ^  I   .   


On  obuendroit  seroblablement 

+  _fî  1 

n  sera  souvent  plus  commode  de  dciermiuer  successivement  les 
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cocfTicicns  les  uns  par  les  autres ,  et  dans  ce  cas  on  déduira  des  prc' 

inicres  équations  ces  valeurs  très-simples: 


X 


"t—  L 


etc. 

Ce  que  nous  venons  de  faire  sur  la  première  des  deux  formules 
d*interpolation  que  nous  avons  proposées  au  bas  de  la  page  35,  se 
•  pratiqueroit  am  le  même  succès'  sur  la  seconde  ;  et  l'on  lemar- 
qnera  sans  peine  que  ce  {«rocédé  seroit  très-commode  pour  déter* 
miner  les  cocffidens  S,  C,  tîc  dans  la  fonnule 
»W+JÎ(*'—*)+C(*'-*)(*'—x.)+Z>(*'— *)(*'— *.)  (v'— .0+  etc. 
et  parvenir  ainsi  d'une  manière  immédiate  au  premier  résultat  du 
n".  876. 

879.  Nous  rapporterons  ici  deux  formules  tics-cMégnntes  données 
par  Stirîing ,  d'après  Nevton ,  el  qui  se  vérifient  comme  celles  du 
n°.  précédent. 

Si ,  aux  indices, 

etc. -4,     —3.        — — '»  +'  +3,  +4,etc 

répond  cette  suite  de  quantités  données^ 

etc.»^      »-i  «    '    *«       »•  «Af^e. 

et  qu'on  en  prenne  les  difiérences  successives,  coflune  le  montre  le 
ubleau  ci-dessous». 


A»_,        Atf_,  Aa 

A»,  A//, 

.1         A»«_,  A'«_, 

A*tf,  A»//, 

—  1 

A^tf  A'tf, 

a^u^ 

A'^« 

A^tt_A         a\/_,          a  «_ 

A^*<_, 

•    a'«_^  a-//_, 

"a««. 

* 

A'«_4  A-«_ 

l  . 

a"»_4 
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on  aura  ,  pour  un  indice  quelconque ,  désigné  par  A',  ' 

X     1.1.3.4.5  »       i.i.j.4.5.6.7      ^  -JT^-^«-4A 

+  etc. 

+—  —  ^  A<»_,+  —  ^  A«J»^, 

>•»  1.1.3.4  1.1.3.4.5.6  * 

+  "~~  7  n  A'«_4+  etc. 

i. a. 3. 4. 5.0.7.8  ^ 

En  fiûtant  pour  abréger 

Aï»  +Alf_.sit,  ^ 
A»«_,+A««^=  C,  A«»_.=  e 
a'»_+a»«.,=  I>,  aV,=</ 

A»«_,+A'«^=s  £,  A'«_4=»< 

etc. 

.  on  aura 

1.% 

+   '  ■ 

1.2  3.4 

+  ■     7-^ 

i.i         3.4  5.6 

4£A'+<A^'  A^'— 4  A^'--.9 

i«i        3.4      f.6  7.8 

+  etc. 

C'est  sous  cette  forme  que  Stirling  a  présenté  le  résultat  prcccdcnf , 
^uisert,  connie  on  voit,  à  interpoler  entre  un  nombre  imjjair  de 
quintitéi  équidistantes»  en  plaçant  l'origine  des  indices  à  la  quantité 
moyenne. 

880.  Lorsque  le  nombre  des  quantités  données  est  pair,  on  phce . 
l'origine  des  indices  au  milieu  de  l'intervalle  qui  sépare  les  deux 

quantités  moyennes  comme  ci-dessous  , 

etc.—y,  ^5,  —3,  +7,  etc. 

etc.  K_7     «_s    «_j  «f,/etc.. 


I 
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et  {irenant  les  diiFôrences  successives,  comme  plus  haut,  on  forme 
le  tableau  suivant 

A  A  A  »_|        A  ft_,-  A  If,        A  «T}        A  JTf 

A*«_5        A*tf_,  A'ff, 

a'«_7       aV_^  a''^, 

A^«_y         A'«_j  A^«_, 
A*if_,         A*«_5  A^«_, 
A««^  a'iL., 
A»«_y 

déngnaat  toujours  par  IWice  «uqud  répond  la  valeur  gàiérale  if', 
on  aura 

a.4,6.8. 10. iz  ^ 
2  1.4.6.  2.4.6.8.10  * 

1.4.6.5.10,12.14  ^ 
Pour  présenter  cette  formule  comme  l'a  dnt  Stirling,  il  faut  poser 

u^   +    «_i=^»      A  «_,=« 
"      •  A"«_,  + A*tf„,  =  5  ,        a'«_,  =  ^ 

A*«_5+A*«„;=^>  .à'u^j~4 

etc, 

«t  U  viendra 

«  =  


4 


1  4.6 

a         4.6  i» .  i  o 

jD  +  dh'  h'*—ï  h'^—c)  h'^—x^ 

'  X  4.6  b.io  11.14 
+  «te. 
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Il  faut  observer  que  dans  le  cas  actuel  la  différence  entre  deux 
indices  consécutifs  des  quantités  données  est  2  ,  en  sorte  que  la 
distance  de  u  à  »,  y  prise ,  en  comptant  chaque  intervalle  pour 

runité  t  est  «priin^  par  — ^« 

881.  La  formule  du  n°.  précéd.  te  déduit  de  celle  du  n*".  S79  ,  en 
prenant  les  diffibences  de  chaque  membre  par  rapport  à  h'  ;  pour 
cela  on  supposera  que  h'  se  change  en  A'  -j- 1 ,  et  du  résultat  de  cette 
substitution  on  retranchera  l'expression  de  u'  citée.  Il  est  évident 
que  les  coefEciens  numériques  varieront  seuls  dans  cette  opération  , 
puisque  les  quantités  u  et  leurs  différences  sont  indépendantes  de  A'; 
tout  M  réduit  donc  i  former  les  diffirmees  de  cet  codSdeiis.  Poitf 
montrer  comment  on  y  parvient,  nous  prendrons  un  coefficient  ' 
de  chacune  des  detix  suiies  partielle»  qui  composent  la  valeur  de  1/.. 

Dans  la  première,   ^  ~  ,  qui  équivaut  à 

1  i>i»3*4*5 

X  1.1.3.4.5 

-  valeur  la  précédente ,  on  trouvera 

,  (A^-i)/^'(/i'+i)(A'  +  i)^  ^ )— (A'— 1)  }=i  iK(/>^+i)(A'+i) 
2  i.z. 3.4.5  1  1.1.3.4 

Pans  la  seconde  suite  le  coefficient 

^"(^'^-0(^''-4)  ^  (A--x)(A'~i)/.'.A-(A-4-  0(A;  +  i) 
1.1.3.4.5.6  1.1.3.4.5.6  " 

se  change  en  -  ,  - 

1.2.3.4.5.6  * 
.  et  la  diffirenee  de  cette  valeur  à  U  précédente  est 

^»  i.x.3.4.5 
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En  opérant  de  même  sur  les  autres  coefBâeiis>  oa  trouvera 

1.2.3.4.  ^ 

.(i*ltOiA.«  (xA'.fx)(A-+»)A-r^,^. 
I       %     "*  1.1.3         *  ~* 

1.1.3.4/5.  »  . 

Cette  ezpRinoB  a*est  que  cdle  d^lJf e  diifêreDee  première ,  maïs 
on  passera  à  rexpressiou  de  en  dimmuant  dt  l'amté  les  ex- 
posaos  des  caractéristiques  puisque  cela  revient  à  prendre  les 
di^ences  premières  pour  des  quantités  primitives ,  les  différences 
secondes  pour  des  différences  pfcaiièreSf  et  ainsi  de  suite;  et^comme 
la  formule  d'où  nous  sommes  partis  suppose  que  les  valeurs 
données  soient  en  nombre  impair ,  leurs  différences ,  prises  main- 
tenant pour  les  valeurs  données  ,  sont  nécessairement  en  nombre 
pair,  ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  la  seconde  ligne  du  tableau 
du  n".  879  i  mais  afin  de  placer,  comme  dans  le  n%  880 ,  l'ori- 
gine des  indices  entre  les  deux  quantités  nurirennes  »  qui  sont  dé- 
signées id  par  M_,  et  »  ,  et  faire  que  la  diiiérenee  de  ces  indices  soit 

de  deux  unités,  il  faut  écrire         ,  au  lieu  de  /*',  et  remplacer 

ensuite 

«...«-4    »-i  "* 

par 

....«J^      «-Î      «-}  «c       «.      «5  tf,,.... 

En  effectuant  ces  transformations  avec  soin ,  on  retombera  sur  l'ex* 
pression  de     relative  au  casoii  le  nonlire  des  quantités  données 

est  pair. 

il  seroit  possible  de  déduire  aussi  de  l'expfeiâon 

tt's«4-  —  —  +  —  A-^etck  formule  du  n*.  879 «  par  des 

considérations  analogues  à  celles  du  n*.  873 ,  mais  nous  revien- 
drons; dans  la  suite  sur  cet  objet  par  une  méthode  plus  générale  et 
plus  simple. 


If  s  s  DiFFinEXCss,  4)' 
SS».Xonqae  les'dîltSrenccs  successives  des  quantités  données  ne 
forment  pas  une  suite  convergente ,  il  faut  dianger  la  forme  que 
Ton  suppose  «n  développement  de  j/.  Prony  ayant  reconnu  que 
PexpresnoA 

1/'=^*' >  i?/3' +  + etc. 
étoit  propre  à  exprimer  les  loix  de  la  dilatation  qu'éprouvent  les 
'  iiùdes  âasdques  par  l'effet  de  In  dialeur ,  a  donné  une  méthode 
très-ttniple  pour  déterminer  les  coeffioens  J,  B ,  C,  etc.  et  les 
quantités  «,  /B ,  .etc.  mais  comme  cette  méthode  se  fie  naturelle- 
ment avec  la  théorie  d'une  espèce  de  suites ,  nommées  smits  ré- 
emnmusy  que  nous  devons  ttMtcr  avcc  étendue  ^  nous  diffîrerons 
)usques>là  d'en  parler. 

Charles  a  aussi  proposé  quelques  formules  d'interpolation  dans 
lesquelles  il  a  introduit  les  sinus.  Voici  celles  qui  paroissent  les  plus 
commodes  * 

-      us\x\-7Tx'      tt,  sin^fv' — //.sin-rfAr' — i) 

.   j^^-;. — y. — ^4.r-: — — (  +  etc- 

sin/'T.v       sin^T(.v — i)      sinr7r(* — i) 
,      «sin»*'      «,sin7r(Ar' — i)      ttj,sir.w(*'— 2) 

On  y  suppose  que  les  valeurs  »,  «, ,  «'4 ,  etc.  répondent  aux  in- 
dices 0,1,1,3,  etc.  Dans  les  deux  premières  les  quantités/',  ^,  r,  etc. 
sont  indéterminées ,  mais  cependant  assujetdes  condition  de  n'être 
pas  des  nombres  entiers  ou  des  fractions  dont  le  dénominateur  s(ât 
jndndre  que  IWice  de  !(.,  dans  le  terme  qn'dlesaliBCtciity  et  peuvent 
servir  à  remplir  des  conditions  auxquelles  seroient  soumises  en  par> 
•  ticttlier  les  valeurs  intermédiaires  que  l'on  cherche. 

La  composition  de  ces  formules  repose  sur  le  même  principe  que 
«elle  de  la  formule  du  n\  877  ;  les  deux  membres  de  duKune  d'dies  ' 
deviennent  identiques  lorsque  l'on  &it  successivement  ' 

*'=0f,  rte, 
u'bu^      i^Bsu,f  tt'sBstt},  etc. 

Le  second  se  réduit  toujouit  à  un  seul  terme,  qui  se  présente 

Fx 
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d'abord  sous  la  forme  de  f ,  mais  dont  il  est  facile  de  trouver  la  vraie 
valeur.  En  effcr ,  si  l'on  suppose ,  par  exemple,  x'-=  i  ,  les  numé- 
rateuis  des  termes  de  deux  premières  formules  s'évanouissent  tous  , 
mais  il  n'y  a  que  le  dénominateur  du  second  terme  auquel  il  en  arrive 
autant  ;  maintenant  si  Ton  observe  que 

I  I . z. 3  ^  '  ' 

OD  ver»  que  les  expressions  ,"/^--(-'-^)  ^  u^.(f^i) 

se  réduisent,  l'une  à  u, ,  l'autre  à  tu,  ,  lorsque  .v'=i.  Les  numé- 
fateurs  de  tous  les  termes  du  second  membre  de  la  troisième  formule 
étant  multipliés  par  (sin«-x^%  s'évanouiront  toutes  les  fois  que 
sera  égal  â  un  nombre  entier;  mais  il  n*y  a  qu'on  seul  des  déno- 
minateurs qui  disparoisse:  quand  On  «,  par  exemple,  x'ssi^  le 

uXsinvx'Y  .... 
terme   rf-  se  réduit  k  w'u,, 

883.  Quoique  le  but  de  l'interpolation  soit  en  général  de  dé- 
terminer des  valeurs  intermédiaires  entre  des  quantités  observées  , 
sans  connoître  la  loi  qui  lie  ces  quantités  à  leurs  indices,  ou 
à  la  variable  dont  elles  dépendent,  on  Temploye  aussi  lorsque 
cette  loi  est  connue  et  exprimée  analy tiquement ,  mais  que  les 
calcub  nécessaires  pour  évaluer  en  nombres  les  formules  qui  en 
résultent  sont  trè»-€ompliqués.  On  se  contente  alors  de  déter- 
miner par  ces  formules  ,  de  d&tance  en  distance ,  des  résultats 
rigoureux ,  entre  lesquels  on  interpole  ensuite  les  valeurs  intermé» 
diaires  qui  doivent  compléter  la  série  qu'on  se  propose  de  former. 
Dans  ce  cas  on  ne  prend  point  les  d.tTérences  successives  des 
valeurs  calculées  par  les  formules  résultantes  de  la  loi ,  mais  on 
déliait  ces  différences  de  l'expression  analytique  de  cette  loi  j  on 
^  en  pousse  la  suite  jusqu'à  ce  qu'il  s'en  trouve  d'assez  petites  pour 
qu'on  puisse  les  négliger ,  et  par  leur  moyen  on  calcule  les  valeurs 
successives  de  la  fonction  u.  Quoique  la  formation  de  ces  valeurs 
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uàt  Àcîle  à  déduire  des  rdations  obtenu^  dans  le  n*.  8éo,  néta- 
noim  pour  plus  de  clarté ,  f  en  rapporterai  ici  le  tableau ,  «n  tenadt 
compte  des  diffiérences  quatrièmes  que  je  supposerai  constantes,  ce 
q^i  donnera 


it  satir 

etc. 


Aa,=A«  +A'tt 
Aw^r=rAa,  4-^*«, 

A«,=A»4  +  A*K4 

etc. 


A'l/,=A*tt  -t-A'w 

aX=aX+^'». 

A»U,=A*H,  + 
A'tf^=.i*«j  +  A^«j 

etc. 


A  «j=ùX  +  ^*'' 

etc. 

On  voit  par  ce  tableau  qu'il  faut  calculer  d'abord  la  différence 
plac<5e  dans  la  colonne  la  plus  à  droite.  Pour  obtenir  «c,  par 
exemple  ,  on  forme  a'«,  ,  en  ajoutant  à  la  valeur  de  a'«,  celle 
de  A^u,  qui  est  regardée  comme  constante;  ajoutant  ensuite  aV^ 
avec  qu'on  suppose  déjà  connue,  on  parviendra  à  ù^u^i 

en  iqoutant  enfin  à  la  dUfêrence  première  au^ ,  placée-  dans  la 
ligae  tupérieure,  il  en  résultera  ,  qui  est  la  quantité  quil  ikut 
joindre  à     pour  avoir  Vf, 

'  '  '•  »  .   .  ^ 

n  est  «sé,  d'après  ce  flMdèle,  de  fomer  le  tableau  qui  ccm- 

TÎendroit  au  cas  oU  Ton  ^rftteroit  à  des  diffihimces  <fttn  ordre  plus 

élevé  que  le  quatrième.  On  a  aussi  cette  formule  générale  quil  est 

bon  de  connoitre  : 

elle  s'obtient  en  mettant  d'abord  dans  l'équation  w^— _,  +  ; 
à  la  place  de  Ai/,_, ,  sa  valeur  Aw,_,4-A'tf„_, ,  puis  en  chassant  aV„_, 
du  résultat ,  par  le  moytn  de  sa  valeur  aV._^  +  ^"^-^ ,  et  ainsi 
de  suite.  Xorsque Ton  veut  se  borner  aux  diffibences  de  l'ordre  m» 
on£ût  A'**"Bso,  etc;d*oililsttit  a'vssaViSsa'"».,  etc.  il  vient 
pour  ce  cas   <  -  •  *  :         i  -  . 

+  A;/,_,  +  aV/^_,  +  .  +  A"*- -f-  A"//. 

En  diminuant  successivement  d'une,  deux  ,  trois ,  etc.  unités,  les 
indices ,  et  en  soumettant  chaque  terme  à  une ,  deux ,  trois ,  etc. 


Digitized  by  Google 


4^        C  n»  l,  D  u   C  A  t  c  t 

nourélles  difRSreotiaiions,      tirera  de  cette  formule 

a'»,_,=«aX-4+  A*''»-5+  a  V  +  A"-|/„_„_,  +  A-» 

etc. 

Pour  édairdr  cet  usage  du  Calpul  des  différences,  nous  allons 
considérer  successivement  les  fonctioi»  logarithmiques  et  les  fonc- 
:tioiia  ârcttfaires ,  qui  sont  celles  dont  les  tables  servent  le  plus 

'fréquemment. 

884.  Soit  «  ss  l.jT,  on  aura,  par  la  formule  du  n*.  863, 

etc. 

On  poussera  ces  suites,  selon  la  grandeur  du  nombre  x ,  jiisquW  ce 
que  la  dernicre  ditKrence  soit  assez  petite  pour  être  négligée  sans 

"  éirreur' sensible.  Si  l'on  avoit ,  par  exemple ,  x==  10000 ,  et  A     1  , 

'  on  tiùuvetoit  pour  les  logarithmes  ordinaires , 

A  «s  0,00004  34172  76S61 
A*«=— 0,00000  00043  41077 
ù?U=s    4),00000    00000   .00867  } 

et  il  est  évident  que  à  Ton  ne  veut-avoir  les  derniers  résultats  qu'avec 
dix  chiffires  seulment*  on  pourra sans  craindre  d'erreur  sensible , 
négliger 

Cda  pocéy  on  aura  le  l^;arithme  de  loooi,  en  ajoutant  .à 
cehit  de  loooo,  4^  est  -4,00000  oeooo  00000,  la  valeur  de  4» 

rapportée  d-dessus  ;  pour  passer  à  celui  de  looox»  il  faudra  jqouter 

à  celui  de  1 000 1  la  quantité  a«— a*«.,  puisque  aVv  est  nér;.irlf  ;  et 
si  l'on  représente  cette  quantité  par  a«,  ,  le  logarithme  de  10003  s'ob- 
tiendra en  augmentant  celui  de  loooi  de  la  quantité  ^u,—a*u-^a^u. 
Faisant   a«,  —  a*k  +  a'«  =  a«,,    — a*« -f  A^w  =  — .  aV,  ,  la 
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quantité  A  « , —  ^'//, -f  a\/ sera  ce  qu'il  taut  ajouter  au  logarithme 
de  10003  ,  pour  avoir  celui  de  10004,  de  s  lite.  On  pourra 

former  ainsi,  par  de  simples  additions,  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  entiers  consécutifs  à  10000,  tant  que.la  somme  des  difFé* 
rences  qu'on  néglige  à  chaque  opératioa  ne.  sera^pas  assex  cons^ 
dérabk  pour  influer  sur  le  dernier,  chifire  dédmal  auquet  on  veut 
borner  l'exacâtude  de  la  table,  et  c^^ist  ce  qu*oo  reconnoîtra  au 
moyen  de  quelques  logarithmes  calculé  ^onreusement  à  des  in^ 
terralles  éloigné }  car  lorsque  par  la  suite  des.  additions  successives , 
on  sera- parvenu  à  ces  logarithmes,  il  faudra  que  U  méthode  des 
différences  les  donne  tels  qu'ils  ont  été  déduits  à  priori ,  au  moins 
dans  les  dix  premiers  chiffres,  si  c'est  à  ce  nombre  que  l'on  veut 
s'arrêter.  Oniroit,  par  ce  qui  prcccJe  ,  jusqu'il  loioo  ,  sans  trouver 
d'erreur  sur  la  dixième  décimale  ;  parvenu  à  ce  but ,  on  calculeroit 
de  nouveau  à  pnori  le»  diffiSrenoes  au  ,  a*«  ,  a^u  ,  et  on  se  serviroit 
de  ces  derniers  résultats  comme  des  précédens ,  pour  obtenir  ks 
logarithmes  des  nombres  entiers  qui  smvent  totoo. 

885.  Vdô  d^utres  expressions  plus  convergentes  des  dîdKrencet 
prcmièrct  et  secondes  de  la  fonction  logarithmique;  La  séiie 

l(/»+0=l«+W— ^+-(— ^y+'C— ^V+etcl  ' 

obtenue dansie  n*.  »8  de  Flntroductioa,  donne  j^n.çh|iqgeant  n  en  « 
ct^enA^ 

on  pourroît  former  a'u  ,  ^n  développant  la  série  ■ 

dù.u  h      d*:^u  h* 

mais  on  arrivera  à  un  résultat  plus  simple,  en  ajoutant  oniemble  les 
deux  équations 
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d*oii  3  résulte 

*-A):=zU-iJM{i^+^+-^  +  etc.  |. 

Si  l'on  change  * — h  en  et  qu'on  écrive  par  conséquent  x-\-h 
pour  X  et  jf+aA  pour  il  viendra 

!(*+  lA)  — il(x+Â)  +  U= 

f     /i*  A*  A^*  •) 

or  le  pieniter  membre»  qoî  est  é^iiyaleat  à      nr^-l-  M  réduit 
on  a  donc 

„f      A*  A^  1 

ii(4f+A)»     4(a:+*)*     6(«+*)*  J 

Lorsque  x  est  un  peu  grand  par  rapport  à  A ,  il  suffit  de  tenir  compte 
des  deux  premiers  terne*  de  l'eicpression  de  tu,  Enefit,  quand 

lAfx     A  V» 

x=s.  loooo  et  A=i ,  le  second  terme  ,  savoir ,  ^^^^  ) 

donne-  seulement  o,ooooo  ooooo  00036  ,  et  le  suivant  auroit 
%\  zéros  entre  la  virgule  et  le  prenûer  chidâre  sigoificatif.  A  l'égard 

de  A«K  on  peut  se  borner  au  premier  terme  ;  car  le  second,  • 

se  réduit  à  o;ooooo  ooooo  ooooo  0117.  H  suit  delà  qu'en  dési- 
gnant par  N  un  npmbrc  au-deisus  de  10000,  on  a  avecune  fort 
grande  exactitude  ^ 

quant  àla  diffifrence  troisième,  on  auroit  le  premier  terme  de  sa  valeur 


en  calculant  le  premier  terme  du  développement  de  d.       ,  dont 

l'expression  est  — On  voit  par-là  que  la  valeur  de 

deviendra  bieatpt  assez  petite  pour,  (ju'on^  puisse  la  négliger,  et 

lien 


» 
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rien  ne  sera  alors  plus  facile  que  de  construire  une  table  de  loga- 
rithmes d'après  ce  qui  vient  d'ctre  dit.  Au  reste,  si  l'on  vouloit 
plus  de  détail  sur  ce  sujet ,  il  faudroit  consulter  un  Mcmoire  de 
Delambre ,  imprimé  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Turin ,  pour  les 
annéet  1790-91 ,  d'oil  nouf  tvoiit  tiré  ce  qui  préccde,  et  duquel 
nous  extnûroM  encore  ce  qui  regerde  les  difiiîrences  des  fooctiofis 
circulaires. 

886.  Nous  n'entrerons  ici  dans  aucun  d^tùl  sur  les  ez[»ession$ 

«  des  «fifférences  de  la  fonction  a',  parce  qu'elles  sont  d'un  usage  beau- 

coup moins  fréquent  que  celles  des  dtffi^ences  logarithmiques  ;  elles 
sont  d'ailleurs  très-faciles  à  former,  après  ce  qu'on  a  vu  dans  le 
n".  864.  On  a  en  effet  A".a'=ff'(a* — 1)%  et  le  développement  de 
(a* — i)"  se  trouve  dans  le  n°.  866. 

On  obtiendra  tout  aussi  simplement  le  développement  de  A".â''^, 
y  Àant  une  fonction  quelconque  de  x  ;  on  aura  dTabord  Téquation 

et  Êdiant  (       i  )  j'  +  «*Ay  =y,  il  vieiuln 

û'.a>=ii'[(û*— I  )y  +  a*Ay  ]  ;  • 
puis  posant      —  i  )y-\-a^i^y'—y''»  on  en  tirera 

etc. 

chassant  ensuite  y',  y",  etc.  après  avoir  fait  pour  simplifier  a*=«». 
on  trouvera 

etengénéral 

887.  Puisqu'on  a  sin  (    4-     =  sin  x  cos  A  -i-  sin  A  cos  ;«r ,  on  en 
déduira 

A  nn  ;r  ss  nn  «  cos  il  +  cos  »  sin  A    an  » 
àscosjr  si&  i^ân  jr  (  I  —  cosA)  I 

et  en  observant  que  i— -cosAsBsi(sin^il}%  il  viendra 

Asin«=BCOs«sinA— &sinjr(sin7A)\  ' 
Telle  est  Texpression  rigoureuse  de  la  difiéienoe  psenièra  de  sin»^ 

Jp^i^t,  .  -  •  'G 
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par  laquelle  on  passe  de  sln    à  sifi(x  +  A).  Pout  obtemr  celïe 
qui  mène  desiii:);àsin(A: — A),  on  aura 

»n     ^tm  (     A  )  =  sin  «    sin  ;r  cos  A  +  cos  X  «n  A 
*  scosxsinA4-siaAr(i-~cosA) 
et  n  on  désigne  cette  dîISfrence  psr  A'sin  x ,  on  aura 
A'iinxs=cosjrsinA-f  isinx(sinf  A)% 

d'où  on  tirera 

A  sin  .V  —  A'sin  a:  =  —  4  sin  at  (sin  {h)*.' 
n  est  évident  que  a  sin  a:  —  A'sin  x  n'est  autre  chose  que  la  diffci  ence 
seconde  de  sin  (x — h)  ;  et  si  on  veut  en  déduire  celle  de  sin  x ,  il 
suffira  de  changer  «— A  en  x ,  et,d*écrirc  par  conséquent  »  +  A 
pour  4r ,  ce  qui  donnera 

■  A'Mnars»  — 4sin(j. -f  A)(sini/i)\ 

On  donnera  nne  foroM  analogue  à  la  d'^rence  première  par  le 
moyen  de  la  formule 

de  laquelle  il  résulte 

A  sin  4:= sin  (jT  +  A)— sitt«sisîn|^Acos|(i»4-  A); 
^  et  comme  on  a  aussi 

cos^— cos^s— »nni(^^^)m^(u#  + 
on  troiiren 

A»âii«  =s»8în  î  A  [  cos|(  »«  +  )  A  ) — cos^  (  »  «  +  A  )  ] 

4(siniA)-$ini(a*+*A)«--4(««î*)'«n(*+A). 

En  poumiivaiit  ainsi  on  anîvera  à  ces  formules  générales 
■  a4«  sin»ss    i<»  (sin^A)^'  sini(iA- +4;Â) 
A<**"'»nx=    i<^'(siniA)^**'cosHi*  +  (4i+  OA) 
A<***sin* =— sin  A  A  y**^sin  j  (  at  *  +  (  4'  +  »  )  *) 
À«*"«sînxs=— »««+'(sin  i  Ay*+'cosi  (  i«  +  (41  + 3  >A), 

renfermées  dans  les  deux  suivantes  : 

A-  8in*=::*:i»-  (siniA)"   sini(x*  +  a«A) 
A*"*'sin*=d=x'^'(sini  A)-*'cosi(»*  + (x«  +  f  )A), 

dans  lesquelles  il  fiiut  prendre  le  signe  +  lorsque  n  est  un  nombre 

pair ,  et  ic  signe  —  d^BS  le  cas  contratrci 
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888.  Les  formules  à-dessus  sont  déjà  très* commodes,  nais 
Lqiendre  est  parvenu  à  qtietque  chose  déplus  simple  encore^  en 
exprimant  les  difiiérenoes  de  l'ordre  n  par  celles  de  l'ordre  i>— i  et 
de  Tordre»— au  moyen  de  cette  équation  : 

A*sin  #  =  —  (  X  sin  i  A  )' {  A*"'siii  X  4- A— sin  *  } . 
Pour  en  prouver  la  vérité,  nous  fbroôs  remarquer  pramèrement  qut 
4^sin«=sa4^(siaiil)<^in(jr+  l'A) 

et  que  — 4(s!ni&)'sm(«+&(A)=rA*sio(«-t-(xi— . 
ce  qui  donne 

A«  sin«s— (isîniAy'--A*sin(«4-(A^<-t)A)  (i). 
Par  de  semblables  décompositions  on  trouvera  de  même 

A<**'sîtt*=s=  — (isîni&y»-A'$îo(x+(«— t)A)  (») 
A'^^kin»»— (isin|il)4<-*A^(x  +  (xi—  i ) A)  (j) 

et  si  Ton  diminue  Pexposant  de  a  ,  il  viendra  ausn 

A<*-»injr=B— (xsmiA)«-Asîn(*+(ii— i)A)  (4) 
A^<-»iinx  =  — (xsinAAy*-'  sin  (x  +  (1/— i  )  (5); 

muliipUons  maintenant  par  -^(isin  7  A)*,  la  somme  des  équations  (4) 

et  (5) ,  en  faisant  pour  abréger  *'+(2/ — i)h=x\  nous  aurons 
—  (  1  sin  ^  A )*  (  A''-'sin A-+ A^'-Sin  A- }  =r (  z sin I A) '(sinx'+ A$in*')î 
or  sin  x'-h  a  sin  *'=  sin  (  x'-f-  A)  =  sin  (x  +  xih) 
et  (  1  sia  ^  A  )^*siii  (  *  +  xih)  —  û^'sin  x  ;  , 
donc  A<*sin —  (i«mjA)'( A^^^'sb *  +  A^^-'sin x ). 
Si  Ton  traite  de  la  même  manière  les  expresnons  de  A^^'nn  x , 

etde  A^'ûox,  on  trouvera  que  leursomme  multipliée  par  — ^  isin  ^A^ 

est  ^a1e*â  la  première  valeur  de  A^sio»;  il  jen  sera'  de  même 

des  expressions  de  A^Vmx  et  de  A^''*"'sinx,  par  rapport  à  A*'+*$inx: 
.  enfin  de  celles  de  A**+'sinx  et  de  A<'+*sinx,  â  l'égard  de  A<*«sin*. 
Dans  tous  ces  calculs  il  faut  prendre  chaque  différence  avec  le 
signe  dont  elle  est  affectée  ;  et  comme  les  quatre  résultats  indiqués 
comprennent  les  diverses  variations  qu'il  peut  y  avoir  dans  ces 
signes  »  l'équation  posée  au  commencement  de  cet  article  se  trouve 
«iémontiée  pour  tQus  les  cas. 

G  % 
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'889  L*cvpiession  générale  «,=iz,  +  AK,=tf,  +  AK4-^*«  donne 
$în(A:+  i/;):i;sin  (.v  +  //  )  +  [sin(x-f  A)~sînA-] — sîn(-v  +  ^)(is»n  î^O'» 
lorsqu'on  y  met  pour  A'sin.v  sa  valeur  du  n".  887.  Cette  formule  est 
très-expéditive  pour  calculer  des  tables  de  sinus;  car  en  faisant 
successivement  .T=o%  ;c=i%  .r=i',  etc.  et  prenant  A=i%,on  aura 

sina''=sini°  +  (sîni° — sino")— slni  (2sln3o')' 

sin3''=sinx'  +  (sini»— sin  i  °) — sini°(isin3o')' 

sin4''=sin3°  +  (sin3= — sini°) — sinj  (islnjo)* 
etc.      .  . 
et  il  ne  sera  besoin  de  catoiler  par  la  léiie 

sln;»:  =  ■  +  r  —etc.  (  Int.  n\  35  ),"  .  1 

I        i*x.|  i.i,3.4.5 

que  le  sinus  de  jo'  et  celui  de  1%  pour  lesquels  cette  série  est  très- 
convergente:  à  l'on  forme  ensuite  les  produits  des  neuf  premiers 
nombres  par  le  terme  constant  (xsin  30')%  il  ne  restera  plus  à  effec- 
tuer que  de  simples  additions  et  soustractions.  En  calculant  avec  treize 
décimales,  l'erreur, suivant  Delambre,  n*iroit  qu'à  0,00000,00000  06 
sur  le  sinus  d:  60°.  Passé  ce  terme ,  les  sinus  s'obdettdront  par  la 
formule  àn(  6o"+-rf) =sin  (6o'— ^)  +  Anji  , 
.  et  l'on  aura ,  pour  se  vérifier  dans  l'intervalle ,  les  dans  suivans 

sini5°=/î— V<r,  $ini8'=i^T  — i,  sin3o-=f,  ^ 
sin4fr=V/r,  sin54'=iV^5-î.  sin6o'=i/J. 

En  écrivant -v — i',x — 10",  au  lieu  de  *,  dans  la  formule 

$in(*+xA)=sin  (.v  +  A)  +  [sin(*+/i)— sin*]— sin(*+AX«în¥*)% 

et  faisant  k^i\  h=sio%  on  aura  cm  deux  équations: 
8in(«+  i')=ssîn«+Csin«— $în(«—  i')]— sm*(isin3oT 
sîn(*+io*)=«in*+[ân*— sinC*— 10*)]— sinx(isin  5*)'  ! 

quiserviront  h  calculer  les  sinus  de  minute  en  minuteetde  dix  secondes  | 

en  dix  secondes,  lorsqu'on  aura  obtenu,  par  la  série  rapportée  ci- 
.  dessus ,  les  valeurs  de  sin  1'  et  de  sin  30' ,  celles  de  sinio'  et  de  sinç*. 
L'équation  dont  nous  venons  de  faire  us.igc  peut  être  retournée  ainsi: 
«n.r-  sin(,Ar + A}— [sin  (*+ xA)— sin(.v  +  «)]— sin(A:  +  A)(isin^  A/  i 

et  devient 

sin(A--xA)= sin  (  A)— [  sin  j>-sin(*^)]— $îii(x—A)(xsio  i  A  )' 
par  la  sidMtitution  de      lA,  au  lien  de      dans  cet  état  elle 

I 
I 
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donneroit  tuccessÎTefflent  l«s  sbus,  en  partant  de  Tare'  de  90'  e| 
en  allant  vers  o**. 
890  La  manière  d'employer  la  formule 

h    '  * 

a*est  pas  difficile  à  trouver,  fin  paiftant  d'abord  de  o*",  pour  passer  à 
un  arc  très-petit ,  que  je  supposerai  représenté  par  A  «  les  expressions- 
de  Asiax  et  de  A*  nn«  donneront  d'abord 

A.sino'=  isin^A  cosv  A 
A*  ôn  o*s(2  sln  '-  h  )*sb  h. 

Ces  deux  différences  étant  calculées ,  on  ait»  sinA  et  siniA; 
puis  formant  les  produits  des  neuf  premiers  nombres  par  le  £acteur 
constant  (xsin^A)*,  on  tirera  des  équations 

â?Ân  o*=a  — sin  -  J  {  A  sin  o'^f  A'sin  o*  )  , 

.  A*ân  o*ss— ^1     X  /  ^  A*sino*+  A'sb o'  ) 
ère. 

par  de  simples  additions  et  foinstractions ,  les  Talents  des  diA!« 
renées  successives,  au  moyen  desquelles  on  formera  celles  de 
sin  3&  »  sin  44 ,  etc.  (  n*.  88}  ). 

C'est  par  des  procédés  semblables  qu'ont  été  calculées  dans  les 
bureaux  du  cadastre,  les  grandes  tables  des  sinus  naturels,  avec 
25  décimales,  pour  les  looco*""  parties  du  quart  de  cercle.  Prony, 
qui  a  dirigé  ce  beau  travail ,  le  plus  étendu  qu'on  ait  encore  exécuté 
dans  ce  genre,  ne  manquera  pas  sans  doute  de  faire  connoître  en 
détail  les  méthodes  dont  on  s'est  Servi  pour  en  simplifier  le  calcul. 
Les  tables  des  sinus  sont  déjà  stéréotypées ,  et  il  est  bien  à  désirer 
qt^on  en  fiuse.  Inentôt  jouir  l'Europe  savante  ;  il  ne  reste  plus  qu'à 
imprimeries  logarithmes  des  nnus  et  des  tangentes  qui  ont  étd  cal- 
culés avec  sùze  décimales. 

Les  tangentes  se  déduisent  si  facilement  des  sinus  et  des  co- 
nnus, quHl  est' inutile  de  recourir  à  d'autres  formutea;  dTaillotts 
leurs  différences  ne  se  présentent  pas  sous  une  forme  commode ,  et 
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puis  dès  qu'on  (es  a  )itsqu*â  45%  00  obtient  celles  des  arcs  snivans 

par  réqiiation 

tang  (  45'  +  ^  ^)  =  1  tang  -rf — taBg(  45*—  |  J), 
Les  sécantes  se  déduisent  sans  peine  de  la  formule 
sec^  =  tang  (  45'=!=  M)  7  tang^. 
89  t.  Nous  passerons  donc  au  calcul  des  logarithmes  des  ^nus; 

nous  observerons  d'abord ,  que  la  formule  >  sin  î'  ^  =  r-tr 

^onne  tous  ceux  des  nnus  des  arcs  moindres  que  45*  par  le  moyen 
de  ceux  des  sinus  des  arcs  compris  entre  4^*  et  90°.  Pour  obtemr 
CCS  derniers  de  degré  en  degré ,  Detembre  propose  la  série 

^  ^         ^     (sin(x+A}-t*suix^3hân(âr-|-A)-|>smx-l  j 
qui  se  déduit  de  la  séiie 

i(«+o=i«+»^^(--v-+-(-4— ^) + » 

(  int»  u\  x8  ),en  fusant  nssinjr,  et  A<f  {ssîo(x4- A)» 
.  d*i>ii  ii  résulte  + A)— .sinar.  En  mettant  AÔnx,  a« 

Ueis  de  i,  on  aura 

Isin(x+A)5=lsîn*+aili  { —. — — ^-+-(-  „   .        )  +  ««•  }• 

Si  Ton  prend  xt=4^'  et  As=t%  on  aiira  pour  le  sinus  de  46'  une  série 
très-convergente  «  et  qui  le  deviendra  de  plus  en  plus  à  mesure  qu*on 
avancera  vers  90%*  parce  que  la  différence  Asin«  va  toujoiurs  ea 
diminuant  :  quant  au  ainus  de  45%  son  logarithme  est  7 1 1  (*), 

Les  difôences  successives  de  Alsinar,  déduites  de  la  formule  à» 
•  dessus  »  ne  se  présentent  pas  sous  une  forme  assez  commode  pour 
•      I     p   I     ■  —  — ~  ■  '  I'  I 

(*)  Nous  ne  pouvons  passer  sous  silence  une  série  très-simple,  propre  à  donner 
te  logarithme  du  cosinus  lorsque  l'arc  est  tii»-petit ,  et  que  Delambre  a  fait  remarquer 
le  preniiir.  On  taàt  qoe. 

I  (  1  -  *•  J=- a  Jf  {  f  A»+  i  «4+  i  *•  +  etc.  >  .  (  V.  40  > 
Si  Ton  change  x  en  sinx ,  on  aura  1  —  *»=cai»\  «•)  derieiicba  leo»*^ 

ou  ;ï1cosx  I  et  on  obtiendra  par  conséquent 

1  cos:(;=— ^  {  f  sin»*+îsin*<4-  ^  »lnA*-i-ctc.  j. 
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dtre  employées  dans  la  pratique}  inûs  lorsqu'il  ne  faudra  qu'ùiter» 
poler  des  valeurs  très-resserrées ,  on  pourra  prendre  le  premier ,  ou 
les  deux  premiers  termes  du  développement  de  cette  différence» 
obtenu  par  le  théorème  de  Taylor,  termes  qui  sont 

iWrcot*— 4- (1  +  cot«»)  1, 

puisque  • 

d.Utnx         mCOSjt         _ _  " 
,  >  ^    Ml  -, —  sss    in  cet  * 
dx  nnx 

<;*lsinr  I  _.Mn**+cosx' 

—  :    —  =— JW-:  r=  — Jftf  ;  ;  =— +  C0t.v'). 

d*'^  fin**  «m*'  .  \  '  / 

Quand  oa  ne  se  propose  que  de  vérifier  des  tables  d^à  calculées , 
ou  de  les  corriger»  on  peut  donner  à  l'expression  de  lsin(j?-f  A) 
une  forme  qui  permette  d'employer  ,  au  lieu  desânus  iHlturelSy  Jes 
Ic^rithmes  contenus  dans  ces  tables.  En  effst» 

tin(*4-*)--^af_tangKj«?'i'A'-y)_^  tang^^ 

sin(*+A)+sîo*~iangi(*+A+;r)"tang(*+iA}~"°SîAcot(*+^/i}; 
on  aoia  dooc 

l.sîn(«+A)a»lsm*+iJfcf  taog^cot(^+-)+^(^tang^cot^*+^  y 

+---(^tang-coî(^x+-j  j  4.etc. 

Les  termes  de  cette  fornult  étant  des  fractions  assez  petites ,  pour  les 
mettre  en  nombres ,  on  se  servira  des  logarithmes  des  tangentes  et 
des  cotangenus,  donnés  par  les  tables  proposées ,  parce  que  l'erreur 
qui  pourroit  se  trouver  dam  les  dernières  décimales  de  ces  loga- 
tithnes  ne  sera  d*aucttne  conséquence  par  rapport  aux  résultats. 
Cest  ainsi  que  Delambre  a  idcvé  plusieurs  inexactitudes  dans  Ut 
grandes  table»  de  Vlacq. 

891.  La  première  idée  de  calculer  ou  d'étendre  des  tables  pnr  les 
tliffcrences ,  paroît  appartenir  à  Mouton ,  qui  publia  sur  ce  sujet ,  dès  • 
1670  ,  une  méthode  dont  je  vais  donner  un  exemple.  Sou  la  série 
des  nombres  o,  15 ,  41 ,  87,  lôz,  175 ,  etc.  dont  les  diffcrences 
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troisièmes  sont  constantes,  entre  les  termes  successifs  de  laquelle 
on  se  propose  d'en  inscrer  deux  nouveaux  assvijettis  à  la  mcme  loi; 
il  faudia  par  conséquent  que  dans  la  nouvelle  série  les  différences 
troisièmes  soient  égilcment  constantes.  Désignant  pour  abréger,  par 
les  lettres  a^lffC^d^le  ptcmicr  terme  de  cette  série,  sadifiërence 
première  y  sa  différence  seconde  et  sa  différence  troisième^  on  formera 
par  les  principes  du  n'.  S6o ,  ce  tableau. 


Indices. 

Nombrai» 

I 

1 

a 

3 

4 

^  +  3/'+  3^+  d 

î 

<2  +  4^-l-  6c-f  4^/ 

6 

a+  5/"+  lOc-f  ïod 

7 

8 

9 

lO 

Diâtireoces  1*^. 

1>+IC+  d 

*+3c+  id 


DtSér.3*"**. 


c 

c+  d 
c+^d 

C+4fd 

c+6d 


d  ' 
d 
d 
d 

d 
d 
d 


et  en  1^  prolongeant'  ausn  bin  qn*il  sera  néccssatie ,  on  7  trouvera  \ 

dans  la  première  colonne,  tous  lei  termes  d'une  série  quelconque^' 
dont  les  différences  troisièmes  sont  constantes  ;  mais  lorsqu'on  aura 
intercalé  deux  nouveaux  terme>  entre  chacun  de  ceux  de  la  série 
proposée ,  le  second  de  cette  série  se  trouvera  le  quatrième  de  la 
nouvelle,  le  troisième  deviendra  le  septième,  etc.  et  en  général  il 
faudra  laisser  dans  la  première  colonne  du  tableau,  enOe  chacun  det 
ttnnes  qu'on  prendra ,  autant  df  fermes  intermîMiaîres  91'on  veu| 
en  intercale^ 

Pans  fnemple  actuel  les  ^crmci  donnés  répondront  aux  suivans 


Indice». 
I 

4 

7 

10 


Nombres. 

a 

etc. 


DifiiÉrencet  i'". 
3^-1-  J<+  d 
3^ -fut  4- 64*/ 


Différ.a|M». 


Difir. 


^om  les  diiEÎKnçeSypIaçées^c^»  doivent  ^iflentîqujn avec  celles 

91Î 
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qttî  résutteiit  d«s  nombres  o,     ,  41  *  ^7*  etc.  En  calculant  ces 

dernières ,  on  obtient  1 5  pour  la  pcemiète  différence ,  1 1  pouc  la 
deuxième ,  et  9  pour  la  troisième  ;  comparant  avec  la  formai.'  qui 
occupe  la  première  place  clans  chaque  colonne  du  tableau  ci-dessus  ^ 
en  commençant  par  la  droite  ,  on  trouve 

d'oïl  Ton  tire  <  =  ^>     h=i^s  on  a  de  plus  «so»  et 

par  le  moyen  de  ces  valeurs  on  formera  snccesBvement  tous  les 
termes  de  la  série  interpolée. 

893.  Mouton  ne  put  résoudre  hû*mênie  la  question  qnll  s'étcnc 
proposée  ;  ce  fut  on  de  ses  amis  ,  nommé  Rcgnaud ,  qui  construisit  le 
tableau  qu'il  rapporte  dans  son  euvn^  »  et  dans  lequel  ce  sont  les 
différences  cinquièmes  qui  sont  supposées  constantes.  Regnaud,  qui 
ne  connoissolt  point  l'expression  analytique  de  la  loi  que  suivaient 
les  termes  ^es  diverses  colonnes  de  son  tableau ,  le  construisit  en 
commençant  par  celle  qui  se  trouve  à  droite ,  au  moyen  de  laquelle 
il  forma  les  autres  par  de  simples  additions  ;  cette  espèce  d'induction ,  ' 
beaucoup  moins  commode  que  les  expresâons  algébriques ,  fit  on» 
blicr  le  procédé  proposé  par  Mouton.  Prony  Fa  repris  et  an  a  déduit 
des  formules  par  |ine  marche  qui  doit  ressembler  à  peu  près  à  celle-d. 

Supposons  qu'on  veuille  intercaler  m — i  quantités  équidistantes, 
entre  les  deux  quantités  «  et  », ,  qui  répondent  à  deux  indices  dont 
la  différence  est  l'unité,  il  faudra  partager  cette  difTérence  en  m 
parties  égal^,  et  chercher  par  la  formule  du  n".  873  les  valeurs 

de  m,  qui  répondent  aux  indices  —  «  ~>  —  etc.  on 

m     m     m  nt 

^iditiendra  cette- nouvdie  suite  s  ' 

I         .  l(l — m)     •  .  t(i — m)(\ — im)  , 

u  +—  A  u   iA»«+-i  i  ù?u  +  etc. 

»  +—  A  tt  +  îtî^^^        îlî^î^i^îti  û?u  +  etc. 
M  M.aiB  aSai/n.j/n 

.  n  n(ff<-^)  .      n(n — wiV/i— im)  , 

">  /R.aM  .  aK.aav.jai  * 

Afpmiitu  H 
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dont  il  s'-.j^T.-j  de  trouver  les  tllffjrences  successives,  et  c'cçf  ce  qui 
.      s'err<  ctiicrn  d'une  manière  commode  ,  en  prenant  séparément  celles 
de  chaque  terme.  Le  résultat  se  prcienteta  sous  une  forme  très  élé- 
gante et  très-simple,  si  l'on  fait  attention  que  les  suites 

o,  î ,  V    X  V  

0 ,  1  (  I— w)  .  1— w)  ,  3(3  — w) ,  n(n—v!)  , 

O,  1(1 — in)(i— !«)»  «iX^ — 3() — — xin),,,,,n{a—m){n — 1«)  , 
etc. 

peuvent  être  r^ardées  coBune  »  +  valeurs  sucoesnves  déduites 
respectivement  des  termes  généraux 

*,  01),     Jt(«— M)(Ar~xm),  etc. 

en  prenant  pour  x  tous  les  nombres  entiers ,  depuis  o ,  jusqu'à  h 
inclusivement;  en  sorte  que  les  «+i  valeurs  de»,  rapportées 
.  plus  haut ,  se  tireront  de  cette  expression 

«H  AJi-f-   p  A*«  +   i^— ^  î  a'«  


l.im'  1.1.3/n 


1.1.3  '         1.1.5  (//-t- X )/«"*■' 

x(x^m)rxr-inO.,,{x^{n+i)n.)  ^.^.^^  ^^^^ 

I.X.}..-.  (/ï+l)»"** 

en  y  fiiisam  varier  seulement  x»  par  des diiFérences  ^les  à  l'unité. 
Si  on  désigne  pat  i'u  ,  J"»  ,  /'is(.  •  •     ,  les  diflirences  de  u  lonque 

Tindice  augmente  de  la  quantité  ~-  >     conservant  toujours  fa  ca- 

ractéiistique  A  pour  les  cas  où  l'indice  varie  de  l'unité  ,  on  aura 

m  i.im*  1.2.3///^ 

A'rA(v— m)]   .    ,  A*[jr(x— /»)(.¥— lin)]  , 

^  -LA_-ii A'ji+  — L-i  ii-  Ll      +  etc. 

I.Ofl^  1.1.3/R' 


— i  a'h  +  etc. 


3 

cienccneral — î^-^  '  ^  ^  ^-^a"  u 

*^  1.1.3. ct" 

A"[  (  x<^m  )  (  jc^iw  ) . . .  (a— gjg  )  3^^,^ 

I.  1.  3... (/J+  !)'«'■*■' 

+ -t-i  '  ^  /—^  _^_Z-i4-J etc. 

i.x.3...(/i  +  iK"^' 
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en  observant  dé  faire  *=o ,  après  les  difierentiations.  Il  est  évident 
que  si  dans  la  série  des  quantités  données  «,  w,  ,        «j,  etc.  Ici 

diffcrences  de  l'oîdre  p  sont  constantes,  l'expression  de  f'n  s'.inctera 
à  Cet  ordre,  puisqu'on  aura  A^'uz^o^  et  le  dernier  terme  sera 

1.1.3..../»//*'^ 

Il  ne  reste  plus ,  pour  avoir  l'expression  générale  .de  ^"a ,  qu'à  déve- 
lopper les  diiFéiences  des  fonctions 

X,    x{x^m),  (i—zw)  jB)...(4f—iflt). 

Ces  fonctions  étant  ordonnées'  par  rapport  aux  ptûssances  de  x  , 
prennent  en  général  la  forme 

où  les  lettres  ^ ,  B ,  C..,,I^  désignent  des  coeffidens  nomériques 
ifldépendans  de  x  et  de  m.  Si  l'on  fajit  successivement 

»  =  »—'»     i  —  n,    .i«A4.t,     i=ii  +  l,  etc. 

on  trouvera  pour  les  diffîrences  de  cette  fooction ,  des  tésultats 
de  la  forme 

«,       «'w -I- a',  +  etc. 

«t ,  etc.  étant  des  nombres  ;  et  il  viendra  par  conséquent 


x.x, .  ,nm 


expression  que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

en  observant  que     =  -L,  puisque  l'intervalle  compris  entre  deux 

indices  et  représenté  par  l'unité  est  partagé  en  m  parties  ^les.  Passant 
aux  limites  relatives  k  la  supposition  de  m  infinie ,  le  rapport  des  dif* 

férences,  dansleprejnicr  membre ,  devient  lecoefficient  différentiel  — 
et  l'on  trouve 

I  f      .  ^  et*  V 

1.1.. ..«l         ^A+l         ^(«+lX«+2)  *+"C-)t 

H  X 
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formule  an:ilogiie  à  celle  du  n'.  867,  et  où  Ton  peut  facilement  rcs« 
tiiuer  la  quantité  h  que  nous  avons  supposée  égale  à  Tunité. 

894.  Nous  n'avons  encore  donné  des  fomules  d*!nterpolation*que 
pour  les  séries  résultantes  des  fonctions  d'une  seule  variable.;  nous 
n'entrerons  pas  dans  le  même  détail  h  T^ard  des  séries  dont  le  terme 

général  est  une  fonction  deplurieurs  variables  :  nous  nous  bornerons 
seu1?ment  à  faire  connoître  pour  ces  séries  une  formule  analogue  A 
celle  du  n°.  873.  Nous  observerons  en  premier  lieu  qu'elles  ne 
peuvent  être  coordonnées  avec  leurs  indices  que  dans  une  table  de 
la  forme  fie  celle  qu'on  trouve  à  la  page  449  du  premier  volume 
de  cet  ouvrage,  et  dont  voici  un  exemple  particulier  tiré  de  la 
fonction  «=  j  +  «•+  xx^  +  ^y.  , 


Valturt  de  x. 


1" 

I 

1 

3 

4 

etc. 

0 

6 

9 

14 

11 

etc. 

I 

8 

1 1 

16 

^3 

3» 

etc. 

1 

^9 

38 

49 

etc. 

3 

3» 

39 

48 

59 

T  i 

etc. 

4 

53 

62 

73 

i6 

lOl 

etc. 

i  etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

Une  pareille  table  se  nomme  TahU  à  double  tnuic ,  parce  que,  pour 
y  trouver  un  nombre  quelconque ,  il  6ut  connoive  le  numéro  de 


! 
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U  colonne  verticale  et  celui  de  la  bande  horisontale ,  oîi  il  se  trouve  » 
circonstances  qui  sont  marquées  par  les  indices  places  horisonta- 
lement  à  la  partie  supérieure  de  la  table,  et  par  ceux  qui  se  trouvent 
Sur  le  côte  gauche.  La  valeur  que  reçoit  la  fonction  u ,  lorsque  x~y 
et  ^=4,  par  exemple,  est  le  nombre  86,  situé  dans  la  colonne 
marquée  3  ,  sur  la  liande  nun^rotée  4.  Si ,  pour  plus  de  généralité  ^ 
on  suppose  que  la  différence  entre  les  valeurs  succesnvcs  de  «,  soit 
représentée  par  A ,  et  que  k  désigne  celle  qui  régne  entre  les  valetirs 
éey,  il  est  évident  que  Ton  passci'a  de  Tun  des  nombres  à  celui  qui 
le  suit  dans  lalundeoii  il  se  trouve,  en  changeant  dans  la  fonction 
donnée  x  en  x-^k  ,  et  à  celui  qui  le  suit  dans  la  même  colonne  oh  il 
est  placé,  et  mettant  j+ A  pour^.  Pour  interpoler  des  valeurs  in» 
termédiaires  entre  les  termes  d'une  même  bande,  ou  d'une  même 
colonne,  on  n'a  besoin  que  des  formules 

"--+T"'"+nfc:^^''"^      A.aA.3A     ^-"-^f'  . 
+  - V+-^^V«+-4;^,-^.>+ etc.  ^ 

puisque  dans  le  premier  cas  y  est  regardé  comme  constant ,  et  que  x 
l*cst  supposé  dans  le  second:  mais  pour  considérer  la  question  eif 
général ,  il  faut  assigner  rexpresston  d'un  terme  qui  se  trouveroit 
sur  une  bande  intermédiaire,  entre  deux  bandes  consécutives  du 
tableau,  et  dans  une  •colonne  înternédiaire  aussi  entré  deux  co* 
lonnes  consécutives ,  ce  qui  revient  à  chercher  l'expresnon  de  ce 
que  devient  u  lorsqu'on  y  change  eti  môme  tems  x  en  x^l^  et  y 
en  y-yk*.  Soit  i7  cette  quantité;  on  verra  facilement  que  son  dé- 
veloppement doit  résulter  de  la  substitution  de^  + A'  h  la  place  de  y 
d*ins  celui  de  ou  de  la  substitution  de  x-f  A'  à  la  place  dcv  dans 
cel)ti  de     :  arrêtons- nous  à  la  première  substitution  ;  nous  aurons 

en  observant  que  ^,u'^  a*,u'^  etc.  r^ésenteot  les  diâTérencei  succes- 
sives de     prises  en  disant  varier  dé  la  quantité  k.  Développant 
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cette  équation  sous  ce  point  de  vue,  nous  obtiendrons 

k'  k'    h'  .     k!     k\h'—h)  ^ 

A  it    A      '.y         *       A.i/i  / 

.        A. X*  A.iA       A     ».  / 

Pour  faire  usage  de  cette  formule,  qu'il  est  dise  de  pousser  aussi 
loÎD  qu'on  voudra  ,  il  faut  former  les  t|ttanntés 


«» 

etc. 

l+l  • 

'•9 

»+» 
A  «, 

*•  / 

A    U,  etc. 

i+i 
A      1/ , 
*.  / 

•+« 
A  tf, 
«•/ 

A    tf.  etc. 

etc. 

Celles  de  la  première  ligne  ^obtiennent  en  prenant  comme  à  l'ordi- 
naire les  diâ^nces  de  la  suite  de^  nombres  écrits  dans  la  première 
bande  du  tableau;  puis  en  désignant  par  Uy^ ,  Uy^,  Uy^ ,  etc.  le  premier 
.terme  de  la  seconde  ,  celui  de  la  troisième  ,  etc.  bandes  ,  et  prenant 
les  différences  successives  dans  chacune  de  ces  bandes,  ainsi  qu'on  a 
pris  celles  de  la  première  ,  on  aura 

«,         A,a,  aV,  etc, 

Uy, ,  ,  »       ^V/. ,  etc» 

.   «y.,  a'^,.,  etc. 

1»^,,         A^,,        AVjr,,  AV„,etC. 

etc. 

tetrancbant  tes  ternes  de  chaque  ligne  de  ceux  qui  leur  corres- 
pondent dans  la  ligne  suivante»  on  trouvera 

A  u  =«> «  ,       û'"^'  «  =sA^,— A.»  ,      A*  '  «  =A»^,— A»^  ,  etc. 


A^„=:»y,-liy,.  A;^^^«r.=>«>~^*«>'»  A^,/jr.=A>^.-A^«j..,  etC. 
,^,«,.=i,,,-ir,.,  Aj^^,.=Arfr;^-:A^„  ^'^//.^A'^^AMi,. ,  etc. 


etc. 
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eo  opérant  d«  même  sur  ces  dernières  lignes ,  il  viendra 

l+ï  l  +  I  l+«  i+i  •+» 

1+1  i+i  iri  »+'  *+'  »+• 

*»  7  »i7  ««y  *»7  ■iJ'  "»7 

etc. 

puis 

^  '     «.  .  *ty       *iy        **y        *»y        **y  **y 

etc. 

Afin  d'cclaircir  ceci  nous  allons  l'appliquer  à  l'exemple  contenu 
dans  le  tableau  de  la  page  60,  dans  lequel  on  a  A— i  ,  —  i. 
Nous  en  tirerons,  1°.  en  prenant  le  premier  terme  de  cha<^ue 
lunde  et  ses  diflërences  successives , 


5 

I 

X 

0 

8 

3 

X 

0 

t7 

S 

1 

0 

3* 

7 

1 

0 

etc. 

en  retrtoclunt,  terme  à  terme»  chacune  des  lignes  ci-dessm 
de  celte  qui  la  suit , 


3 

% 

0 

9 

0 

'5 

0 

etc. 

même 

sur  ces 

d 

6 

0 

6 

o; 

"  0; 

4*.  enfin 

il  tcsulte  de  là 


A>=6,  A 

et  substituant  ces  Yaleun  dans  celle  de  U ,  après  y  avoir  fait  A=a  1 , 
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A=i,  il  viendra,  par  les  réductions,  î^=5  +  A"  +  i4Y+jJt'*, 

fonction  semblable  à  celle  qui  a  servi  à  construire  le  tableau. 

La  solution  du  problème  proposé  est  rigoureuse  dans  le  cas 
actuel  t  parce  que  la  fonction  qui  représente  le  terme  général  de  la  suite 
')>roposée  est  algébrique»  rationnelle  et  entière i  mais  quand  on  voudra 
jfaire  usage  de  la  formule  générale ,  pour  des  suites  d'une  autre  na»  *' 
ture,  U  faudra  que  les  diffîrences  aillent  en  décroissant»  comme 
lotsqu^  s-'asic  à»  sûtes  dérivées  des  fiwictions  dW  seule  variable. 

Sçf.  On  parviendrolt  facilement,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 
à  la  formule  d'interpolation  relative  aux  fonctions  d'un  nombre 
•quelconque  de  variables  ,  c'est  pourquoi  nous  ne  nous  y  arrôterons 
pas;  nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à  dire  pour  le  présent 
sur  ce  sujet  ,  auquel  nous  reviendrons  par  la  suite  ,  en  faisant  re- 
marquer que  l'expression  de  f/,  du  n°.  précédent,  peut  s'obtenir  par 
l'analogie  qui  règne  entre  les  puissances  et  les  ëtBbwçu,.  On  a ,  pat 

las  n-.  865 ,  8^9 ,  ïr,,HB±à'«=/'*        -  f 

ce  qui  donne  a'^i  =  (  i  +  a.«  )  ^  (  i  +  ^a)  *  i ,  et  en  dérelop* 
pant,  avec  l'attention  de  changer  les  produits  de  ja  forme 

en  a''^'  u  ,  on  retombera  sur  le  même  résultat  qui  se  déduirait  da 
• .  r 

l'expression  de  U ,  trouvée  plus  haut  (  n°.  préccd.  ) 

En  poussant  l'analogie  aussi  loin  qu'elle  peut  aller,  on  auroit, 
quel  que  fut  le  nombre  des  variables  de  la  fonction  u , 

f             i'             ^              -  )' 
A"«=i(l+A«»)*(ï  +^/«} +  ^««)  '  ^  > 

pourvu  qu^après  le  dévdoppemcnt ,  on  écrivît       ^  V«,  au  Ueu 

de  (A,tf)^(A,tt)'(A.«)^.,r 

996. 
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896.  Le  Calcul  inverse  des  différences  est ,  à  Tégard  du  Calcul    ^^"'.Calcul  |o- 
»  ^  1       1    I  •    »     1  ^11,  ,-,-.   veine  des  diRéren- 

direct,  ce  quest  le  Calcul  intégral,  par  rapport  au  Ciilcul  cîifte-  ces,  par  rapport 

rentiel:  il  a  pour  objet  de  remonter  des  différences  aux  fonctions       «>»«îons  ex- 

pnmttives.  Nous  nous  occuperons  d'abord  du  cas  oli  les  difTcrences 

tout  dAanées  «xpUcitement  par  les  variables  indépendantes  ,  c'est- 

à-dhCy  eii  l'on  a,  pour  déterminer  la  loncdon  u^.mn  équadoa 

decetie  fome  AVi==f(x,  A),  il  étaatk  dificcnce  de  U  viriab^ 

Soit  preaiéitment  ns  i ,  ou  A»asf(«,  k).  Cette  équnion  ae 

fait  connoître  que  le  changement  qu*éprouve  la  fonction  u  lorsque  » 
devient  x-^k,  et  ne  détermiae  rien  sur  la  valeur  absolut  de  cette 

fonction  ;  mais  si  l'on  suppose  que  quand  x=a ,  on  ait  u—B ,  il 
sera  facile  de  former ,  en  partant  de  ces  données  ,  toutes  les  Taleurs 

de  u;  car  aux  indices 

a+ih,  '*+3A,  etc. 

corrapondroot  CCS  valeurs  de  s  t 

*+f{*,A),  *+f(tf,A)+f(tf+A,  A),  b+((a,  A)  +  f(«+A,  A)  +  f('»+xA,A),  etc.. 
Llntroénction  de  là  quantité  arUtnire  »  a  lieu  Ici  comme  daur  le 
Calcul  intégral ,  pour  remplacer  la  consiaiiie  ^  la  difBientiatiofi 
fait  disparoître  (  n*.  15  );  «us  on  voit  que  la  signification  do 
l'équation  £iu~{(x,k)  repose  dans  le  cas  actuel  sur  la  valeur 
assignée  à  raccroisscment  h ,  et  qu'on  ne  tire  de  cette  équation  qu'une 
suite  de  valeurs  discontinues  qui  se  succèdent  d'après  une  loi 
donnée. 

Si  Tonavoit  à*uss((x,  h) ,  oanc  pourroit  tirer  parti  de  cette 
équation  ,  qu'en  se  donnant  une  première  valeur  de  u  avec  celle 
de  A  n  qui  lui  correspond ,  ou  deux  valeun  consécutives  de  u.  En 
cftc,  si,  lorsque x»« 9  onposoitass»,  et  AaesCy  on  auroit,  par 
le  tableau  du  n*.  89] ,  pour  les  iadicci 

*+A,  tf+iA,  •  «-hj^f  etc. 

cette  suite  de  valeurs 

K  *+zc4-f(tf,A),   i  +  3c  +  if(a,  A)+f(tf+A,A),  etc. 

Les  différences  de  l'équation  A*«  =  t  (  ,  A  )  donnant  successivement 
a'«,  A*«,  etc.  on  peut  aussi  s'élever  immédiatement  à      ,  par  la 

fond,  «v— +«.+°-^4'.+îfc=i^^*'....+4V,. 
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dans  laquelle  on  voit  évidemment  que  les  deux  premiers  termes  « 
et  nsu  demeurent  arbitraires.  Il  est  facile  tnaiatenant  d'étendre  ces 
considérations  à  tel  ordre  qu'on  voudra. 

897.  Les  valeurs  successives  de  v  »  données  p«r  féquation 
A»sf(x9  A),  n'étant  autre  diose  que  les  sommes  consécutives 
des  termes  de  h  série 

correspondans  aus  indices 

augmentées  de  la  quantité  arlùtraire  A  «  il  s'ensuit  que  û  Ton  rq^arde 
M'^nk  comme  représentant  la  valeur  indéterminée  de»,  l'expression 
générale  de  la  somme  des  termes  de  la  même  série  »  pris  depuis  le  com- 
mencement jusqu'au  terme  correspondant  à  ce  dermer  indice ,  indusi* 
vementy  sera  i/+f(<j+/i A,  A) — ou  tt  +  f(*,A) — ou  enfin 
w^Aw—à.  Pour  s'en  convaincre ,  il  suffit  de  former  la  valeur  de  xr  ^ 
qui  répond  à  l'indice  a+nky  et  dont  le  développement  est 
h  +  î(a,h)  +  {{a  +  h,h)-{-{(a+ih,h).,..+f(a  +  (n-i)h,h). 
On  peut  déduire  immédiatement  ce  résultat  des  formules  générales 
du  n°.  860 >  en  faisant  la  somme  des  équations  (i)  ,  qui  donnera 

A«, + A«f,. ...+ A»^, , 

et  par  conséquent 

ou,  comme  ci-dessus, 

A«  — A=f (4,  A)+f (n^A,  A). . . .  +f  (*+«A,  A), 
en  changeant  v„  en  «,  «  en  A,  et  metunt'pour  au,  àu^,  etc. 

leurs  expressions  relatives. 

On  voit  par  ce  qui  précède ,  que  la  recherche  des  fonctions 
primitives,  par  le  moyen  de  leurs  différences  premières  ,  revient 
à  la  sommation  des  suites ,  et  que  l'une  de  ces  opérations  conduit  à 
Tautre.  En  effet ,  si  l*on  désigne  par  l'expression  générale  de  la 
somme  des  termes  de  la  suite 

AU,      AU,,      Air.,....AK^.,,  A»,, 

on  aura        J»=»»+ ^n—»  ^  «•=■^1»— ^«j. + «•  > 

équations  dans  lesquelles  u^tstU  fonction  primiire  dont  la  dlffiS- 
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rence  première  est  exprimée  par  le  terme  général  au„  de  la  suite 
proposée,  et  u  représente  la  constante  arbitraire.  Parla  preroicre  , 
on  obtiendra  la  somme  de  la  suite  proposée,  lorsqu'on  pourra  trouver 
la  fonction  primitive  correspondante  à  son  terme  général,  et  h 
seeonde  doamni  cette  fonction  primîttTe  dam  tout  les  cas  ch  Ton 
connoStra  à  ^non  le  tcAne  général  et  la  somme. 

Four  indiquer  le  passif  d'une  diflSreoce  à  la  fooction  primidve 
dont  die  tire  son  ori^oe,  on  se  sert  le  plus  communément  du 
rîgne  z;  ainsi,  lorsque  Att=f(A:,A),  on  a  u=%î{x,  k)-\-const. 
D'aprcrs  cette  notation  et  les  équations  précédentes^  il  viendra  pour 
la  série  dont  le  terme  g^éral  est  f  (  x,  A  ) , 

5  f  (  A-,  A  )  =  2 f  ( A )  +  f ( X,  A )  — . cowr. 
zf       A)  =  5f(x,  A)~f(*-;A)  -{-cofui. 

en  changeant,  par  analogie  ,  5"^  en  5f(.v,  A). 

On  donne  aussi  le  nom  d'intégrale  aux  fonctions  primitives  :  u  est 
l'intégrale  de  ak,  xf  (x,  A)  est  celle  de  f(x,  A).  Cette  dénomination 
se  présente  naturellement  lorsqu'on  regarde  le  Calcul  <M£rcntiel 
cmnme  un^cas  particulier  du  Calcul  des  diflEérences.  (  f^oye^  la  note  de 
la  page  a  du  deuxième  volume ,  et  n*.  470.  )  L*evpresaion  géiiérale  de 
la  somme  d'ut!  nombre  quelconque  de-termes  de  la  suite  proposée  « 
ou  (  X ,  A } ,  s*appeUe  terme  sommât^  ;  et  les  équations  rapportées 
d-dessus,  donnent  la  relation  entre  le  t<rme  général  >  son  int^ftale 
preoùère  et  le  tenue  soamatoire^ 

898.  Les  règles  pour  Fintégration  des  différences  sont  en  très- petit 
nombre,  et  malheuraisement  les  cas  où^  Ton  peut  s'en  servir  avec 
succès  sont  très-bornés.  Il  suitdelafonnatioiidcsdiffireaces,  l'.que 

et  en  remontant  aux  fonctions  primitives,  on  a 

ce  qui  ramène  l'intégration  des  différences  polynômes  à  celle  des 
monômes  ; 

a*,  que  A«tfXB4AX9  d*oh  «  jjCsx.^  AJir=s«xA  JT^  ce  qui 
prouve  qu'on  peut  è  volonté  faire  sortir  du  ngne  s,  pu  introduire 
sous  ce  ngpie  nn  &cteur  constant* 


^8  ■    C  H.     L     D  U     C  A  L   C   U  L 

J*.  Lorsque  u'=sx^'  et  que  m  est  un  nombre  entier,  il 
▼lent 

•  »  i.i  I.X.) 

1.1.3.4 

En  intégrant  terme  à  tenue  chaque  membre  de  cette  équation, 
remettant  dans  le  premier  au  lieu  de  »,  et  pasttnt  hOfS  du 

signe  X  les  facteurs  constans ,  on  obtiendra 

I.x.3.4 

Cette  équation  feroit  connoitre  l'intégrale  x*"^,  si  l'on  avoit 
x*^,....;»*%  puisqu'on  en  tireroit 


Si  l'on  écrit  successivement  «Uns  cette  donièM  «— i,  «—a, 

«  —  3>  pour  OT,   on  formera  des  expressions  de  r*"-' , 

S*"~%  2jr"~^,  etc.  qui  ne  dépendront  que  des  intégrales  des  puis- 
sances de  A-  qui  leur  sont  respectivement  inférieures.  On  peut  aussi 
former  ces  valeurs  en  remontant  -,  et  si  Ton  prend  d'abord  m=o , 

X 

il  vient  xx'ss-j^,  parce  que  Taccolade  ne  doit  renfèrffler  qu*ùn 

nombre  m  de  tennet.  Cette  candniîon  se  vérifie  d'antcuh  à  priori , 
soit  en  observant  que  de  «ssy,  îl  résnlte  axssA,^,  x=akx9^, 

et  par  conséquent  3:*'=i^  ;  soit  en  prenant  la  difiérence  de  la 
«fonction  primitive  j,.  pour  laquelle  on  trouve 

* 

Faisant  ensuite  m^t,  m=%,  m^j,  etc.  et  sobstituant 
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successivement  poursx%  sx*,  s;t%  etc*  les  valeurs  amqiuIlM  OA 
parTMAdia»  on  formera  cette  table  t 


X 

^  -A 

.     I  ^* 

I 

3  » 

t 

,   4  *  î 

I 

**i 

£«<=---  —  - 

5  k  : 

I 

T 

1.6 

etc. 

5.6 


Au  lieu  de  pousser  plus  loin  cette  induction^  supposons  qu*on  ait 
en  général 

X  x^^^Â  x"^' +  B    +  C*"-' etc. 
nous  aurons ,  en  prenant  la  différence  première  de  chaque  membre , 

I  i«a  i»it3 

+  iï  4-  +     i^""^"^'^  +  etc. 

1  1 . 1 


et  comparant  entt'enx  les  terme»  allèctds  d'une  même  passsaoce  de  »  « 
fkous  obtiendrons  entre  les  coeffidens  B,  C,  etc*  les  re* 
lations  Suivantes 


+  etc. 


1.3 


i.a.3.4  a.}  a 

etc, 


1 
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avec  lesquelles  on  déduira  facilement  les  uns  des  autres  Ics  coeffictens 
de  Texpression  de  s  x",  quel  que  soit  r<xposant  de  la  puissance  m. 
En  calculant  immédiatement  les  douze  prenûers  termes  ,  on  trouvera 


_  I         1  m/i  I  JïiO«— x)A' 

^     j_  iXw— 3)(n»>--4)*»^., 

w(iw— i)  (w  — 6)A' 

10  1.3  ^-0 

X       X  l)  (n,-~8)h» 

6  1.3  10.11 

691        m(m — i)....(/n— 10)  A" 
ito  2.3  11.13 

X  X.)  I4«<5 

30  .  X,}  16.17 

4.  ,43g^7     m( wi 16) A'y 

•i        4»  Z.3  18.19 

— i)....(m — i8)A'» 

110   zo.ii 

etc.  +  conu. 

formule  dans  laquelle  les  coefflciens  exprimés  en  nombres  méritent 
attention,  parce  qu'ils  reviennent  souvent  dans  la  Théorie  des 
suites. 

Nous  observerons,  avant  de  finir  cet  article,  que  si  l'on  mul- 
tiplie i  par  A,  et  qu'on  passe  cet  accroissement  50u$  le  si^ne  s, 
on  aura  cette  éq^tatlon  .  ^ 

x"-^'         t  ^.  ,  i  mh* 

;b#"Ass  — ■  *"A+  etç,  +  €9iùt, 

«B  +  t      a        a  a. 3 

dont  le  second  membre  a  pour  limite  4*  mvu/.  lorsque  k 

s'cvanouit ,  cas  auquel  ue'h  it  change  en  fx^dx  ,  d'aprcs  ce  <^u'on 
■4  vu  daps  le  n\  ^70^ 
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899.  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d'intégrer  toutes  les  fonc- 
tions algébriques  rationnelles  entières ,  dans  le  cas  oîi  la  variable 
indcpendante  reçoit  un  accroissement  constant.  Prenons  pour 
exemple  la  fonction  jix^+  Bx*-{-  Cx  +  Z?; 

nous  aurons 

X      ;c"  + -5  ar' +  C'a- -H  Z>  )  =^  £  a:' +  £  £  .v' +  Ci:  X +/>  X«% 

et  mettant  çour  xae*,  sx\  s»  et        leurs  valeurs,  U  viendra 

4»  Oft  4*  6A 

900.  ^11  existe  un  genre  de  fonctions  rationnelles  qui  s'intégrent 
avec  la  plus  grande  facilité;  ce  sont  les  produits  de  la  foibe 

en  effet,  si  Ton  en  prend  la  différence»,  on  obtiendra 
-=(jP+tf4.A)(,^4+x*). .  .^.(4f+4+j?iA)(«+ i)A, 

A»  SAtt  ai 

et  comme  s  7 — • — r-r  =  — — r-r  =  — — r-    OH  aura  k 
(m+i)A     (ot+i)*     (^H-OA'  •* 

(ot+i)A  .  . 

Si  l'on  écrit  dans  ce.résiidtat  «— A«  aiî  lico  de  » ,  et  m-^i, 
au  lieu  de  m,  o»  aura 

 (^TITÀ  ^  +/'"'^'-. 

On  donne  à  ce  résultat  une  forme  plus  simple  et  qui  paroît  d*abord 
plus  générale,  en  représentant  la  fonction  «  par  XX^X^^^X^, 
et   supposant  que  les  ditfjrences  premières   des  quantités 
^Y,  X, ,  AT,,  *X^^  soient  consuntes:  par  cette  notation 

on  trouve 

A«=       «=X,X,A', ....  X^.'^XX.X,  ,...X^ 

=X^X^X^ .... X„{X^^ — X)—X , A'.X,  ..,,X„x(fri^  i'^aX 
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d'où  il  est  facile  de  conclure,  comme  ci-dessus, 

-j.X^X.X,..  .x,=  ^^^^  ■  +  «««. 

et  ^XX,X,.,.A^-  ^^^^^g^» 

en  nettant  n+i  pour  ««et  dinimumt  easuiie  de  l'anité  duiqne 
indiccv 

On  intègre  aussi  la  fraction  y  rr,  • 

parce  qu'en  la  différ  en  liant  on  trouve 


çe  qui  donne 

s  — — ■  Il  I  j>  toast» 

XX,X^..,X^,  (ot+i^aAT  XX^X^,,,Xa^ 

^  et  çban|(eant  m+ 1  en  «i,  on  obtient 

I  «  I 


^1.  U  CSC  à  piopot  drobsenrer  que  t^itégmtloii  des  foocdoiis 
de  la  fonM 

peut  s'effectuer  par  les  formules  ci-dessus ,  en  les  transformant  en 
produits  de  facteurs  dont  les  différences  soient  constantes.  Pour  Ic 
faire  voir,  je  choisis  cet  exemple  très-simple  :  x\  et  je  fais 

jF»=(*+A)(x+iA)(*+3A)  +  ^(-v  +  /0i(  v  +  i/0  +  ^(-v  +  ^)  +  <^, 
en  supposant  que  A  désigne  l'accroissement  de  x.  Si  l'on  développe, 
et  qu'on  f^4onne  suivant  les  puissances  de  x  ,  on  aur^ 
,j:'=*'  +  6/j**-l-  uA'a:  +  6A' 

»  Sh 

+  Çi 

et 
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et  companat  eotf'cax  la  tenieiaftctés  de  h  mftine  pinssance  de 
on  formera  les  équation^  . 

dciqiiellei  on  tirera 

et  «*=(*+A)(*+»*X«+3*)— <*(«+*X*+»*>+7*'('+*)-*% 
ce  qui  donnera»  en  vertu  du  n*.  précédent , 

n  piroîtra  sans  doute  plus  court  d'appliquer  immédiatement  i  la 

recherche  de  l'intégrale  la  méthode  des  coefficiens  indéterminés ,  dès 
qu'on  aura  reconnu  que  cette  intégrale  est  de  la  même  forme  que  la 
différence ,  excepté  qu'elle  a  uii  facteur  de  plus  dans  chacun  de  ses 
termes  ;  on  fera  donc  tout  de  suite 

»«»=ur«(*  +  *)(*  +  xA)(«+}A)  • 
+  J*(*+A)(»  +  »A) 

et  pour  obtenir  lei  coefficiens  A^B^C^D,  on  prendra  la  dîlB» 
rence  de  chaque  «lemWe  de  cette  équation.  On  parviendra  de  cette 
manière  à 

+  Dhi 

Il  ne  restera  plus  qo*à  développer  le  second  membre  de  cette  dernièra 
équation ,  à  l'ordonner  par  rapport  I  et  à  déteriiûner  les  lettres 
A  ^  3 ,       Df  comme  ci-dessus;  ce  qiû  ne  présente  aucune 

difficulté. 

En  généralisant  ce  qui  précède ,  on  verra  sans  peine  que  pour 
ramener  la  fonction  ^;<;^'t*  c       etc.  à  un  produit  de 

ApptndUtt         '  .  K 


74  Cb.   l.   Du  Calcul 

facteurs  iquidifférens ,  il  faut ,  si  a  désigne  le  plus  haut  cxpoiaiit  de*» 

la  comparer  à  cette  expression: 

J{x  +  h){x+ih)  (x  +  ah) 

+  B{x  +  h){x+  xh)  (x+(u—i)h) 

+  clx  +  h){x  +  ih)  (at  +  C*  — 


Lorsqu'on  voudra  rintégrcr,  on  pourra  poser  inmé&tcfflent 

s(tf  A«+^A^+f  A>+etc.)=^Jf(*+/0(^+   (x+tth) 

+  Cx  (*+>A). . . 

'4*  Lx^amst, 

et  opérer  comme  notti  l'avons  iait  pour  obremr  z«*. 

U  est  évident  que  cette  méthode  donne  wm  U  moyen  dlnt^er 
le  produit  de  £icteurs  équidi^ens 

(*+/)(*+/+f)(*+^+»f  )••••(*+/'+(«— 00. 

quoique  leur  ^Qiéreooe  première  ne  soit  pas  égale  à  l'accroissement 
de  X ,  que  nous  continuons  à  désigner  par  A,  puisque  ce  produit  étant 
développé  devient  de  la  forme  «a*+  tx'-jr  etc. 

901*  La  conrîdératlon  des  produits  de  facteurs  équîdifTérens  est 
d'une  telle  importance  dans  le  Calcul  des  différences  et  des  suites, 
ils  y  reviennent  si  souvent,  qu^l  est  convenable  d*entrer  dans  quelque 
détail  siur  la  transformation  dont  nous  venons  de  montrer  l'utilité 
dans  le  n°.  précédent ,  et  en  même  tems  de  désigner  ces  produits 
par  une  notation  plus  concise.  Nous  choisirons  celle  que  Vander- 
monde  a  proposce  dans  le  Mémoire  de  l'Académie  des  Sciences  pour 
'fannée  1771  (  première  partie ,  page  489  ) ,  parce  qu'elle  nous  a  paru 
réunir  â  )a  simplicité  »  l'analope  et  la  fiicilité  de  se  prêter  au  calcul. 

Par.  l'expresdon  «*  on  entend  le  prodidt  dHui  nombre  n  de 
tcnncs  CQnséctt^  de  la  suite 

Xf  *,  X,  Xf  »9  etc. 
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dont  les  difiërences  premières  sont  nulles.  Après  celte  suite,  se  pré- 
senté inunécUatement  celle-ci , 

'  *,  x  +  A.v,  AT  +  iA*,  x+3Ax,etc. 
dont  les  différences  premières  sont  constantes  et  les  seconde*  fuillçi  : 
il  paroît  donc  naturel  de  regarder  le  produit  d'un  nonbie  •  de 
termes  de  cette  dernière ,  comme  veiiant  après  la  fonction  dans 
rordie  de  1»  simplicité,  et  de  l'espiimcr  dW  mamère  analogue; 
cfesc  pourquoi  nous  représenterons  la  qùandté  ^ 

A  tenant  id  la  place  ét  ax  poiir  dés^ner  la  «fiffiSrence  commune 
des  ^ttfs,  et  n  étant  leur  nombre.  Passant  aux  suites  dont  les 
différences  secondes  sont  constantes  et  les  troisièmes  nuUcs,  suites 
dont  la  formule  générale  est 

X,         +  X+1A  +  A«,  A  +  3A%  etc. 

nous  indiquerons  le  produit  des  n  premiers  termes ,  ou  la  quantité 
«(« + a)  (« + a  A  +  A»).  • .  (* + «AH-  ^fclî-^A«) 

par  le  symbole  a,  a'],  dont  il  est  facile  maintenant  de  sentir 
l'esprit ,  et  d'après  lequel  on  peut  former  ceux  qui  conviennent  aux 
suites  dont^les  différences  constantes  sont  d'un  ordre  ^elconque. 
De  ces  considérations  «dt  un  genre  de  fractions  liées  enti'elles  et 
avec  les  ptûssances  de  « ,  par  uiie  anslof^  très-âmple  et  très-natn» 
rdle,  et  fouissant  de  propriétés  très-remaïquables  que  nous  fierons 
connoltre  dans  la^sinte;  Nous  nous  bornerons  pour  le  jimnent  à 

laire  quelques  observations  siu*  h  fonction  ,  a]  ,  que  nous  nom- 
,  merons  pmssânu  dêxéu  seamd  ordn, 

I*.  On  peut  la  présenter  de  manière  è  rendre  la  différence  A=s] ,  et 
laire  ensuite  abstraction  de  cette  différence ,  ce  qui  simpHlie  un  pen  In 

m 

notation  ;  en  efet ,  en  reprenant  la  valeur  attadiée  au  symbole     a]  » 

on  a       *(x+AAr)(jf+lAflr)(*+3A*). ...(*+(»— l)AJf) 

ce  qui  donne  [x,a]=ax"[^,  i]  =  A^[pl  >  en  convenant  de 

K  i  ' 
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ne  point  écrire  la  diâtîreace  des  faaeurs  toutes  les  fQÎs  qu*«Ue  ot 

.<gale  à  l'unité. 

i*.  Nous  avons  supposé  que  la  suite 

at+aj?,     x  +  iAx ,     x  +  ^&Xf  etc. 
étoit croissante ,  on  indiqueroit  le  contraire,  en  afFectantMa  caracté- 
ristique A  du  signe  — ,  mais  pour  donner  aux  produits  désignés 

lèc]  ^  ^""""^  ^  coeffidc»  du  binôme  dont  les  frcteitit 

sont  écrits  dans  un  ordre  décroissant,  nous  supposerons  que  *  est 
le  dernier  terme  de  la  sotte  proposée  et  que 

Cela  posé,  faisons  pour  abréger  ^=:/»,  et  montrons  les  rapports 

du  symbole  [^] ,  avec  Pexpression  si  bien  connue  ^. 
3*.  U  esc  d'aboid  évident  que  de  m&ne  qu*on  a  ^as^,/— , 

on  a  aussi  [p]  =  [p]  car 

m 

W=v(^— 1)0»— + 

m 

l)(/P— !)....(/'— I  ) 

■ — m 

Ip — '"^=(p—'n)(p — /»— i). . .  {p—m — (/I— ffî— -t))^ 

et  le  troisième  produit ,  dont  le  dernier  facteur  se  réduit  à  p  n+  i , 

renferme  tous  ceux  du  premier  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  le  second. 

4%  Les  conséquences  qui  résultent  de  l'équation  p''=^p'* .j^-*^ 
lorsqu'on  y  6it  w=o  et  m  négative ,  ont  leurs  analogues  pour  les 
puissances  dit  second  ordre.  Quand  w=o ,  on  a  p^—p'p" ,  d'oîi  i, 

etréquaùon  I/i  =  |>j  [/»—«]  r<ievenant  W=W[^j,  donne 
aussi  [/'î^i. 

S*.  En  ^ant  iiso,  dans  la  même  équation,  on  en  -tire 

[/]=[/'][/'— »T,  «e  qui  conduit  à  [/^T^  ,  comme 

1>Î  If\ 
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réqnatioa  f^j^^f^^  dans  la  mftme  hypothèse,  mèn^  à 

/•~"«s^=  — :  si  Ton  écrit  au  Ueu  de/,  on  aura 


^+«1 

Cci  daut  dcnûères  femarqoes  établissent  hi  loi  de  eontînmlé  entre 

a 

[/']=/'(/'— OC/*— 3  )••••(/'— «  +  o 

 1   . 

+  !)(/'  +  ''— 0-  •••(/'  +  0' 

En  écrivant  dans  la  dernière ,  les  facteurs  du  dénominateur  suivant 
Tordre  direct  de  leur  grandeur  «  on  aura 

etiil'on  fiùt /aso,  on  tombera  sur- cette  «xprcsâoii: 

»      .  j 

t^^rm — n* 

f    \ ,x,^ , . »  ,n 

(|m  toute  singulière  qu'elle  est ,  n'en  doit'pas  moins  être  adoptée  à 
cause  de  sa  simplicité.  Elle  n*est  point  absurde,  piusque  le  ÊKteiiro 

n'entre  pas  dans  son  développement. 
Eclaircissons  cette  notation  par  quelques  exemples ,  le  produit 

11.9.7^5  s*éciini  de  ces  deuimanièces  t.      [11, a*],  i^^iij^ 

h  fraction  deceUcs-ci:     i-^f^— il,  ^rf-^. 

5.7.9. IX  L»     J    »+La  j* 

la  fraction  -*  revient  à      J^p^ — il^on-^r-f— 

1.4.7.10.1}  *-3      J'    j»L  3J» 

enfin   ^   équivaut  à  fo]. 

1.1.3.4.5 

La  première  et -la  seoondé  firactioo  se  ramènent  à  la  . forme 

en  divisant  chaque  Jeteur  du  dénominateur  par  la  différence  qui 
règne  enu'cux.  .... 
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La  fomiile  du  binoaie  devient  par  ces  nonvcnix  àgnes 

 +t»î[ÔK^*^-4-etc 

Ce  qui  les  distingue  de  la  plupart  des  notations  qu'on  auroit 
pu  imaginer ,  c'est  qu'ils  sont  susceptibles  de  devenir  l'objet  d'un 
calcul  aussi  simple  que  celui  des  exposans  avec  lesquels  ils  ont  la 
plus  grande  analogie.  Le  lecteur  se  les  rendra  familiers  par  les 
fréquentes  applications  que  nous  aurons  occasion  d'en  faire  ,  mais  il 
doit  se  rappeler  soigneusement  ces  relations  : 

[#,  A]  SX»,  lorsque > = o ; 

[  X,       X*,  lorsque  «est  infim  par  rapport  à  0  et  à  A  (  ti*«  86a  )\ 

n 

[/»]s=0»  lorsque  ^s=o, 

— <«+i 

Les  quatre  premières  sont  dvidnl»  pat  ctteS-nêiiMS  ;  les  deux 
.dernières  ^obtiennent  et  se  vérifient  par  le  développement ,  en 
supposant  que  la  quantité-^  augmente  de  Funité»  et  offrent  une 
nouvelle  picnve  de  Panalogile  qae  les  puissances  du  second  ordre 
ont  avec  celtes  du  pieaûer. 

» 

90} .  Occupons-nous  snamtenant  de  transfomcr  les  puissances 

n         K— I 

du  premier  ordre  en  fonctions  de  celles  du  second  i>]  t  etc* 
Pour  cela  soit 

et  supposons  que  n  devienne  «+1}  à  cauisc  de  f^'szf,f^ 
on  aura 
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nais  de  W«=|>3(/r— »;     «itiie^|>3«4>]  +  ii[^] 


[/']  =  [  ^  ](/'—«+ 1  )  =  C/'  ]+(  «-i)^ 


C/']=C/'](î-*+3)         /l>i=ï>]  +  («-3)I>] 


L/']  =  l>ÎO'-i)         i'I>j  =  l>] +  ![/']» 

substituant  ces  valeurs ,  il  TÎeiidra 

Le  tec«»d  menbre  de  cette  équation  donne  la  manière  de  drer 
suceesÂTenent  le  coeflment  dTane  puissance  quelconque  de  ceux 
de  la  puissance  immidiateinent  inftrieure  ;  si  Ton  fait  «=0,  il  en 

tésidlerà  ^=s;^[^]  et.conne  [/7]==/>,  on  en  fiondun  ^si. 
Ce  pienùer  coefficient  itant  connu,  tous  les  autres  se  totmealt 
avec  la  plus  grande  facilité^  et  ifest  ainn  qu'on  a  construit  la  taUe 

/»'=[/']+  'o[/'î+  1  îl>] +i>J 

etc. 

On  arriveroit  à  l'expression  générale  de  avec  le  SCCOUrs  deTin" 
tégration  ;  car  ,  par  l'expression  de  z»""^',  on  a 

ùB=nA,     aC=(ii— A^  =  (/i  — x)C,  etc. 

ory  étant  1 ,  on  trouve    Jlimas[/t]  =      »  iL^fZLiL^ 
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ce  qui  donne  à  Cas  Si — \)JL, ,  et  en  obtervant  que  d'après  les 

X 

formules  précédentes j  (a— 1)*=[»— i],  onchan|^aA(7 

4  î 

r«]-i-[/2]  . 

en  t— i — !^ ,  d  ou  on  turera ,  en  utégrant , 


î\  4     3 '  l"^          4      —  L  j  +  «MM/, 

Les  constantes  se  déterminent  ici  comme  après  fint^ra^on  des 
'  diffîrentieltes,  par  une  valeur  donnée;  et  puisque  les  coefficiens 
doivent  s'évanouir  lorsque  a=o  »  il  s'ensuit  que  les  constantes  mises 
à  la  suite  de  leurs  expressions  doivent  toe  supprimées. 

U  est  aisé  maintenant  de  poursuivre  »  c'est  pourquoi  nous  pas» 
ferons  aux  puissances  négatives,  et  nous  ferons 

f*^jÇ]  +  B  \_7i\-  CIpÏ^,  . .  +  Al  A'f^îT'etc. 
En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par/^,  nous  aurons 


etc.  ««•  . 

^oh  nous  conclurons 

_n4-l  — n  -w  ■!  _n— m 

+  c  [p}, . .  +       [^]  +  «c. 

résultat  qui  ne  diffère  de  son  analogue  dans  le  n'.  précédent ,  que 

par  le  signe  de  /:  ;  et  comme  tous  deux  coïncident  lorsque  /2=o, 
on  est  en  droit  d'affirmer  que  le  second  doit  se  déduire  du  premier , 
en  y  changeant  simplement  le  signe  de  n.  On  prendra  donc 

j»=,_.  c^-[-.  ] 

'  «te 
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et  Ton  voit  que  la  série  ne  s'arrête  plus  comine  pour  le  cas  de 

l'exposant  positif. 

On  peut  former  successivement  les  valeurs  de/»"',/"*,  etc. 
çn  partant  de  la  vsleur  de  p"  qui  est  1  ,  et  en  faisant  en  consé- 
quence «=1,  dans  l'expressioa  de  /»"'"*"'  rapportée  plus  haut,  laquelle, 

o 

à  cause  de  ,  donne 

d'où  on  tire 

/-•=[>i+ ii>]+ i.ii>5+ 1 . 1. }   . . . +  («+ 0  w+etc. 

Supposant  easuiten^^z»  la  puissance se  changera  m 
en  la  comparant  an  développement  ci-dessus ,  il  viendra 
j4=if    ^  — xjtf=i,     C— }f=st.z,  etc. 
et  par  conséquent 

;>-*=[/']+ î[/''l  +  i»l>î+ etc. 
En  continuant  ainsi,  on  trouvera 

904.  Avant  de  terminer  l'exposition  des  propriétés  générales  des 
pinssanbes  du  second  ordre ,  il  nous  reste  à  montrer  coaunent  on  ex- 

prime  la  foncdon  [^+f]t  par  le  moyen  de  [^],  [f],  etc. 


n— I 


Puisqu'on  a  —  «  +  i),  il  s'ensuit  que 

«— I  •  H—i  m  . 

>)=«[^]+"[^]  f       en  développant  l'expression  [^4- 1]  » 


(*)  Les  feranda  de  StiriioB  aè  sont  pas  tout  à  6ic  le*  némei  que  cdles-ci , 

paice  que  n'ayant  pat  apperçu  la  loi  de  continuité  qui  lie  [/^  ]  à  ] ,  il  prit  pour 
aniloguet»  dans  le  c/stêtne  des  puissances  du  second  ordre,  le«  eiprcssions^  et  -i, 
qiii  ne  le  «ont  qiue  daat  cdwdfitpnimaim  du  psenufir^  etU  neare  en  cemlqnaKt 

— =i  *  . 

p  p 

etc. 

résultats  qui  s'obtiennent  en  divisant  par  f  les  deux  membres  des  valeun  de  />% 
/r->,  etc.  rappotlici  ô<dliMi. 
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U  est  aisé  de  Toîr.  que  [/»+  iî=(^+i )[/»]:  «>  *»« 

Maintenant  si  Ton  met  p-^i ,  pour  p,  û  viendra 

n  n— I 

et  substituant  dans  cette  équation  pour  [p+  et  levirs 
valeurs  déduites  de  la  précédente ,  soit  immédiatement ,  soit  en 
y  changeant  n  en  n —  i ,  on  trouve 

[>+»  î  =»[/]+»»[/']+ «(«—OC/' ]•  * 

Eli  écrivant  encore  /+t ,  au  lieu  de  j»,  et  en  opérant  Gomme  d-> 
dessus,  on  obtiendra 

L'induction  tirée  de  ces  résultats ,  dans  lesquels  les  coefficiens  numé- 
YÎques  sont  ceux  du  binôme ,  nous  conduit  à  cette  formule  générale  : 

+  [n]lp]l  [Alo]  [n]  [/]  +  etc. 

qui  peut  se  vérifier  par  un  moyen  analogue  à  celui  que  nous  ayons 
employé  dans  le  n'.  860.  Soit  pour  ceta 

[/»  +  ?  5  =      +^  [  "  iC/'  r+  ^  [«][/']  +  Cln][p]'+  etc. 
et  changeons  ^  en  ^  + 1  »  nous  aurons 

p'+î  +  i]"=[/'+iî+^[«k/'+«]+^[«]WoTctn3'[,+  i]?rtc. 
mettant  au  lieu  des  pdssancei  de  ^-hi  >  leur  expression  déduite 

n  n  n— I 

de  l'équation  [;»+ i]  =  [/']+'•[/']  ,  nous  obtiendrons 

résultat  qui  montre  évidemment  que  les  coefHciens  u4  ,  B  ,  etc. 
fuiycnt  dans  leurs  accroissemens  les  mêmes  loix  que  ceux  de  la  puis> 
sance  f  du  binôme ,  et  doivent  par  conséquent  demeurer  identiques 
avec  ces  derniers ,  puisquils  l'ont  été  k  leur  origine. 
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905.  Retournons  maintenant  à  l'intégration  des  différences  ; 
passons  aux  fractions  rationnelles ,  et  supposons-les  dccompos^ies 
en  fractions  simples,  comme  pour  l'intégration  des  différentielles 
(  a*.  364  ) .  On  pourri  toujours  inférer  parmi  ces  dernières  chaque 
couple  de  la  fonne 

J  A 

cir  il  esc  évident  que 

A  A  A 

et  en  prenant  l*intésrtle  de  chaque  membre ,  on  anive  à 
{A  A   \       A  ^ 

n  est  à  lemarquer  que  nî  l'une  m  Fautif  des  fractions  du  premier 
membre  ne  peut  s'intégrer. 

Soit  pour  exemple   .  I<a  décomposition  de  cette 


fracdqn  en  fractions  simples  conduit  & 

par  la  formule  générale  obtenue  (dus  haut,  on  a 
^  A    _^     A  A 

.  I         l        t  • 

et  par  tonséqucat  s-=b8—— 7  — 

en  subsdtuant  cette  valeur ,  on  trojiyen 

On  autoit  pu  mettre  iflunédiatcmeat  la  formule  proposée  sous 
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une  forme  évidemment  iniégrable,  en  l'ccrivant  ainsi: 
'  ^        'i-r+ik  II        I        I        1        I  1  ^       I  ^ 

tt  on  auroit  conclu  sur  le  champ 

X- — - —  =  cottsi, 

xix + h)(x  +  ih)  h  X       h  x  +  h^ 

Cet  exemple  tuflît  pour  faire  connoître  Tesprît  de  U  méÛÊoâef 
et  Ton  Toît  par  ce  qui  précède  comlmn  U  éoàt  être  rare  de  tomber 
.sur  des  fiaoïons  ratîoiuiènes,  qui  soient  la  dilBreace  exacte  de 
quelque  fbnetîoii.primitîye.  En  revenant  sur^ce  sujet  par  les  mé* 

thodes  d'approximation ,  nous  ferons  voir  que  la  fraction  i 

x-\-u 

n'est  pas  même  intégrable  par  logarithmes  y  comme  lorsqu'il  s'agit  des 

différentielles. 

906.  Les  cas  où  l'on  peut  intégrer  les  ditîcrences  irrationnelles 
sont  si  rares  et  si  particuliers,  que  nous  ne  nous  y  arrêterons 
pas;  on  en  reconnoitra  d'ailleurs  les  caractères»  en  différentiant 
des  fonctions  irrationndles»  et  nous  passerons  en  cooséqiieaeeitotit 
de  suite  aux  fonctions  transcendantes,  parmi  lesquelles  U  s'en  trouve 
plusieurs  qui  se  prêtent  asseï  ftdlement  aux  intentions.  De  c« 
nombre  est  la  fonction  «*. 

a' 

Eneftt,ptdsqueA.«*ssaf(d*— i),ils*eiisuit  '^'^^i — --^^mst. 

On  intègre  aussi  l'expression  a'y ,  lorsque  est  une  fonction  ra- 
tionnelle et  entière  de  x  ;  car  si  l'on  fait  ^=i-^lix+yx*'^J'x^+çtc» 
que  l'on  suppose  ensuite 

ïii'(«+iB«+>**+/**+etc.)=fl'(^+5A:+  C**+i>jr»+  etc.) 
et  qu'on  prenne  la  SSBktncf  de  chaque  mendve»  on  trouvera 

développant  le  second  membre  et  divisant  tout  par  a%  il  viendra , 
•+/»*+î'*'+^«*+etc.=(â*— 1)(^+  Bx+  Cx'-f  Z)Ar'+etc) 

+  a*h(B+xCx  +  iDx'+ etc.) 
C+ 3  Z).v+ etc.) 
etc.) 

+  etc. 
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Comparant  les  termes  semblables  dans  chacun  des  membres ,  X>n 
aura 

«s=— ^ CA*  +  Z?A'+etc 
/i  =— ^  H-^îX^  + 1 CA  +  3Z?Aî+ etc.) 

>  C+a*(  C  +  3Z?A  +  etc.  ) 

V*=s— 2>+«*(2>+etc.> 
etc. 

S  pbvr  donner  un  exemple  on  vait  terminer  à      la  fonction ; 
on  foa  /sOy  ce  4|in  donnera  Dso»  et  on  trouvera 

^   jcr;  (4*— i)» 

d*oîi  on  tirera  2 a'(  <t  +  )8x  +  >*»)  =  conjr.  +' 

+       (a'—i)'  a*— 1  j  * 

907.  Venons  maintenant  à  llntégration  des  fonctions  circnlaires.  ' 
Elle  ^eftctue  par  les  formules  trouvées  plus  haut ,  lorsqu'on  fût 
usage  des  expressions  exponentielles  de  ces  fonctions;  on  a^  pv 
le  n".  37  de  l'Introduction ,  et  par  le  précédent , 

zsinxsz  -,  8S5 — - — {x«^-»— 

iv/— I         aj/ — I  ' 

1/— I  (1  — + 

Le  dernier  de  ces  résultats  étant  transformé  en  fonction  de  sinus  et 

de  cosinus ,  devient  successivement 

— ^ 

sin(* — h) — sin*^ 

zsmxs  — i  ;  \r^^*» 

»(i  —  cosA) 


1^ 


sin  4r— sin  (  x — A)  cos  (  x — A  ) 

4(sinîA}»  asinfA 


toast, 
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au  ffloyen  des  relations 

1 — cos^=i(  sin^.-/)%  stn^ — sin5— i<;ln;  {À — 5)cos  '  {A-^ïï). 
On  ctendroit  snns  peine  ce  ])rocédc  à  beaucoup  d'autres  tonctions 
du  même  genre  ,  mais  il  p;troitra  sans  doute  plus  commode  d'opcrer 
immédiatement  sur  les  sinus  et  les  cosinus,  ainsi  que  nous  allons 
le  faire. 

908. 1%  L'^uatioii  cos^--cosSsa-*xsîiii  (^^^)sin^  (^^  +  ^)  * 
,4onoe  '  ^ 

A  cos  :r  as  COI  (  «  +  A  ) — CQS  »  S5  —  1  sin  ^  A  sîn  (  « -I- f  A  ) , 
d'ob  on  tire 

A  COS  r  ACOS  (  V  —  -  h) 

ttn-(«r  + 1  A)  =  ^  ~ ,  et  «11*=  .  ,  /  -  , 

en  écrivant  x  —  ^A,  au  lieu  de  prenant  ensuite  l'intcgrale  de 
chaque  membre  de  la  dernière  équation,  on  obtient ,  comme  ci-dessus , 


%\  L'équation  ùnA---^àiRBsssvân\{A^B)coij{Â'\-B),  donne 
Asin«sssin(*«i-A)-*tttt*aB»sb;Acos(«-|>  ^A), 
d*oii  il  suit  ^ 

,        .  .  V      A  SÎn  X  A  sin  (    —  j  A  ) 

,    COS(*+fA)  =  1-7,        COSJTss-  V-7-7  -, 

*         •    '      »  Sin  7  A  '  1  SUl  ;  A  ' 

sin(x — fA)  . 

z  sjn  ï  A 

3*.  La  conversion  des  puissances  de  sinus,  de  cosinus  et  de 
leurs  produits,  en  fonction  de  sinus  et  de  eocînus  d'aires  multiples, 
tamenera  aux  deux  formules  que  nous  venons  de  trouver,  Hnt^» 
gration  de  la  fonction  générale  sin«"cof  «*,  loiique  les  expoians  m 
et  n  seront  des  nombres  entiers  pontift. 

En  eflèt,  cette  fonction  sera  changée  en  une  suite  de  termes  de  la 
forme  ^sinf*,  ou  jicosqx,  dont  les  int^rales  se  déduiront  de 
celles  de  y/  sin  r  et  J  cosx  ^  en  écrivant  ^ar  et  f  A  ,  au  lieu  de  X 
et  de  A  i  et  il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura  en  générai 
.  /   .      %         cos(/'4-f-v  — i  jA) 

isinxfA 
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Lorsque  le  développement  de  la  fonction  sin.v'^coi.v^  contiendra 
des  termes  constans,  son  intégrale  renfermera  l'aie  de  cercle 

puisque  sJs:Jx^=sA.i, 

909.  Oa  peut  encore  pousser  plus  loin  Tintégrattoii  des  fonctions 
tirculaircs.et  obteiw  la  foriction  primitive  dont  la  di^ence  est 
ac'siny,  ou  x'cots/f  ^  éteat  une  fonetioa  de«  ayant  pour  dif- 
féience  première  la  constante  H,  Les  dévetoppemens  des  fonciiôas 
A{C*-A)'coe(y-i*')>  et  A  {  (*-*)''sta(*'-iA' ).} , 
donnent  les  équations 

A{(*— AycOSC*'— i  A')}  =*''cos(Ar'+  i//')—C>r-A)''cos  î  A') 

s=*'{cos(x'+ i /i')— cos(*'— i A')  )  + 

il  I.l  t.x,}  J     ^  • 

A{(;r--Ay«in(*'— |A^}»'sin(*'+ii6')— (*~*ysîn(y— 1*0 

Il  1.1  i.a.j  J    ^  ' 

Substituant  dans  l'une  la  valeur  de  cos  (  i  A')  —  cos  (  .v'-—  7  A'  )  , 
et  dans  l'autre  celle  de  sin(A:'+^Â') — sin(x'"7A'),  il  viendra 

/i)'cos(x'— ^A'))  =—  i«'sin*'siniA'+ 

ikTLÙ^^^P       ^  ^  ^^^^x^A»-etclcbs(;c-^^  A^, 
(1  1.2  1.1.3  3 

•     A((x~A)''sin(.v'— iA')}î?=X*'cosx'ii9iA'+ 

|d.^.A-d^x^A>4,^^^^  ^^^-."W-^tclsUiCy-IA'); 
Il  i.i  1.1.3 

tirant  de  ces  dcrr.icres  la  valeur  de  x'iinir' ,  celle  de  a'cos*',  et 
prenant  Hatégrale  de  chaque  terme  du  résultat ,  on  aura 

,  ^)''cos(j;'— iA') 

isin^A'  ^ 

-A-ri  — A2*^'co$(*'--iA')— ^^^^^  A's^'-'cos  j(      f  A'  ) 
^/'(/— «)(/>— A'x^^'cosCx.-iA  )  — etc,  I  +«MM/. 


8S  Cn.  h  J^tr  Calcul 

S  x^coi  s/sB  ^  ^-T-rn — —  — 

.  Si  l'on  Élit  d*abord  /  =  i ,  ces  formules  donneront 

A)cos(x'— ,  h 

..ce,'-  iiZ^|^p^-^,xsîn(^-iAO+««/. 
ff  coflune,  par  le  n*.  précédent»  on  t 

il  en  résttlteri 

,  A)cos(x'— fA')  ^   Asin(;r'— A')  ^ 

isinjA  (isin^A)* 

ATec  ces  ex^essions  on  obtiendra  celles  de  XAr'sinA-',  2  .v*cos»', 
fnfidsant/»»,  puis  cdles  de  zx'stnjtr',  Sv^co&r',  en  (aîs&nt  p=:-^  , 
ei  ainsi  de  suite;  on  sera  donc  en  état  d'assigner  l'intégrale  des 
fonctions  y  sin  x,ycosXy  dans  tous  les  CAS  où ^  sera  une  fonction 
rationnelle  et  enticre  de  x. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l'on  prend  ce  qui 

donnera  h:=:ah',  on  conclura  immédiatement 

• 

de  SArVin*',  S  *''cos  jr',  en  changeant  hors  des  sinus  et  des  cosinus 
seulement,  x  en  ax'+h  et  h  en  ah'.  On  n'a  pu,  jusqu'à  présent, 
faire  pour  les  tangentes  et  les  sécantes  >  ni  pour  les  fractions  ayan: 
pour  dcnominateilts  éts  puissances  de  sinus  et  de  cosinus ,  ce  que 
nous  venons  4e  ^MiV  siir  les  fonçtioiis  fatioundlcs  et  entijbres 
lie  ces  deroîer«» 

910. 
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910.  L*iiitiégration  par  parties  se  pratique  sur  les  difFcrences  aussi 
bien  que  sur  les  différentielles.  Soient  P  et  Q ,  deux  fonctions  quel- 
conques de  jf ,  et  faisons  2PQ  =  Q2P  +  i,  i  étant  une  foncsion 
inconnue  de  la  mSme  variable.  En  prenant  la  diffcrence  de  chaque 
membre  de  cette  équation  ,  on  aura 

développant  et  réduisant,  en  ohiervant  que  QsaP=/'Q  ,  il  viendra 
et  par  conséquent 

Soit  encore  2:(aQs/',)=aQs''P,+-^(*);  si  l'on  prend  les  différences 
et  que  Ton  opère  comme  ci-dessus ,  on  trouvera  successivement 

AQzP,  =  (aQ  +  A'<2)2(£P.  +  P.)  — A<2£»P.  +  Aî 
0=A*QS(2P.+  P.)  + Aî,  ou  At  =— A*Q2(2P.+P.}. 

Il  est  facile  de  reconnoître  que 

2P,  +  P.=2P.+  a.sP.=  ï(P.+  aP,)  =  2;P,,  - 
et  Ton  ama  par  conséquent 

a  t =— A*Qï'P.  ,  s  P  Q  =  Q  2  P— A  Q  S'P.f  s  (  A*Qx«P,). 
Pour  aller  au-delà  dece  résultat,  on  fera  Z{a*(2z^P^8A*QS'P.+{, 
et  on  (rittiendra 

S'P,=  (  A'Q  +  A»Q)X(ï'P,+ SP,)— A*QS»P,+ 
0»A»Qs(l-P.+  »PJ  +  AO  on  A<  =— A«QS(X«P,+  SP.); 
et  comme 

2»P.+  2P.==ï*P.+  a.£«P.=ï»(P.+aP,)=S»P|, 

on  parviendra  à 

2  P  Q  =  Q ï P—  A  Q  z'P.  +  A*Q  2^P,— 2  (  a'  Q  s^'Pj  ). 
En  général,  soit  £(à'Q£'P«)  ,  le  terme  auquel  on  arrive  après  n 
Opérations  semblables  aux  précédentes  ;  si  l'on  suppose  que 

2(A«Qrpj  =  A-Q.jr^'P,+  î, 
et  qu'on  répète  sur  cette  équation  ce  cpii  a  été  fait  sur  ses 
analognes*  on  en  tirera  l'équation 

*  (  A-  Q  S-P.  )  =  A-  Q  Ï-*'P.-  ï  (  A'+^Q  ï!^'P^  )  • 


(»)  Ici ,  de  même  que  pour  les  difiirencts.  OU  écrit  J.*X ,  S.'X,  etc.  au  lien 

d«  i(2X),  2(2(2JfJ),«c. 

Jpfùi£s9,  M 


9^  C  H.  h  D  t/  C  j  t  e  V  i 

qui  reoferoie  te  loi  de  cette  expressioB  élégante  «  donnée  pour  U 

première  fob  pv  Ttylor,  dans  les  Transactions  philosophiques  : 

xPQsQsP— AQS'i»,  +  A*Q2'/>.— a'Qs^P, + A<Q2*P4—  etc. 
Si  Ton  y  met  pour  P, ,  />, ,     ,  etc.  leurs  valeurs  en  P«  et  qu'on, 
effectue  les  intégrations  qui  deviennent  possibles,  elle  se  change  en 

—  A^Q(s*/'4-3S'/'  +  3  2*^+2/')+ etc. 
C'est  sous  cette  forme  que  Condorcet  Va  présentée  dans  son  Essai 
sur  tappluai'ion  de  t Analyse  à  la  probahllUé  des  diàsions  ^  p.  Ï63, 

Elle  s'arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q  mène  à  des  difFc- 
rences  constantes  dans  un  ordre  quelconque;  et  si  la  fonction  P 
est  susceptible  d'un  nombre  suffisant  d'intégrations  successives ,  on 
panrient  à  l'intégrale  clnetc  de  b  fonetion  PQ, 

91 1.  U  mît  de  là  que  l'on  peut  intégrer ,  t%  toute  foûtùoa  de  te 

5-V^+ C«>+  

forme  —  - 

fl  ■ 

quand  les  exposa  ns  du  numérateur  seront  entiers  et  positifs. 
1%  Toute  fonction  de  te  forme  , 

 ). 

quel  que  soit  le  signe  de  m. 
3*.  Enfin  toute  fonction  de  h  forme 

mns^eats^iA^^Bx^-k'  C*»  ) , 

pourvu  que  m  et  is  s(Ment  positifs,  et  en  changeant  le  produit 
ttn  ^c^cos    en  sinus  et  connus  d'arcs  multiples. 

Ces  remarques  sont  fondées  sur  ce  que  les  fonctions  [x],  a"*,  ùnx 
fXcosx,  sont  susceptiUes  d*un  nombre  quelconque  djntégratioiis 

successives  (  n°*.  901  »  906 ,  908  )  ;  elles  méritent  d'autant  plus 
d'attention  qu'elles  comprennent  à  peu  près  tous  les  cas  011  l'on 
peut  intégrer  les  différences  qui  ne  dépendent  que  d'une  seule  variable , 
et  qu'elles  conduisent  par  conséquent  à  la  sommation  d'un  grand 
nombre  de  suites  (  n".  897  ).  • 

91».  Or  exprime  aussi  l'intégrale  d'une  fonction  quelconque 
par  le  moyen  de  ses  différences.  U  suffit  pour  cela  d'observer  que 
si  Ton  fait  Xu^U ,  et  que  l'on  désigne  par        te  valeur  que 
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prend  U ,  lorsqu'on  y  change  *  en  x — nk ,  on  passera  de    &  fL^  »  ■ 
par  b  formulera  n*.  873 ,  qui  deyient  dans  ce  cas 

et  donne  ptr  coméqiint 

f/— £Lm=  -  «  L_l _Z  A  +   Ll  i  etc. 

I  l*X  I«2.1 

après  qu'on  y  a  substitué  pour  «C^^  aT,        etc.  lems  Taleurs 
déduitts  de  réquadoo  Usszu, 

.  Mais  il  est  viiîUe  que  17— CL»  B*cstautxe chose  que  tlnt^ale  de 
la  fonction  »  »  prise  depuis  jusqu^  x-^h ,  puisque  d'Si|piès  les 
convisntiotts  établies 

"  etc. 

on  aura  donc 

Snx».-ir--— —   — —  A»«  ^  ^  ^  ^  a'«  +  etc. 

en  se  rappelant  que  par  cette  valeur,  llnt^grale  est  renfermée  entre  les 

limites  x  et  x  —  nh. 

Quoique  pour  rendre  le  passage  indiqué  ci- dessus  plus  facile 
à  saisir,  nous  ayons  supposé  que  le  nombre  n  fût  entier,  il  peut  * 
néanmoins  ici,  comme  dans  la  formule  du  n^  S73  ,  être  quel- 
conque ;  d'oh  il  suit  que  si  on  Teut  pousser  YintéffaAc  jusqu'à 
l'origine  des    ,  on  aura  encore 

1^^'^,  ''(-'+0„,^-('-+-X^'+M^.,  »V+.)(^'+>)(v-+3)^. 

t  i.x  1.1.3  i.z«3»4 

3^  désignant  le  rapport  de  x  h  h. 

Lorsque  la  dittiente  A  de  Tabscisse  devient  évanouissante  et  qu'on 

prend  les  limites  en  conséquence,  la  valeur  de  Su  devient  celle 
de  fudXf  que  nous  avons  donntie  dans  le  n°.  485  ,  comme  l'ex- 
pression générale  de    se  change  dans  la  série  de  Taylor-  (  n*.  86i  ). 

;    .  Ml 


Digitized  by  Google 


'9*  Ch.    1.  Di/Calci/l 

En  effet,  on  trouve  successivement 

I  1.1        A  1.1.3  A' 

I  I.l        ik  ^  i.i.j  A' 

d'où  on  conciurii 

-,  X*      du  x^  d'à 

fudxssxw^   -— -  +  ^  — etc. 

i.z    ax*        1.X.3  ax* 

si  l'on  fait  attention  qu'à  cause  de  x  —  x'h ,  le  rapport  .r'  augmente 
à  mesure  que  h  diminue,  et  devient  infiniment  grand  lorsque  cet  ac- 
croissement s'évanouit. 

On  pâment  encore  h  une  expression  de  zir,  qui  dîf&re  de  celle 
que  nottt  venons  d'obtenir,  en  ce  que  les  quantités  Aar, 
sont  relanvcs  à  Pautre  limite  de  nnt^;rale.  Supposons  qu'on  de* 
mande  la  valeur  de  l'intégrale  s»,  prise  depuis  x  =  a  jusqu'à 
aA:  on  désignera  al<ws  par  aJ,  ù^A^  ce  que  de- 
viennent les  quantités  u ,  &u ,  fu ,  etc.  lorsqu'on  y  diange  se 
en  «  ;  on  aura  y  par  la  formule  du  n%  873 

et  en  prenant  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  VA ,  il  viendra 

1.2  1.1.3  ■ 

formule  dans  laquelle  Jî  iqprésente  la  valeur  de  u  dans  lliypptliàse 

9 1 }.  L*tttiltté  dont  est  Texpression  de  s  » ,  pour  h  sonmation  des 
càies,  a  porté  les  Analystes  à  s'en  occuper  beaucoup,  et  ils  sont 
parvenus  à  lui  donner  plusieurs  fermes  très-él^^antes.  Euler  la  fit 
dépendre  des  coefficiens  différentiels  et  de  llnt^^rale/jK  d  x.  On  arrive  - 
à  ce  résultat  en  partant  de  la  formule 

dth  h*    .  d»r     A'  ; 
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h    dr     A»      d^T        h*  d\ 
doime      ^  =  X— 2^  +  etc. 

Si  on  £iit  ^  ts  a,  U  viendra  r=fudxtt 
dx 

■  dit  d*u 
fitdx  s  As  »  +  «  A*z  -7-  +       —  »  etc. 

dx  dx* 

en  représentant  par  *,  /3 ,  > ,  etc.  les  coefficiens  numériques  ; 

on  tirera  de  là  .  " 

1  du  d^u  " 

XusBjfudx^»kS—^Hh'Zjp-^tte,  ' 

S  maintenant  on  prend  les  coefHciens  difTcrentlcls  de  chaque  membre , 
d,%m  dm 

en  obccrvant^e.  «  qu'il  ejt  foh  aisé  de  vérifier, 

on  obdendm  cette  stdte  d'équations 


du.  I 

.  d^u 
a.  As-r—*- 
dx* 

d'u  ' 

d*U     1  du 

..  ■/'« 

^d^  ~~Â  dx 

d^u      i  d'à 
*dl?'~hdP'^ 

ifiu 

etc» 

< 

on  se  servira  de  ces  dernières  pour  éliminer  sacccsnvenent  de  la 
valeur  de  xu  les  fonctions 

du  d*u     '   ■  éPu 

et  il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat  sera  nccessairemeot  de  la  forme 
x««l/»ir* +^«+  j»A~  +  CA*~  -H  etc. 

A  dx  dx* 

La  détermination  des  coefficiens  A,  B ,       etc.  s'opère  Ici  comme 
dans  le  n".  864 ,  par  la  considération  de  la  fonction  particulière 
pour  laqndlc  on  trouve 

d»oîia$uii:  ^.^^a?iii..J^,BÂ'^,Çh\+He, 


94  C  n,  ii,  '.  D  u  C  Â  t  c  w  L 

ce  qui  fflootre  que  les  coefficient  J,  B  ,C^ttciot  sont  autre  chose 
que  ceux  qui  multîpliept  les  puissances  de  k  dfOB  le  déVeloppêinenc 

de  la   fonction       '     ,  réduite  en  série  ascendante  par  rapport 

i  cette  lettre. 

914.  On  obtiendra  de  la  mcme  manière,  et  sans  plus  de  dilH» 
culte  ,  l'intégrale  répétée,  s"»;  car  la  formule 

conduit  i  .  * 

faisant  ensuite  -\  =  u,oa  aura  {=/*«ri«*,  et  par  conséquent 

■  »x  - 

I  du  d*U 

JL/-«<<,-^.jSï--_— +  etc. 

prenant  les  coefficîens  différentiels  de  chaque  nenibre  de  çsttt  der* 
niçre  équation  «  on  formera  les  suivantes: 

du        I  J*u  d^u 

dx      h'"     '  dx'  dat 

d*u        I  dPu  d^u 

etc. 

à  Taide  desquelles  on  diasieia  ¥"-7-  ^  ^^t":  *  ^  expression 

de  sn.  L'équation  finale  pourra  être  feprésentée  par 

et  deviendra 

(«*-m  1  )"      r     A"—  A"— 

+  N     Ph  +  Q  A' 4- etc. 

les  coefficiens  ^ 4  B ff,M,  JVj  etc.  sont  donç  encore  ici 
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«yx  qm  multipUttit  Im  pnîtwiww  éi  k  datol  k  âéTétop|>enenc 

de  — j-^-j— -f  et  déjà  nous  ne  pouvons  nous  empccher  de  remar<< 

qiier,  entre  les  int^^Ies  et  les  puissances  négatives  «  ium  nalosit 

qui  n'est  que  la  continuation  de  celle  que  les  différences  ont  avec 

les  puissances  positives:  en  sorte  que  l'on  peut  regarder  les  intégrales 
comme  des  difFérences  d'un  ordre  dont  l'exposant  est  négatif.  11  est 
visible  en  eôiet  que  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  ,  on  peut  écrits 

^. — ^  ' 

du 


pourvu  qu'après  le  éfv«lt»f>|femeiit  on-  chfnge  les  puissances  posi» 
tives  —  en  -j^»  €t  les  puissances  ncgatives  en  pudx^i 
et  puisque  l'on  «  (  n*.  S64  ) , 

iTu  —  Kt^''  —1/  , 

il  est  évident  que  l'expression  de  est  comprise  dans  celle  àtAt^U^ 
dont  elle  se  déduit  en  affectant  l'exposant  m  du  signe  — . 

91  ç.  Toute  fonction  qui  pourra  se  réduire  à  une  suite  de  termes 
contenant  des  puissances  entières ,  soit  positives ,  soit  négatives , 
de  An  ce  de  s«,  fera  néccsiaircsicat  égale  à  une  pueille  fonction 

de  c^"  —  I ,  pourvu  qu'en  dévetoppanf  les  deux  membres  on 
transporte  aux  caractéristiques  A  et  1/  les  exposans  des  puissances  de 

Alt  et  de et  qu*on  change  en  intégrales  cellrs  qui  répondront 
è  des  exposans  négatifs.  On  dmt  conclure  de  ceci  :  t\  que  l'équation 

{  log  (  I  +  A  u)  }"=  {  log(  I  +  f'*  —  1  )  j" 
aura  également  lieu  de  quelque  signe  que  soit  affecté  l'cxposaAt  m  , 
et  comme  elle  se  réduit  à 

{log(i  +  A«)}-==A-— , 

on  aura  4  si  as  est  négatif  9 

 \  s  J_  l  uix**' 

{l0g(.  +  A«)}-  h-J 


ft  déji  dans  Uni     m  poiîtlf  nous  avons  en ,  > 

{ iog(  1  +  A«) }-=r— c  11%  867  ). 

ft*.  L'équation  évidente 

qui  donne  , 
{(l+Aii)*— i}-={«^*  -.1}-, 

et  d'oh  nous  avons  M 

A'-«=s  { —  I       n',  873  ), 
pour  l'expression  de  la  diffirence  de  b  fonction  u  ,  prise  en  sup- 
posant que  X  varie  Je  h\  subâste  encNMre  dans  le  cas  où  m  est 
négatif  y  et  conduit  alors  à 

x'  représentant  ici  l'intégrale  de  la  fonction  u ,  quand  la  différence 
de X  est  A'.  Pe^cette  équation  et  de  h  précédaslt «on  déduit  €dles«ci  : 

A' 

A""«=  {(ï  +  I  }" 

^""»fBS  — —J?  t 

{(l+A«/— l}- 

qui  ne  sont  à  proprement  parler  que  deux  cas  de  la  même  équation  ( 
l'un  se  rapporte  à  l'exposant  +01  et  l'autre  à  l'exposant— m. 

Léibnitz  remarqua  le  pieiiiier  sur  les  diffîrentklles  des  produits  de 
plusieurs  variablâ  l'analogie  qu'elles  ont  avec  les  puissances;  it 
montra  Inentôt  après  que  tes  intégrales  en  avoient  une  semblable 
avec  les  puissances  négatives*  Cette  connoissance  demeura  stérife 
Jusqu'au  mémoire  que  Lagrangc  publia  sur  ce  sujet  en  1772  ;  il 
généralisa  les  idées  de  Lcibnlfz  ,  les  étendit  aux  différences,  et  en 
déduisit  les  formules  qu'on  vient  de  rapporter  ;  mais  ces  formules 
n'étoient  encore  que  les  résultats  d'une  induction  ,  à  U  véritç  très- 

fine  , 
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fine ,  et  rAuteur  les  regardoit  comme  très<4iffid]et  à  prouver  direc- 
tement, lonque  Laplace  en  donna,  dans  le  septième  ▼olume  des 
Savans  étrai^ers,  des  démonstrations  qui  véunissent  l'â^ance  à  la 
sifflplidté  ;  il  ajonta  quelque  choee  à  ce  tnivul  ea  1777 1  cfest  ce 
dernier  Mémoire  que  |*ai  suivi  dans  ce  qui  précède.  On  verra 
dans  le  Chapitre  II ,  ces  mêmes  formules  faire  partie  d'une  Théorie 
complète  des  suites ,  due  entièrement  à  Laplace  ;  mais  des  à  présent 
il  paroîtra  sans  doute  que  l'analogie  des  puissances  avec  les  diffé- 
rences est  précieuse  pour  trouver ,  retenir  et  généraliser  des  ex- 
pressions qui  coùteroient  beaucoup  de  peine  par  d'autres  mé- 
thodes. 

916.  La  formulées"**  =  — -j^   se  développera  par  le 

(«^*— i)" 

procédé  dont  on  a  fait  usage  dans  le  n'.  866 ,  à  l'égard  de  la  fonc- 
tion (c*— 1  y,  et  l'on  aura  les  relations  des  cocficiens  des  puts- 

sances  de  la  quantité  ^  »  qo>  tient  id  la  place  de  «  ,  en  écri- 
vant — m  y  au  lieu  de  n,  dans  les  équations  de  la  page.  17.  Il  vient 
par  celte  opération 

a 

z^' ==  —  -  (ai— i)-r#' +— m 
.2  ».j 


X.3  X.J.4 
%  »«3  *»3«4  *»3»4»J 


etc. 

et  on  a  par  conséquent 


changfant  les  puissances  dégatim  en  int^wle ,  d^apris  la  rè^e  pres- 
crite dans  le  n*.  914,  il  en  résultera 


I 
I 
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&  l'oa  change  le  signe  dei  cocfficSens  affecté»  d'un  nombre  impaîf 
d*accens,  on  qu'on  écrive 


les  lettres  A',  A%  Jt'j  etc.  dépendront  alors  de  ces  équations  : 


A  =  -m 
1 

»^-ï(— 'j'+dr/' 

etc. 

917.  Examinons  en  particulicf  le  cas  oii  m~  \ ,  dans  lequel  on  3 
I  du  d^u 

h'  dx  dx 

en  observant  que  le  terme  •—A'j'"~'udx''~^  devient 
—Âf'-'u  i/*'"'=  -^A'j  'u  d x"—  —  A'u, 
Les  coeffidens  A' ,  jt'.  A'",  etc.  donnés  alors  par  les  équations 


a        1.3        ^•3*4  x*3«4.5.6 

etc. 

sr^évanouissent  de  deux  en  deux ,  en  commençant  au  troisième  ; 
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c*eit-à-dtfe,  qu'on  trouve  jt'ssOfJ'sso^  Jr**ssto^  et  qa*oo« 
par  conséquent 

'  1  i  du  â^u  i^u 

£«  =  -ludx  —  -u^A"—  h~-A"'—h'+A'"—  A'—  etc. 
k  X        dx         dx  dx 

918.  On  s'est  beaucoup  occupé' de  la  redierche  des  coeffidens 
numériques  de  la  valeur  de  Su  ,  etc.  voici  coniflient  Laplace  est  par« 
venu  à  rexpressîon  générale  de  l'un  quelconque ,  indépendamment 
de  tous  ceux  qui  le  précèdent.  On  a  premièrement 

J         T—  ==  T       +^.*+^|A'+^4*'+  etc. 
en  multipliant  les  deux  menibm  par  A,  il  viendra 
=^+-<l,â+-rf,*'+wrf,A'+^>*+ etc. 

«* — I 

Cette  série  étant  ordoilnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  A,  il  résulte  du  théorème  de  Taylor  que 

en  observant  de  fidre  A=o«  après  tes  dilEîretttiaâMis;  cependant 
•i  l'on  effectue  les  calculs  indiqués ,  les  valeurs  A^A^^  A^^fits, 
se  présenteront  toutes  sous  la  forme  de  |  :  Laplace  a  évité  cette 
difficulté  par  un  artifice  d'analyse  très-ingénieux.  La  firaction 

(«  — 1)(«  +1)  «  — I    «  +  I 

de  plus,  il  est  vkible  ^  )ofsqu*on  fut  Aaso»  on  a 

{pdhy  dh'  * 

puisqu'il  est  indifférent  d'écrire ,  au  lieu  de  la  quantité  A,  son 
multiple A  qui  s'évanouit  en  même  tems  «^'dle.  On  tire  de 
toujours  dans  Iliypothèse  de  A  =  o , 

Ni 


loo        Ch.  l,.Du  C  A  i  €  u  t 

en  faisant    ss,?     ?  =  "  »  on  aura  donc 


d'où  l'on  déduira 


équation  dont  le  second  membre  ne  devient  plus  quand  on  y 
met  o  pour  h. 

Si  Ton  donne  à  la  forme  A(c'4- 1  )~\  on  obtiendra  par 

la  formule  du  n*.  107  , 

^{  *  («*+  r)-}  I     +  I  )-'  

+  .(«*+!)-'+ i) 

la  différentielle  ^/'j  étant  prise  pour  constante ,  il  ne  reste  que  les 
deux  derniers  termes  du  second  membre  ,  et  la  supposition  de  A=o 
fait  encore  disparoître  le  dernier ,  en  sorte  qu'on  a  seulement 

lorsque  &  =  o ,  ce  qui  donne 

et  par  conséquent  ^„ï=  ,  . .  ,  ■   .  — 777=1  . 

^       *    1.2.3  {" — 0(*"*') 

Si  maintenant  on  calcule  les  diffinentielles  successives  de  la  quan- 
tité --p^ — ,  pour  en  conncrîcre  la  loi  »-on  trouvera 
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et  Ton  en  condurà  que  l'oa'doift  avoir  en  général 


_  J.?*-'>»^r  J;«^'^'>*-t-  V-''>*. .  > .  +  etc. 


4/*—  («*+")• 

B^,  etc.  dcsignant  des  coefficicns  numériques  indépenàans 
de  A.  n  est  d'^Ueura  évident  qne  le  nûniéntettr  de  cette  fraction 
ne  doit  contenir  que  des  ptûssances  pontives  de  t^t  et  que  par  con- 
séquent le  second  nenibre  de  l'équation 

(*»+ 1  )■  =2?.»^-)*+ .  •  •  .«* 

doit  s'arrcter  à  5„_,c*;  d'oii  il  suit  que  si  on  dcvcloppe  le  premier 
en  une  série  descendante  ,  ordonnée  juivant  les  puissances  de  e\ 
cette  sène  doit  aussi  se  terminer  à  e*.  Or  on  a 

(«»+  I  )-«=«-*(!  +«-*)r«=,-*—«-»A+r^*— e-4A^etc. 
 ^A"-»     =  =Ft »— *-*+-3'^'*-**-4"-'r^+  etc. }  ; 

le  signe  —  se  rapportant  au  cas  oim  est  pair  et.  le  signe  +  à  celui 
où  il  est  impair;  on  obtiendra  donc 

sf(«*+  i^ir^-z— r-*+3— «-•*-4'-'.-^*+etc.}  . 

en  observant  de  s'arrêter  dans  le  développement  du  premier  membre 
au  terme  multiplié  par  <%  parce  que  tous  les  autres  doivent  évi- 
demment s^évanouir.  D^apcte  cette  reinarque ,  il  viendra 


^—Ji  {  j--_x— I 


Digitized  by  Google 


I 


101  Ch.  l.  Du  Calce/l 

Si  l'on  divise  les  deux  membres  de  cette  équation  par  (  «*  + 1)', 
qu'on  fasse  ensuite  A  =  Oy  dans  le  second,  il  en  résultera 

Cl        '  I.»  i.a.J  j 

et  enfin 

 C.-^{^-w} +(rw-.+ij^]  

tl  ne  &ut  {Ml  oublier  que  le  9igne  supéri^  con^t  an  otf  oh  II  est 
pur,  et  le  ftgne  inférwur  a  lieu  dans  le  CM  contraire. 

Cette  valeur  ne  peut  être  employée  que  quand  s>i»  car  elle 
devient  infinie  locsque  ;  et  on  prouve  avec  la  plus  grande 
facilité  qu'elle  a^évanouit  dans  tons  les' cas  oh  »  est  impair.  En  effisc, 
par  la  formation  des  différences  successives  (  n".  860  )  ,  et  en 
mettant  à  part  les  termes  dans  lesquels  les  facteurs  de  la  forme  {n — i)""' 
deviennent  de  celle-ci  (-/O'",  parce  que  i  l'emporte  sur  «,  on  a 

A- .  («-i)"-==(«-.ir  jc«-»r' +^^\«-3)"-'  

etc.  - 
mais  comme  il  r<5sulte  de  la  formule  du  n'.  864  ,  qu'en  général 
^•..v"-'— o,  les  premiers  membres  des  équations  ci-dessus  s'cva» 
nouisseot ,  et  les  seconds  donnent  alors 


-ly  •  ^ 
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*  I  «  X  ^ 

A  I  •  X 

I  r.i  i.x 

en  ne  comprenant  dans  les  premiers  membres  de  chacune  de  ces 
dernières  équations  que  les  termes  oii  la  quantité  n — i  est  positive 
entre  les  parenthèses  des  puissances  n — i.  Cela  posé,  11  est  évident 
^>  que  le  numérateur  de  Texpression  de  renferme  un  nombre  pair  de 
tmiet  lofsque  »  est  impair  ;  si  Toa  tubctitne  i  la  place  de  la  première 
nundé  de  ces  termes  »  qm  fonnent  les  seconds  membres  des  équations 
précédentes,  leurs  rakun ,  et  que  Ton  ftsse  attention  aux  signes  de 
la  seconde  moitié  qjiise  déduisent  de  cdiû  du  dernier  tenue ,  On  aura 
le  résttlnt  suivant  : 

1  I  •  X 

•  I  •  X  V 

+(^3)--  7(— 4)"- ' +"i^(l^-5)--. . . . 

-(«-3)-'+  -('^4)--  -^77ï->-î)-+.... 

+(— »r'- +  "-^(«-4)--. . . . 

*  1  •  X 

7(«-ir'+  ^2=^(;,-3)-+ .... 

dans  lequel  les  lignes  placées  à  égale  distance  de  la  première  et  de  la 

dernière  sont  composées  de  mêmes  termes ,  mais  pris  avec  un  signe 
contraire  ;  or  le  nombre  de  ces  lignes  étant  pair ,  leur  assemblage 
sera  identiquement  nul;  ainsi  ^,=0,  lorsque  n  est  impair. 
Lorsque  n  est  pair  ,  le  numérateur  de      a  un  terme  moyen  exprimé 
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et  ceux  qui  sont  placés  à  égale  distance  des  termes  extrêmes  sont 
aftctés  du  même  signe,  en  sorte  que  si  l'on  met  à  la  place  du 
dermer ,  et  de  ceux  qui  le  précèdent,  jusqu'au  terme  ffloyca  exdu- 
sivement,  les  expressions  équivalentes 

z 

il  viendra ,  en  réunissant  les  termes  semblables  placés  à  égale  dis* 
tajtce  avant  et  après  le  terme  moyen , 

2.1  • 

le  signe  supérieur  ayant  Heu  quand  ^  est  impair»  et  le  signe 

inférieur  lorsque  ce  nombre  est  pair.  Soit  fait  ^ss/r,  et  concevons 
qu'après  la  substitution  on  divise  par  a  le  mimérateur  et  le  déno- 
minateur  de       on  aur» 


étc,  .     ,  ' 

ce  i^Ssultat  étant  ordonné  par  rapport  aux  puissaniecs  de  p ,  p~mt , 
,  etc.  prendra  la  forme 


Telle 
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Telle  est  rexpresnon  du  co4fficieiit  du  terme  général  de  U  suite' 


I  I 


•    jl^^  =  i  +^,A*+^^A^+^,4«.  +  etc. }  , 

d*apiès^aqnclle  on  forme  celte-d  : 

xu^lAfudx+A,u ^A^^hJrA^  A»+^.0À'...  etc. 

919.  Sî  l'on  fait  irssx*  dans  la  formule  de  rartîde  précédent; 
cm  aura 

■\-Jfm{in — — i){m — ■Ç){m — 4).^"-'^*+  etc.  • 

La  série  s'arrêtera  toutes  les  fois  ijue  l'exposant  m  sera  entier  et 
positif  j  le  dernier  terme  sera 

A„  m{m — i)(/w — 1  )...... LarA""', 

si  m  est  pair ,  et 

Â  ce  nombre  est  impair. 

En  rapprochant  et  résultat  de  celui  que  nous  avpn$  rapporté  dans 
le  n%  89!^ ,  on  reconnôhra  l'accord  qui  règne  entré  l'un  et  l'autre.  ^ 
Si  on  désigne  par  35.,  jiT,.  yB^,  ^B^;  il-»,,' Jes. nombres 
^ksolus,  7»  it"  i»  17»  {,  «te.  qui  multiplient  les  termes  de  rex- 
pKssion  de  la  page  70^  à  partir  du  troisième  terme ,  on  aura'  " 

*-3         ••-     .      .''1     >  4        .  >-.\T:*' 


\  I  II 

7^*' 1.3.4..  6.7  \^,.r^   ~  ».3.4.5.6^, 

*  d  ou  ' 


et  comme  la  formation  des  coefficiens  A,A,,A^,ji^^  etc.  est  connue; 
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celle  des  nombres  B,,  B^,  etc.  le  sera  pareillement.  11  est  visible 

qu'on  peut  donner  à  Teipression  de  s.x"  cette  forme  : 

W+1      '         'z  1.3-4 
*  a. 3. 4.5. 6 

dans  laqudle 

Ces  derniers  nombres  ont  été  remarqués  d'abord  par  Jacques 
Berno>illi ,  qui  donna  le  premier' TexpreiMOii  ét  h  ÎMMDflit  de  h 
tiiîte  I",  i",  j-,...x"i  fluûs  il  «'en  connut  pis  I* loi j  Moi?fe» 
dans  SCS  MitaUaiua  éotAfytka  ,  iadiqM  U  stuvante  : 


p  •  _  ' 

-Oi— r  r 


1.3.4 


etc. 


'  trouTa  dTantres  relatiOBS  tcès-élégantes  entre  les  nombres 
S^-^.B^t  etc.  qu'il  nomma,  nombres  de  BeraouUi  (  numerî 
BtmottUiam  )  ;  mais  il  n*en  découvrit  point  encore  le  terme  général 
qid  sa  déduit  âwilement  de  Texpcessioa  de       car  de  l'équatioa 

Jtg^i^  ^  1  •  3  •  4*  *  *  *  ^ /'^tf  ' 
il  résulte  -»v-.== 


Je 
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Expdn^  parles  noaibrcsil,,  J),  etc.  la  valeur  de  xu  dcvieot 


^   A*_ 

V**  1.3.4.5*6 

9^0.  L'intégrale  /«i/  v  q\it  entre  dans  la  formttle  précédente^ 
pourroit  en  être  chassée  au  moyen  de  la  série 

qui  s*arr2te  aussi  lorsque  la  fonction  u  a  dans  un  ordre  quelconque 
des  différences  constantes;  mais  on  parvient  directement  à  une 
cxpresdon  délivrée  du  signe  /,  par  le  moyen  du  théor$ne  de  Tkylor 
qui,  pour  les  quantités  ».,,  antécédentes  à 

dooM  les  séries 

du  h     d^u  h*      d'il    h'  d^u 

•—•3  h   -r-;  y-j  h    rrii  etc. 

du  h       d^u  tPu     A»  *♦ 


etc. 


du  h       d'à  A»       ,d\i     P         ^d*u  h* 
'T-  -  +  "''TT  «  T->  +  "  Vi  —  etc. 

</r  I        dx'i.z        dx    1.1.3  l.X.3.4 
En  ajoutant  toutes  ces  valeurs  ensemble ,  on  trouve 

du  k 
dx  1 

.  //«M 


^u  i* 


ix*  i.».3.4 

—  etc. 

dé^gnant  par  [Sn*,  Sn^,  etc.  les  sommes  des  puissances  des 
termes  de  la  série  i  ,  1 ,  3    . .  .a  »  on  obtient  cette  formule 

.  Oa 
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et  on  a  pour  détennioer  Su,  Sn*,  Sn^,  etc.  les  équations 

Snsssxn  +  «,  ^jt*3:zff*4-      ^«'ssXA'+n'y  etc.  (  n*.  897  ). 

On  rendra  semblables  entr'eux  tous  les  teipes  de  cette  expresnon 
des»/  en  observant  que  nissSn*,  et  on  aura 

«r  I         dx'  t,x  dx*  I.X.3 

'       91  f.  Si  oa  rapproche  cette  formule  de  celle  du  n*.  919  «  on  en 
déduira  l'expression  suivante: 

_(,^_  ;  JO—  ^^+*'>'— ^  ^  -(^"'  +  ^  ^ +«c. 

qui  peut  servir  à  calculer  les  valeurs  approchées  des  intégrales  j  et 
qui  se  chai^  en  ' 

.      ;    fudx^{S^+i)u^(Sx-i>{By£  +  S:^,~ 

^tiand  on  fait  A  —  i  ,  et  que  l'on  part  de  l'origine  àes  x. 

On  trouve  une  autre  expression  de  fudx ,  qui  ne  dépend  que  dcS 
diâ«;reQces  ,  en  mettant  dan5  le  développement  de  l'équation 

--fttdXss 


A  log.(  I  4-  A  «)  * 

au  lieu  de  s:^  la  valeur  obtenue,  n°.  911.  En  effet,  cette  équation 
donne  par  le  changement  de  ùW  en  S//  et  de  au"  en  «, 

rf» dx^iu-i-  C,« -f  C.A «  4-  C. +  etc. 

A 

(T, ,  C, ,  C'^  ,  etc.  désignant  des  cotflîciens  numériques  faciles  à  obte- 
nir, puisque  ce  sont  ceux  des  puissances  de  a  m  dans  le  polynôme 

(  i_iAtt  +  jA«'— iA«*-J-eic.}— . 
Cela  posé  y  si  Fonciiasse  Su  par  le  moyen  de  la  formule  diée, 
il  viendra,  en  prenant  As  1  «  ce  qui  rend  «'ssx,  et  se  servant 
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pour  abfféger,  de  la  ootatioa  de  Vandermonde  (  n%  901  }'j  • 

/«^A-==(C\  +  *)«  +  (C.-[of[*+i]V«  +  (C',  +  [oj 

+(  C^— [o]  [*+ 3]  )     +  etc. 

Cette  formule  qui  a  ^  remarquée  en  premier  lieu  par  Lorgna ,  peut 

être  fort  utile  pour  obtenir  des  valeurs  approchées  de  fudx  par  les 
diffcrcnces  de  « ,  ou  les  aires  des  courbes  par  les  diffiérences  de  leurs 
ordonnées  équldistantes.  % 

-  ^xi.  On  étend  san^  peine  Texpresnon  de  z»  donnée  dans  le 
n*.  9 19 ,  au  cas  oii  Ton  a  u=:a*y  ,  y  étant  une  fonction  quelconque 
de  jr ,  parce  qu'en  intégrant  par  parties  ,  d'après  la  forjniale  du  n*.  9 10  , 

on  trouve     2:  a*y  =      ■  ;  substituant  pour       la  série 
qui  l'exprime,  il  vient 

(4»— l)x<y=«>-.a'    -sa^^^  +   \  +   3^'^  ^rtcJ 

*       '                   (.1     ax  i.i     dx*      I.Z.3      dx*  J 

tt,  Il  la  place  de>,  on  mcc.successivemàit     ,        ,  etc.  on 

dx     dx^  ^ 

tipuvera  les  équations 
etc. 

avec  la  sfwonrs  desquelles  on  âiminera  les  intégrales 

.rfv  dy 

0  est  visible  que  le  résultat  sera  de  la  forme 

(*»-i)r<y=<y+^A^'^^+5A*-'^  +  aV^2^+  etc. 

ax  ax  dx 

Euler  détertnioe  les  coefficiens  ^,  ^,  etc.  en  substituant  dans 
cette  dernière  équation  les  valeurs  de  a*v ,  a'-^— ,         .  ,etc. 
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pti:>e$  dans  les  précédentes.  Par  ce  moyen  on  obtient  l'équatioa 

+  etc. 

qui,  dorant  Stre  idcatiqiie»  doone 


o 


^  •     '    I       i.a        t. 1.3 

I  )  +  Iûi»+-L^a*+~i—  ^—  ss  O 

etc. 

C'est  par  ce  procédé  qu'Euler  détermine  aussi  les  coefficiens  de 
la  formule  du  n°.  913  ,  et  l'on  voit  aisément  qu'il  peut  s'employer 
également  pour  parvenir  à  la  formule  du  n%  864. 

91}.  Si  daat  Pexpieiiioii  . 

x<P(2=  QxP— aQx*P^+ a'Qs</»,+  etc. 
oiMHitte  vk\  910 ,  on  nimplaee  les  ififlKrences  de  la  fonotioa  Q 
par  kun  Tikun  en  sérict,  fonnéca  d'après  le  n'.  864 ,  et  que  aous 
représenterons  pour  abréger  par 


dO     ,  d'à  .^<PQ 
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on  aura 

EiMÎBOiiscapirikulicr  fe«af  oàPsstff;avieiidni  pourceeu 
et  par  conséquent 

liamnile-qui  lentre  dans  celle  du  n*.  précédent ,  lorsqu'on  y  substitue 
lctTaIenisdescoefficiens«,  jB'y  etc.  ^. 

*  fin  ftînntiinge  dans  te  cas  actuel,  aiilii  que  dans  Ici  ptéisédéiis^ 
«le  la  considération  des  ecpoacntidljes^  îl  fiût  prendre  jQsg*;  U 
vient  alofs  ' 

et  dans  la  même  hyporhèse  la  série  qui  exprime  za'Q  devenant 
divisible  par         on  a 

«  ,  f  '  1  M 

f     g»*  «^g**  Ha*  1 

l(a*-i)*  + 
équation  dont  le  second  memlire  peut  être  mis  sous  la  ferme 

n  reste  maintenant  à  développer  le  premier  sons  une  forme  analogue; 
pour  y  pamnir  ^  il  &ut  remarquer  que 
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parce  qu*il  en  résulte 

...  ,  A{l  +  +  CtC.} 

=  { 1—  -  +  +  etc.}   î-^— ^  j\      ,/  ^   

I     i.i      1.1.3  ^Irt''-— 1  (tf* — i)" 

+-  r-'^^rr^ — ^ — "M-  ; 

série  qui  prend  cvitlemment  la  forme  \. 

I 

et  rentre  par  conséquent  dans  celle  de  la  précédente. 

SI  donc  on  y  change  les  puissances  de  h  en  produits  de  la  forme 

iiS^.A*^,  jàcs  et:qa!09  la  maltiplie  par  «%  on  aural^z- 

pression  de  s  <t'  Q  ;  if  oit  0-  hût  qiie  l'on  peut  écrire  cette  équation  : 

•-».  ♦ 


pourvu  qu'on  en  développe  le  second  membre  comme  il  a  été 
Sî  ô-tous  5  ce  qui  i^opérera  «i  fiiîsant  pour-  abréger  ^  A=s^, 

ft  en  réduisant  la  (onction  ascendante  suivant  les 

puissances  de  |. 

Ijt  théorème  de  Taylor  s'applique  <à  cette  fonction  et  donne 

le  coeflSdent  du  »•"•  terme  de  cette  suite ,  ou  de        ,  sera 

:^  '         f-' — — ,  en  observant  de  faite  i^so 

égal  à  ,  .^^^   aV-x'  •  . 

gpt^s  les  diffcrentiaiions  i  il  se  déteroinera  d'une  maiûère  aûali^uc 
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à  celle  dont  on  a  trouvé  rf^'-rî—  Jms  le  n'.  918.  On  a  en  effet 

«•+1 


I 


âV—  I 


.  par  cette  dermère  série  on  trouve 

multiplîant  le  second  membre  de  cette  équation  par  le  dévelop» 
pement  de  («V—  i  )*,  pour  le  comparer  an  numératettr  de  la 

première  expression  de  </*~'-r-^^ — ,  on  trouvera 

—  n  «l'-')**^-»)'— X— WW-'^»— 3'-'/ifl<-*J^<C-<)»+  etc. 

+etc., 

d*oil  on  déduira 


Faisant  ensuite  {=0 ,  dans  l'expression  de  d^*-r^ — ,  et  se  rappe- 

lant  qu^  fiiut  remplacer  t*-'  par  >  on  aura  poutletenae  ' 

général  de  la  valeur  de  sa>,  cette  formule 
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VL  est  vinUe  que  la  valeur  <ie  ^a'y  sera  terminée  toutes  les  fols 
que  y  sera  une  foaction  rationnelle  et  entière  de  x.  Nous  n'in- 
sisterons sur  aucun  cas  particulier  de  cette  formule ,  pirce  qu'il 
est  trop  facile  de  les  déduire  du  cas  général  ;  nous  observerons 
seulement  qu'elle  ne  peut  servir  quand  a~\'.  les  dcnominateurs  des 
coefficiens  s'évanouissent  alors  comme  au  commencement  du  n**.  918  ^ 

puisqu'on  retonbt  sur  l'équation    rjr  =  -^~— — , 


Nous  ferons  encore  remarquer  que  l'équation  za'jrs 


n'csé  qu*ttn  cas  particulier  de  cette  autre  plus  gàiérale  : 

Sf  *'vaB!  ^  i  , 

donnée  en  premier  lieu  par  Laplace.  On  y  parvien droit  par  des 
considérations  aualogms  à  cdles  dont  nous  avons  fait  qsage  dans 
'U  n".  914;  nan  devant  la  déduite  dans  le  chapitra  suivant  de  la 
même  source  dont  ce  Géomètre  l'a  tirée,  il  UKnt  superflu  de  nous 
y  arrêter  ici. 

914.  Nous  n'avons  donné  dans  le  n*.  91  î  que  l'expression  de 
riat^ale simple  s» ,  maison  peut  déduire  celle  de  x^u  de  Téquation 

 HP  • 

{(l  +  A»)Â— i}- 

en  y  faisant  A^s^ ,  ce  qiû  change  s' en  s,  et  avec  Pattention  d*en 
développer  le  second  monbie  dans  là  forme  suivante  : 


puis  d'écrire  « ,  à  la  place  de  l'unité  qui  forme  le  premier  terme  de 
diaque  binôme  et  qu'il  faut  regarder  comme  tenant  la  place  de  (^^u)'. 
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et  cnfia*  tttbitiiucr  ^"k»  an  liai  4e  am%  00  obtiendra  akui 


*■     1       I.»       •     i.a.j  * 

— {— +  ZLJ  ^  ^  '  +  etc.  }  A« 

l  I     I     t         i.a         I  j 

l       l.l  I  l*A  i       ,  * 

_V    -r  M    -r^  ^   I 

I.2.J  J 

+  etc. 

Quoique  les  séries  qui  multiplient  «,  A  «/ ,  A*«  ,  etc.  dans 

cette  expression  ,  se  présentent  sous  une  forme  infinie  ,  il  faut 
néanmoins  n*ea  prendre  la  somme  que  depuis  l'indice  x  ^ 

X 

jusqu'à  nndice     C^ot  ce  dont  on  pentse  oonvaîntve.  an  fluûns 

pont  k  cas  oik  mssi  ^  en  comparant  k  résulut  cpie  donne  alors 
k  formule  à-dessns»  avec  celui  qu'on  décroît  de  ces  icktions; 
'  sars».,+ IU+ aL4+ «.4+ etc 

'«r+etc. 
'n+ctc 
"«+  etc. 


im^  An-f  A** —  A'a 
4>if-r-)Air4*6A*«— loA'a 
+  «tc....  


ibndées  sur  ks  n**.  897 ,  873. 

Au  teste ,  il  est  facile  de  voir  que  k*  forq^uk  ci- dessus  est  plus 
curieuse  qu'utile  ;  je  ne  Tai  rapportée  que  pour  compléter  ce  qui 
regarde  l'analogie  des  puissances  négatives  et  des  intégrales ,  et  je 
iieni  remarquer  à  cette  occasion  que  l'équation 

h' 

A'"tf  =  {  (  I  +  I  }* 

est  vraie  aussi  darts  les  mômes  hypothèses  ;  car  eUe  devient 
(  (  I  ^A»)^ I  }'",  quand  on  fai^A'=sA. 

9&f.  Nous  aurons  peu  de  chose  à  dire  pour  te  moment,  sur  la 
manière  d'intégrer  par  approximation  les  différences.  Ce  procédé, 
de  même  que  son  analogue  dans  le  Calcul  intégral  des  différentielles  ^ 

.      P  X 


tri^  Cn,  h  Dv  Calcul 
connsM.  k  féduire  Ict  fonctions  proposées  en  séries  dont  chaque 
tenue  soit  fiidlement  intégrable.  On  attttndn  ce  but  toutes  les  fois 
qu^  sera  possible  de  transformer  ces  fonctions  en  séries, dont  les 
termes  procèdent  suivant  les  puissances  du  second  ordre  «  parce  que 
ces  puissances  slnt^rent-immédiatement  (  n%  901  ). 

Supposons  qn'on  ait  la  fonction     ,  et  que-  la  difierence'de  la 


variable  x  soit  égale  à  l'unité ,  ce  qu'on  peut  toujours  obtenir  en 
substituant  ?  à  «.  La  fraction      étant  convertie  en 

C«]  +  3[*i  +  ii[*]  +  «c.  (n*.903  ), 

aura  pour  intégrale  cette  suite 

— W— IM— X W— +  ««wf.  (  n*.  901  ). 


— r 


L*expression  -  échappe  à  ce  moyen  parce  qu'elle  renferme  le  terme  [a  J 

dont  rintégrale  se  présente  sous  la  forme  semblable  à  celle 

***** 

que  prend  la  formule  /r"</r  =^-|—  ,  lorsque  111='— 1,  S  l'on 
employé  la  valeur  àexù,  obtenue  dans  le  n%9i9,  on  trouvera 

A  +  I  ^      '^ix+i      ï(*+0     4(^+0'  \ 

résultat  qui  contient  un  logarithme. 

Les  autres  valeurs  de  i.u  fournissent  aussi  des  séries  infinies  qui 
peuvent  conduire  à  des  résultats  approchés ,  lorsqu'elles  sont  con- 
.  vergentts.  Celle  du  n*.  91& -donne 


—I 


en  prenant  les  valeurs  de  a[.v]  ,  A'[  y]  ,  d'après  les  formules  du 
n*.  90X  »  ce  résultat  devient ,  après  les  réductions  dont  chacun  dç 


s  s     DlFFÊi^ENC    S,  llj 

set  tenncï  est  susceptible , 

Se  X  X  X 

Cet  exemple  suffit  pour  montitr  ce  qu*on  doit  faire  dans  tous 
les  cas. 

9x6.  Fidèles  an  devoir  que  nous  nous  sommes  imposé ,  dè  ral> 
tacher  au  plan  de  cet  ouvrage  tout  ce  qui,  dans  les  traités  de  Calcul 
diffîrentiel  et  intégral  d'EuIer,  peut  «voir  quelqu'importantt,  parra[v 
port  à  l'état  actuel  de  l'analyse,  nous  allons  rapporter  une  méthode 
pour  obtenir  Texpression  approchée  de  ^  a ,  au  moyen  d'une  équation 
difFéreniielle  du  premier  degré  et  d'un  ordre  indiifini. 

Si  l'on  fait  il  viendra  «  =  ^{4  et  on  aura ,  par  le 

théorème  de  Taylor ,  cette  équation  : 

drh       d'i    h'        d\  P 

U=i^-  +  -\  +   

ax  i      a  X    1,2      a  -T^  1 . 1 .  3 

lorsque  la  quantité  h  sera  irh  -  petite  ,  ou  que  renfermés  entre 
des  limites  connues  et  très-resserrées ,  les  coeiUciens  difiEérentiels 

</?     d'i  d^i 

■—y  ^ ,  etc  formeront  nécessairement  une  série  conver- 

gente ,  on  pourra  terminer  cette  équation  ;  on  aura  alors  une 
équation  di^entielle.  du  premier  degré  ,  à  coefficiens  constans , 
d*un  ordre  marqué  par  celui  du  terme  auquel  on  i^arrltera^  et 
dont  l*int^ation  feroit  connoitre  la  ifeoctibn  {  (  n*.  649  ). 

11  convient  de  remarquer  que  Ton  peut  toujours  rendre  la  quantité  k 
9nsA  petite  qu'on  voudra;  car  si  11  étoit  fonction  de    et  de  A',  eit 

x'  .  h' 

qu'on  y  fît4f=  — ,  on  auroit  A  =  — -;  mais  il  faudroit,  pour 

qu'on  pût  tirer  parti  de  cette  transformation ,  qu'elle  QC  tendît 
pas  trop  divergente  la  série  des  coefficiens  différentiels. 

Au  lieu  d'intégrer  l'équation  différentielle  ci-dessus ,  pour  en  tirer 
la  valeur  de  u  ,  nous  ferons  usage  de  la  méthode  des  substitutions 
successives.  £n  négligeant  d'abord  le»  puissances  de  à,  supérieures  à 

h  première»  on  aura  »=  ^  - ,  ^çh^-futix.  Soit  pour  abréger 


1^8  .  Cn*hJ)vCAicvL 

-fudx  =  P,  et  posons  {  =  /»  +  A  ;  en  substituant  cette  Yaleur 

h  '  '  . 

dans  Texpression  de  »,  nous  aurons 

JP  h    d*P  A*     iPP  A» 

 \'~r~l  +T~3  ^ 

rf.r  I  1.1    rfir  1.1.3 

m.fis  il  est  cvident  que  la  première  ligne  du  second  membre  est 
é^ale  à  À  P,  et  en  se  bornant  dans  la  seconde  au  terme  affecté  de  A% 

on  obtiendra  »— aP=  ~  A%  d*oii  ^  ss  -^/(« — A  P )  ^x.  Faisons 

encore  -^/C» — AP)dx=P\  et  prenons  p^P'-^p'h^  l'équation 
„    dp  A'    A»  *•     </>  A' 

deviendra 

4.  -£  4.    ^  ■  .m^JL  L  4- etc. 

la  première  ligne  du  second  membre  étant  ^ale  à  A^/'',  on  aura , 
im  se  jHHnant  au  jprcimer  terne  de  la  seconde ,  ' 

Il  est  facile  de  continuer  ce  procédé  *  qui  donnera 
X  «=r  î = P  +  P'A  +  P*A«  +  etc.- 

P=         ,  r^f{u^ù.P)dx,  r=-^/iu^AP^F}dx  ,  etc. 

Pour  en  montrer  TappUcation ,  nous  fêtons  avec  Eulcr  «a»*,  &= t  ; 
il  viendra  . . 

Ps=|**,  .    P'=/(        y  (  3        3  ^  +  O )  ( T î*) 

P"=/{-.(*  +  i)+ar  +  i  +  i}J*c=i*,  P"s=o, 

et  par  conséquent 

fésttUat  qui  s'accorde  avec  celui  du  n*.  898. 


I 
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917.  Lorsque  la  fonction  «  est  de  U  forme  vy ,  on  parvient  à  un 
résultat  délivré  du  signe  dlnté^tioa»  en  faisant  Xvy=v^f 
ce  qui  donne 

en  mettant  i',  à  b  place  de  y*)- Av»  et  dfoh  on  tire 

(dr  h     d'T    h*      <Pt       a»  1 

En  ni^lîgeant  les  tenncs  multipUés  par  A ,  on  obtient  d*abord 

{»— .  Faisant  —  =    et  r^sP+ph.  il  vient  ensuite 


i^^AAvsr,. 


^/P  h     d*P  A'  i/'P 

:^ — +— — -» 


+  etc. 


dph^    d'P  h' 

dx    I  A.-    I  .  1 


A» 


<PP 
d         I  .  1  .  î 


d'où  l'on, déduira»  en  raisonnant  comme  dans  le  n^  précédent , 
^pkAv^v,kP,  et  ^  =  — _; 


on  aura 


dp  A*  _  i/y  A» 
2 

dP'  A*  A^ 


pds  on  poien 

et  en  vertu  de  l'équation 

„       (dp  A*    i/y  A»  1 


f    dF  A*  A^  X  • 

\   I  +-r-r  —  +etc.  y 


oh  ofl  tirera  — /»'A  a  vsi»,  ajP^ 


A  Av* 


La  marche  du  reste  de  ropération  est  semblable  à  ce  commencement  » 
et  en  la  suivant  on  parvient  à  ' 

2;K^=:vî=:v{P  +  /"A  +  /^A'-|-etc,}  ■ 


AV' 


Aav  ' 


^  ÏÏT' 
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918.  En  intégrant  plusieors  fois  de  suite  et  par  parties^  chaque 
terme  ài  la  formule, 

s"/»  Q     Q  r       A  Q  '^'P,  4  .^'Q  x'P.— 'a'Q  etc. 
on  obtiendra  successivement  les  expressions  de  x'i'Q,  ï'PQi  ^tc. 
Taylor  a  donné  celle  de  i,  i^Q  ,  savoir: 

 V  ^  a'<Js-^P,+  etc. 

Cette  formule  se  vcriiîe  facilement  de  proche  en  proche,  en  ob- 
servant que  les  coefEciens  de  Qx^P,  ziQ£*"^'P, ,  etc.  sont  les 
mêmes  que  ceux  des  puissances  de  x  dans  le  développement 
de  (1  -f>^)~">  analogie  que  Ton  prouve  comme  il  suit  :  si  on  fait. 
ï-P  Q=ijq  ^"P + 2?  A  Q  r**"P, +Ca*Q  z'*<-*P,+  etc. 

ft  que  Ton  prenne  la  différence  de  cette  équation  en  n'y  faisant  varier 
que  les  fonctions  P  et  Q ,  on  aura 

i"-'PQ=^Q£"-P+5  ^^2"^,+  Ci/i'Q£''+'P.+  etc. 

parce  que  a.z*'P<2=x*^'P<2,  et  ik.^Y^XLT-^Y^tX  % 
mais  si  l'on  fait  aussi 

(  1  +  «  Y^^A  +   »  +  C«»4.  Z>  x^^.  etc, 

on  trouvera 

(l  •)=  (  1  +*)— (  1  +*)a=:><+5|A:+  CU«+  etc. 

Il  suit  de  là  que  l'on  passe  de  ^"PQls^'PQ,  comme  de 

à  (i+*)~^*~'^f  cettej  correspondance  ay.nnt  toujours  lieu  jusqu'au 

cas  oîi  m=  I,  pour  lequel  les  coefficiens  de  iPQ  et  de  (i+a)~' 
sont  identiques,  il  Cit  inconiestable  que  toute  la  suite  des  dcve- 
loppemcns  de  -'PQ,  ï'PQ,  etc.  sera  semblable  A  cet  cgard 

^  celle  des  dcveloppemens  de  (i  +         (i  +  .v)~*,  (i  +a-)"  \  etc. 


(•)  Tavlor  démontre  immédiitement  son  fcsu'.tat  par  des  intégrations  qu'il  est 
gistf  de  iccoanoitre  dans  l'expres^iion  de  S;''~'P(2  «  d'tfi.;ctucr  envuitç.  I!  est 
^yident  ^ueiî  l'on  change  m  en  m-\ri  et  qu'o»  écrive  en  cooséquence^o  -^o  ^1  ^'c* 

Nom 
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Nous  ferons  remarquer  en  passant  que  par  suite  de  l'analogie  des 
puissances  et  des  difiérenees  oo  auroit 

m{m-^i)  jm-^x)  ^.Q^^p^  etc. 
919.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  au  cas  oii  h  fonction  u 


peur  Af      C,  etc  S^'fPQ,  devenint  ilon  S"PQ ,  on  nut 

La  prentèit  de  ce»  éqmtioM  donne  d'abord  ^ssmuk.  pai»  -^if  piàqnc 

jusso  donne  lossi /si  ;  la  seconde  conduit  à  A  ^=—1 ,  — ,  à  came  de 

I 

B:=o,  quand  ff.=3;  poursuivant  de  U  même  manière  on  obtiendra  ' 

AC=^.  «(m+OC-H+a) 
1  1.2     '  i.a    '  i.a.j 

Pour  mettre  ptu<  d'uniformité  dans  la  méthode,  j'ai  préféré  ce  procédé,  la  conu- 
dération  de  l'analogie  des  puissances  et  des  diffétences,  si  souvent  employée  dans 
ceqni  précède:  en  leinîTant  j'aorols  rendu  It'dénMNntntionindépendanio  de  celle 
du  binôme  ;  mais  j'observerai  que  l'on  peut  se  servir  de  l'intégration  peur  parvenir 
cette  dcnûèie,  aafta  tomber  dana  ancnn  cercle  vicieux.  En  eflÏK  ,  ai  l'en  prend 

en  intégrant  d'apris  le  i.*.  Syç,  qui  ne  suppose  point  la  théorie  des pviiaaneea,  et 
fiÛHUt  attention  que  A,  B,  C,  etc.  doÎTCnttoe^iib  quand  aBso,oa  obtiendra 

1  i>a  i.a.j 

quel  que  toit  l'exposant  m.  U  seroit  facile  de  donner  &  cette  démonstration  nne 
forme  purement  élémentaire  ;  c'est  ce  qu'on  peut  voir  dans  l'EncycIopcdie  métho- 
dique (  Dictioon.  de  Math,  au  mot  iijtomt)tt  dans  les  A'ova  aeu  Acad,  ParofeUtanx^ 
1.I787. 


121       Cn^L  Du  CjLcvt 
renferme  plusicttis  Twiables;  nous  nous  botocroni  à  iad^uef  U» 
foroiiiles 

 L  

 f  

qui  f  ésultmt  des  «ipiCMOM 

f  du  ,  ,  du  ,  ,  du  ,  , 

f       II       L       L  X 

lorsqu*on  y  change  +m  en  — ti  ,  en  rertu  de  l'analogie  des  puis- 
sances négatives  et  des  intégrales.  Le  lecteur  frailiafiié  avte  ks  dé' 
momtntioM  que  ttoui  a^ons  donné»  des  eas  les|»las  ûauf^  de  ces 
femmles ,  frouvera  sans  peine  le  moyen  de  ks  pronyer  en  générât 

Application  da     çjo.  D'après  l'équation  i"f  (*,  A)=rf  (at,  A)+f  (x,  A)— co/îi/. 
nn"'  tL  ^ôm'  obtenue  dans  le  n^  897 ,  chacune  des  fonctions  intégrées  dans  ce  qui 
mtion  des  «lite».  précède ,  nous  donnera  la  somme  de  la  suite  dont  cette  fonctioa 
représente  le  terme  général.  Ayant  trouvé,  n*". 

*      TpI  \p'\ 
«+f  —«+1 

nous  en  déduirons 

*4-t  irfï  i< 

-«+1  -;-•-') 

mais 
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nMë  D  I  F  9  é  R  E  se  E^s,  t%y 

donc        [jp  1  ==  ^    .  •'    —  const, 
de  même 


résultat  qui  se  tire  du  précédent  en  changeant  seulefflient  U  signe  de  n» 


L\uict  Tautre  se  concluent  immAliatemettt "de  ^[j>']y  en  y  écri- 
vant +  I ,  au  lieu  de  ^  ;  car  on  yoit  en  général  que  S{(x,k) 
est  aussi  y  à  la  constante  près  »  ce  que  devient  XfCv»  h) ,  lorsque  « 

devient  *+A. 

Les  expressions  qu£  nous  venons  d'obtenir  nous  donnent  la  somme 
des  suites  de  nombres  figurés ,  ou  dont  les  termes  ont,  avec  un  nu- 
mérateur constant  j  ces  nombres  pour  dénonunateurs»  9p  (i  par  ces 
expressions 

1+1+  1+  t+  ^Ip\^SlÀ  1 


!+»+  3+  4 

I+Î+ 


I 


s  »  *  !•» 

^ 4.  ,ç  +£d-ds=  t^^+^i  «  f(7^+o(;>+*> 


.+4+.o+,o  +Ijlïiï^Sl±}X  ^^klSikiîiklÀ 

etc. 

n  n'est  pas  nécessaire  dTa^ontcr  Jeconstanie  à  ces  Tikun,  paret 
qufelles  s'évanouissent  en  même  tcmi  que  p. 

On  a  de  nêne  la  somn)e  des  sàies  invanes  des  précédentes» 
fn  exceptant  néanmoins  celle-ci 

l  +  î  +  i  +  i....+  i>-73, 

Qa 
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o 

pour  laquelle  devient  t^IUlJ  (  n*.  915  )  ;  on  trdUW  tflftuftf 


o 

— «  —1 


•  -4  -î 

etc. 

La  constante  est  ici  nécessaire  pour  compléter  les  résultats  ob- 
tenus qui  doivent  donner  l'uiiîté ^  lorsqu'on  fait p—i  i  mais  comnie 
(Uns  cette  hypothèse 

se  réduisent  respectivement  à  ^,  ^,  etc.  on  a  pour  te  premier^ 
conu,  —  }  ;  pour  le  deuxième  «  cmst»  =  ; }  pour  le  troisième  ^ 

f  o/ii/.  =  I  +  j  =  J  ;  etc. 

Il  convient  de  remarquer  que  la  valeur  de  chaque  constante  est  la 
limite  de  ia  série  à  laquelle  elle  se  rapporte,  car  les  puissances 

négatives  du  second  ordre  [^],        etc.  fTdraiMMÛHeiit  lonqui /r 
est  supposé  infioL 
Cela  posé  y  on  aar« 

1       1     3  }  4  ^-4 

pour  les  sommes  des  séries  dont  les  ternes  généraux  sont 

-I  -t  -4 

i.z[/»— 1],      1.1-3L/'— ij>      i.?.3.4[/'— 4]  »  etc. 

1.1  1.1.3   1.2.3.4 

^  at+ô'  /'(/'+ oc/'+i)*  A>-f-')i'M^i)(7+'3y 

Il  est  bon  d'observer  que  tout  ce  qui  précède  reposant  entièrement 
sur  le  n'.  899  ,  peut  être  facilemeat  ramené,  s'il  étoit  besoin,  à  une 
forme^i(imentaire« 
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Tontes  les  séries  dont  le  terme  général  pourra  se  décomposer  en 
puissances  du  second  ordre  »  soit  positives  ou  «égatives  »  teroot 
sommées  Êicilemeiit  par  ce  qui  précède* 

931.  ta  firactioa  -  que  flous  avons  întégréedaat 

le  n'.  905 }  produit,  dans  le  cas  où  h~i ,  la  série 

?»       Ta*      «7  '       ~  »  ^»*» 

OU  en  obtient  la  somme ,  soit  ea  mettant  x+ 1 ,  au  lieu  de  daitt 

rexpressîoii  —  ^^^^^     +  eoasi,  que  donne  l'intégrale,  parla  sup^ 

position  de  h—t  ;  soit  en  ajoutant  à  cette  intégrale  le  terme  général: 
on  a  par  l*un  et  l'autre  procédé 

En  égalant  au  premier  terme  -1 ,  ce  que  devient  la  somme  quand  x=  i, 

on  a     conit.=i ,  d'où    S  ,   ^  ^7/        =  1—      ^"^"^^  - 

On  Ste  conduira  de  même  dans  tous  les  cas  06  Ton  «m  int^ré  It 
terme  général  de  la  série  proposée  ;  maïs ,  sans  nous  arrêter  davan- 
tage à  des  exemples  particuliers  ,  parcourons  successivement  let 
divers  résultats  que  donnent  les  expressions  générales  de  s«, 

931.  Si  dans  la  formule 
5f(x,A)  =  rf(*,A)  +  f(x,A)  — (  n«.  897  ), 
ou  i'a  =  2«4-a — const,  on  met  à  la  place  de  su,  les  diverses 
expressions  que  nous  avons  obtenues  jusqu'ici ,  on  en  déduira  les 
principales  formules  qu'Enter  a  données  pour  la  sommation  des 
suites  dans  ses  Inàùimumtt  CtUiUi  dijftra^aUs» 

I*.  L'expression  de  su  du  n*.  91a, en  y  faisant  Assi,  et  en 
employant  pour  alléger  la  notation  du  o*.  901 ,  donne 

«  ( *  +  O  «— [*  +  I  ]  [  O  ]  A  «  +  [  r  + 3 

L  *+4]  [  o  ]         etc.  co/ïi/. 
X*.  Il  résulte  de  l'expression  de  x  «  ,  rapportée  dans  le  u*.  919, 


tz6        Ch.  hDuCAtevt 
Lorsqu'on  pfçnd  jbc^«  il  vient  fwr- la  .dernière 

5«=  —  +i*-+^.L«]  [o*"-:--»»c«^i  co^-'+^sW  ['»>""* 

etc.— coim; 

en  remettant,  au  lieu  des  lettres  5,,  J?,,  B^,  etc.  les  nombre» 
qu'elles  représentent ,  OB  a  cette  valeur: 

La  constante  arbitraire  eatisftra  aux  cOndidons  telativei  au  terme 
d'où  l'on  commence  à  prendre  la  somme.  Siron  veut,  pnr  exemple, 
quMle  soit  noUe  en  même  tems  «jue  »,  la  coiistante  doit  être  nulle 
pour  tous  les  cas  ob  m  est  pair;  mais  il  fiuidra  la  prendre  égale  au 
dernier  terme  et  de  âgne  contraire,  pour  çeux  ob  «  est  impair. 
1%  L'iexpieision  du  n\  910  donna 

4VEnfin  les  cxpiesnons  des  o».  910,  9x3 ,  conduisent  à 

^  £^  À'C  ï^/'.r^/s'P.+iWS'i',)  +  etc. 

Par  les  trois  premières  formules  on  obtiendra  la  somme  des  suites 
dont  le  terme  général  c^t  une  fonction  rftioDaelle  et  çnM*re ,  tt  p?r 
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les  deux  dernières  celles  des  suites  dont  le  terme  général  est  com- 
posé de  deux  tacteurs  dont  l'un  est  une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière de  u ,  et  l'autre  une  fonction  susceptible  d'un  nombre  indéfini 
d'intégrationst 

933.  L*tta  del  cas  les  plus  simples  de  cette  dernière  classe  de  séiîea 
tst  «omprit  dans  le  terme  géndral  «'at"*»  appartenant  à  la  suite 

résultante  de  U  niultiplicatîon  terme  à  terme  d'une  progresnon  par 
^uodens  (  ou  progression  géométrique  ) ,  par  I4  suite  d<t piûssances  m 
des  nombres  naturels.  L'expression  de  s<x  »  ^  n*.  913  »  qjui  donne 

71*  (^->04  +  + 

devicilt  pour  ce  cas 

1 1  («*— 0  ^    ^        '  (a«— l)"  f 

Si  Ton  veut  prendre  la  valeur  de  â  partir  de  *»0y  il 

faudra  déterminer  la  constante  arbitraire,  de  manière  à  rendre  nul, 
dans  la  même  hypothèse,  le  second  membre  de  cette  équation;  on 
trouvera  ainsi 


•4-  (tnst. 


1 1        1  (-'—i)^  J     (4*— 0» 

etc.  ^  ' 

Onvoitparces  résultats  particuliers  que  la  constante  est  égale  à 
ce  que  devient ,  lorsque  «— o ,  le  dernier  terme  de  la  partie  variable 
de  l'expression ,  et  doit  fitie  aftctde  du  signe  t 

L'expression  générale  de  StTy  s^arretaot  toutes  les  fois  que  la 
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.  Tonction  y  sera  rationnelle  et  entière,  on  pourra  par  son  moyen 
obtenir  les  sommes  des  séries  q\u  résultent  de  la  multiplication 
terme  à  terme  d'une  progression  par  quotiens  (  ou  progression' 
géométrique  )  et  d'une  scrie  dont  le  ternie  géacral  sera  ndonnel 
et  entier.  Les  suites 


I 

3 

t 

F 

7' 

I 

6 

7: 

•7' 

I 

4 

lO 

—  * 
p 

7* 

7' 

etc. 

X 

x(x+i) 
*  l.l.p* 


^  ron  renGontre  Uréquemocot  sont^dans  ce  cas.  Leurs  sommes  se  dé* 
duiseot  de  Texpression  de  Say ,  en  y  faisant  d^ord  A=i ,  ^—"j"  » 
puis  successivement 

=        jr^—^.    y=  —  ,«»c. 

934.  La  formule  5  PQ=Q(P+ ïP)— A  etc.  semble 

encore  plus  appropriée  miw  séries  ci-dessus,  à  cause  de  la  simplidté 
que  prÀente  Tcxprcssion  des  difl&ences  des  fonctions 

»(«4-i)i  ou  ar(«+i)(jr+z),  ou  f*+»J,  etc.. 

— rt  a 

En  faisant  P=a'  et  Q=  [oj ij  ,  on  obtient  pour  le  cas 
général 

Ce  résultat  est  susceptible  de  pluneurs  réductions,  et  notam- 

— ,1 

ment  de  celles  du  facteur  commun   [o],  avec  les  façteurs 
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facteurs  [nj,  [n],  etc.  en  les  effectuant  toutes  il  vient 

+  [0j[;C+«— ij— —  ^_^^j4.««w«. 

— n 

93 <f.  Si  l'on  fait  P=[v],  et  q.ie  Q  représente  toujours  une 
fonction  rationnelle  ei  entière ,  on  aura  pour  tous  les  cas  oU  n  sera 
tu  nombre  entier  positif  et  (U£Krent  de  Tunité , 


— •+*  — *+l 

Ljv:  ^\,LJ+_^^,;^  3) 


fiésultat  qui  peut  s'écrire  ttOft  : 

en  observant  91e  [x]  =  ^-^«  et  en  changeant  les  produits 

(— ii<f     etc.  en  puissances  n%atives  du  second  ordre,  ' 
conformément  aux      établies  dans  le  n*.  90X. 

n  est  bon  de  remarquer  que  Ton  peut  rapporter  à  Cette  formule 
toutes  les  fonctions  telles  que 

 2  

(«+i)(«+a)(*  +  5)(*+ii)' 

ilans  le  dénonûnattur  desquelles  les  ÊKteurs  ne  sont  pas  consécudfs  ; 
et  poiir  cela  il  suffit  de  remplir  les  lacunes  y  en  écriTant,  tant  au 
numératear  qu'au  dénonûnateur ,  tous  les  facteurs  qiû  manquent 
dans  ce  dernier.  Bans*  l'exemple  dté  on  arrive  à 

Q(^+3)(*-l-^)  (y  +  6)  (x -H 7)(x+  %){x-\r9){x+ 16)  '  ^  q  r  ^  .   .  {  r  ^  .  ,  J  r  ~ V 

j;*+i)(*+i)(*+jX*+4)(*+5K*+«)----(*+»0^''  '^•'^^ 


Digitized  by  Google 


t^a        C  B.  I.  Du  Calcul 

La  fraction   ^   appartient  au  cas  qui  nOus  occupe  ; 

car  en  décomposant  son  dénodiinatair  en  facteurs  simples»  elle 
revient  à  r  ,  et  £ùsant  i»—  i  =  aa/M- 1 ,  on  a 


I  t  A-'+i 


prenant  donc  nssj  ^  on  obtiendra 

puisque  a'Q  =  o. 
Si  on  repasse  à  la  notation  ordinaire  «  on  trenvera 

 as— -1  f     î  h  -7-^ —  1  •¥  «w*'- 

936.  Lorsque  a  est  négatif,  et  qu'on  prend  h=\ ,  la  série,  dont 
le  terme  général  est  a'y ,  a  ses  termes  alternativement  positifs  et 
'  négatifs ,  si  d'ailleurs  la  fonction comerve  toujours  le  même  signe  i 
Euler  profite  de  cette  remarque  pour  obtenir  line  formule  propre 
à  donner  la  somme  dessMes  quelconques  dont  les  termes  sont  akema* 
tivement  positift  et  négati&  n  suppose  as±^ty  et  la  atnt 
proposée  de 

qu'elle  étoit  y  devient 

y*  — J'o      H-j'.»  etc. 

Tcquation 

A-7-i  +  etc.> 


iix 
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donne  alors ,  en  prenant  ifc  ^  i ,  * 


,     „  >  +  const, 

— etc. 


X  a.v 

Les  termes  affisctés  des  coefEdens  diffiireiitiels  d'un  ordre  pair  dispa« 
roissent  dans  cette  formule  comme  dans  celle  du  n*.  918;  car  en 
faisant  4  =  — i  dans  le  terme  général  de  l'expression  de  xtfy  » 
trouvée  o".  91} ,  il  se  change  en 

et  nous  irons  prouvé  dans  le  n*.  918^  que  le  second  ^eur  de 
cette  dermèn  qnanttlé  ^évanoiût  toutes  les  fois  qne  n  est  impair. 

En  In  comparant  avec  la  valeur  de  A^ ,  olitenne  d^s  le  même 
article,  on  l'exprimem  par       iM»}  changeant  ensuite  ntnxp, 

B 

mettant  â  la  place  dt  A^^  sa  vakurdte  ^  ,  rapportée 

•  4*  *  *  * 

auxiiombrcideBeraouIU(a*.9i9),oiiaiira=b-^  ^        ,  et 

2*3  «4*  ■ *  *  V 

par  conséquent 

».)«4.5.<S.7.8 

résultat  auquel  Euler  n'est  parremi  que  par  iodactioo  ec  d'une 

manière  assez  pénible. 

937.  Appliquons  cette  formule  à  la  fonction  ( — de  laquelle 
il  résulte  la  série 

o" — I  "  4- 1"— 3  + 4"  •  •  •  •  =F 
en  coanncnçant  i  rso;  nous  tronverons  . 

■>•.  .  >(^~0(^-^)(^~3)(^-'4K-'-etcA 

l»Sk«t*»0  ^ 


R  X 
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Si  Ton  fait  successivement  mz^o ^  01=1,  in  =  i,  »  etc. 

il  viendra 

o— I  +1—1  +1  ....=7=r»=rT=  {x'  +  C, 
0—1  +  2  — }  +4  ..  ..=FJ:  =qF{{  v  + 

etc. 

Les  constantes  arbitraîies  C  ,  C,  ,  ,  (7,  ,  etc.  doivent  Otre  dé- 
terniinces  de  manière  que  ces  expressions  s  cvanouissent  lorsque  x—o, 
et  Q  faut  observer  que  le  signe  de  la  première  partie  du  second 
«embre  est  le  mime  que  cdui  du  dernier  terme  de  la  série  du  premier 
membre  ;  avec  cette  attention  on  obtiendra . 

c;=— i.    c'.=— c;=o,        +  o  «te. 

et  l'on  verra ,  qu'excepté  quand  issso,  la  constante  est  nulle  toultf 
les  fois  que  l'exposant  m  est  pair. 
938.  S<Mt  une  série  quelconque 

dont  le  terme  général  J^tsu  ;  si  l'on  pouvoit  obtftiir  séparément  h 
somme  des  termes  afectés  d'un  indice  impav,  on  arriveroit  fiiei'* 
,  lement  i  celle  de  la  série 

puisqu'en  nommant  S  la  somme  die  la  série  complète ,  et  S' telle  de  ' 
la  série  des  termes  dont  l'indice  est  impair ,  on  auroit 

\    — i-^,t   — i**!»   — —etc. 

Si  l'on  désignoit  par  ^  la  somme  des  termes  pris,  de  trds  en  trob 
dans  les  suites  proposées  »  on  auroit 

S^iS"=:  M- + +    + '^î + + ^5 + ^6 + etc. 

(  — 1^,  — 1^5  — <tc. 

s=  J^+^t — ''5+''«*l*''>-"''t+etc. 
On  voit  assez -pnr  ces  combinaisons  !e  parti  que  Ton  pourroit  tirer* 

pour  la  sommation  des  niitcs  de  Texpr  essaon  des  termet  pris  à  des 

/  1        ■  • 
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intervalles  égaux  dans  une  série  quelconi^ue  i  or  c'est  ce  que  dooneot 
les  formules 

l*"»  -.1  j  \(,4.A|,)*— I  J 

191  y  îùnnt  msi ,  i&=t ,  et  h'tsix  ,  ,  =4 ,  etc.  puis  détcr* 
minant  là  constante  arbitraire  de  manière  à  ftire  commencer  la  sériA 
partielle  A  tel  terme  que  Ton  voudra  de  la*  série  complète. 

La  première  formule  donne  ï'u—   t    *on  dcveloppe- 

7-*' 

tnent  se  déduisant  de  celui  de  Sk  (  n%  919  )  »  en  y  changeant  seu- 
lement h  -en  A',  il  viendra 

x'u^^-rrfudx  +etc. 

h  2  </ar  2         dx*  2.3.4 

ajoutant  ensuite  le  terme  général  u  ,  pour  passer  à  la  somme 
on  aura  >k 
^      I  ^  ,      I      ^du  h'      „  d'u  k'* 

C  étant  la  constante  arbitraire ,  et  on  tirera  de  là 

\      h  /  2  r  dx 

quand  A'=2,  le  terme  fudx  disparcît,  et  on  a,  comme  dans 
le  n*.  936 , 

fi    (2'— 05,  c/«    (.'_f,z?,  ,r«  1 

J«— 1^  «=—  {  -«+  —  —  4. etc.  J 

en  obserrant  de  donner  à  ac  là  dgne  du  terme  oh  Pon  s'arrête, 

939.  Parmi  les  cas  oti  les  diverses  ezpresdons  ét  Sk,  rapportées 
dans  le  n*.  931 ,  ne  te  terminent  point,  ceux  dans  lesquds  on 
obtient  une  jérie  convergente  méritent  une  attention  partiicnlière, 
car  alors  on  arrive  au  moins  à  une  valeur  approchée  de  la  somme 
des  suites  proposées* 
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La  formule 

B,  du        S,  d'u 

étant  appliquée  à.  la  suite 

I      I     r  t 

1  +  -^   + 

z     3     4  X* 

donne 

=  I  *  +  —  2-1  +  + 

*•  IX     IX*  6** 

Cette  dernière  ett  «Tautant  plus  convergente  que  la  valeur  de  x  devient 
plus  grande  ;  mais  avant  d'en  faire  usage,  il  convient  de  déterminer  la 
constante  arbitraire.  On  ne  peut  supposer  «=so»  et  si  l'on  £ut  x^i$ 

ce  qm  tend  s~z=t^  réquatbn 


%     %    4  6 


qu'on  obdent  alors  ayant  pour  second  membre  une  série  divergente 
ne  mine  à  rien.  Pour  parer  à  cet  inconvénient  il  n'y  a  qu'à  prendre  x 
plus  grand,      &  lo,  par  exemple  ;  et  désignant  par  ji  la  quantité 

I+f+f+ï+7  +  î+V  +  i  +  i  +  Ti=» 

en  aura 

.    i.         1       B,        B.  B< 
Jts^X  10  +  -  +  î  — 5 —  +  etc.  +  amsf, 

%  %0       %00       40000  OQOOOOO 

tt  on  tirera  de  là 

eciut.^A^-\  10—  h  ^—  +  etCf 

%  10     loo  400000 

et  fsettant  cette  expression  en  nombres ,  on  obtiendra 
const.  =  0,5771156649015315. 
Uest  à  propos  de  remarquer  que  cette  valeur  est  aussi  celle  de  la 
iérie  £vergente, 

I     ^.     B^    Bx  B, 

»     »      4      S  7 
snvs  3  liiui  entendre  ici  par  la  valcor  dTune  série  divei||entf  la 
quantité  dont  cette  séna  tient  la  place,  on  çe  qui  cs$  la  aftm  dioie, 


DBS  DiFfÈAMtfCBSi 
U  valeur  de  la  fonction  dont  la  série  divergente  oflfire  le  dévelop- 
pement f  Mil  général ,  soit  particulier. 

Pour  fadliter  les  applications  de  Texpression  de  J^,  aux  diflié* 

rentes  valeurs  de  *  ,  nous  rapporterons  ici  les  valeurs  des  huit 
premiers  nombres  de  Bernoulli ,  exprimés  en  décimales |  savoir} 

5,  =0,1666666666665 

J!,saO,0}33}3  33  33  }33 
=0,013809^138095 

^*=^,oj3Jn3J}î}î^ï 

^.=o.07m75757T7Ç 

J^,.=  o,i53ii35T3ï'3r 
5„=  1,1666666666666 

5,,—  7,0911 5686x7451. 

Supposons  à  présent  que  l'on  demande  la  somme  des  tOOO  {Kremîers 
termes  de  la  série  i  +  ^  +  i  +  etc.  on  trouvera  ,  en  faisant  x~îooo, 
que  pour  avoir  cette  somme  avec  treize  décimales ,  il  suffit  de  cal-» 

caler  les  cpiatre  premiers  termes  de  l*czpresdon  de  ^ ,  et  en  .  ob- 
servant que  le  logarklime  népérien  de  10  est  1)30158509199404) 
(  latrod,  n\  14  ) ,  on  aura 

pour  V»ss]fsooo=i3  6,9077551789811, 
I 

pour  H — =4-0,0005000000000 

B' 

— — j-  =-0,000000083333} 
** 

+  — r  =  +  0,OCOO0000OOOOO 

4** 

+emut,      = +0^577x1 5664901 5  i 

ce  qui  donnera 

I +  7  7,4849708605503, 
résultat  qui  fait  voir  avec  quelle  lenteur  marche  la  série  proposée, 
quoique  cependant  la  somme  totale  ou  la  limite  en  soit  infinie , 

puisqu'elle  se  réduit  A  S^^lx,  lorsque  x  est  infinie. 
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Si  Ton  prend  pour  x  un  nombre  très-grand,  le  prepûer  terme 
et  la  constante  suffiront  seuls  pour  jdonner  une  valeur  ttès-spprochée 
de  la  somme  entière  de  la  série;  on  au»  donc  . 

I  +   +-  =  lx  +  C, 

on  aura  k  plus  forte  nûson 

fctranchant  la  piemiète  série  de  la  seconde ,  il  viendra 

 +-4- = i(— )  * 

formule  qui  peut  être  udle  pour  trouver  les  logarithmâ  des  nombres 
un  peu  considérables.  On  la  rendra  plus  exacte  en  introduisant  dans 
la  somme  des  séries  d- dessus  qudquesHins  des  termes  qui  suivent  1» 
et  \{x  +  j')  ;  on  ditiendn  de  cette  manière 

.1,1  I       ,/  I  l 

 +  aI 


t  etc. 

et  toutes  les  fois  que  l'on  pourra  négliger  les  termes  divisés  par  les 
puissances  {x -\- y)  et  de  x,  supérieures  ù  la  première,  on  aura 

940.  On  déduit  encore  de  l'expression  '^-^  quelques  censé-* 
quences  remarquables.  Il  est  d'abord  évident  que . 

enchaogeant  xtskmx,  onad^unautrecôté^nnestunnombreentiery 

II  I       .  I  -^i  . 

I  +  — TsXmx-k-  .  T  +  «c.+C}t 

»    j  m*  ^mie      ^m'x*    ^i^x*  ^ 
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û  Ton  retranche  de  cette  tikàit  h  précédente  ««Itipliée  par  m  »  il 
viendra 

II  II  1        i  1 

m  m  m 

1.+  ±(-L_.)_:?l(-L_,)h.«,. 

équation  dont  le  second  membre  se  réduit  à  1  m ,  lorsque  x  est  infini. 
£n  faisant  successirement  m=zx  ,  m— 3 ,  mz=j^ ,  etc.  on  tirera  de  là 

l4«*i+^  +  |-i  +  f  +  i  +  f— l  +  etc 
etc. 

94l.Lasénc  — - — h  — I  — -  + 


qui  comprend  toutes  celles  dont  le  numérateur  est  constant ,  et  dont 
te  dénominateur  ne  renferme  que  la  pieflûère  puissance  de  la  va- 
riable X,  a  pour  somoM 


Si  l'on  veut  déterminer  la  constante  de  manière  que  la  tomoïc 
l'évanouisse  lorsque  «=o,  il  viendra 

-  o=— !«  +  4-  +  _i-_etc  +  C 

m  %n        xrir  4»* 

941.  Si  nous  considérons  en  général  la  séiie 

sons  autoni 

"~   '  '  ""    ^  "iii — —  •  +  etc.  +  Cr« 

».3.4.ï.6**^ 


L>iyiii<-CO  Ly  Google 
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Cette  série  devient  très-convergente  lorsque  x  est  un  peu  grand  ; 
et  on  peut  se  servir  utilement  de  cette  proprictc  ,  pour  déterminer  la 
constante  C,  comme  dans  le  n**.  939.  Si  l'oa  tait  par  exemple  /r=:i  ^ 
on  aura 

s± — i  +  4._§  +  5_.^+«c.+c. 

X*        j*r  a*" 

% 

et  posant  «s  10,  on  obtiendra 

.1.1         I  1.1        I  I  ,  ^ 

X*    3*       10*        10  aoo    6000  3000000 

d'où  l'on  tirera 

C=  1,644934066848126430  , 

en  poussant  la  série  du  second  membre  jusqu'à  son  diidème 
terme.  . 

% 

0 

Une  circonstance  trè^^Bgne  de  femarque,  ^est  que  la  valeur  de  C, 

à  quelque  degré  dVxactifude  <{tte  Ton  porte  l'approximation , -se 

trouve  la  même  que  celle  de  -r-,  v  désignant  le  rapport  de  la  cir- 

o 

conférence  au  diamètre  00  la  demî-circonférence  du  cercle  dont 
le  rayon  est  cfi  que  la  transcendante  v  entre  aussi.danf  l'ex- 
pression de  la  constante  relative  aux  séries  dont  les  termes  gêné* 

raux  sont  —  ,  -- ,  etc.  En  attendant  que  nous  démontrions  ri- 

.t*  a' 

gourcusement  la  vcriié  de  cette  assertion  ,  par  la  considération  des 
produits  composés  d'un  nombre  indéfini  de  facteurs  ,  on  peut  au 
moins  la  vériBer  par  approximation  et  de  proche  en  proche ,  sur  les 
séries  indiquées  précédemment. 

Si  Ton  calcule  aussi  les  valeurs  de  la  constante  dans  les  séries 

I  I 

dont  -  les  termes  généraux  sont  -7  ,        etc.  et  qu'on  les  con- 

X  X 

pare  au.\  puissances  ît^,  w^,  etc.  on  aura ,  en  portant  l'exactitude 
à  seize  décimales  es  en  câMervant  <pie  la  constante  donne  la  valeur 
de  la  série  lorsque  x  est  infiitti. 
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1  +  ~  +«tc.=aïi,644934o66Ô48ii64=  — 7 — — '  ** 
1  o     - i»x 

~+ettei,»oi05<90}i59S94i=  ^j^^i^»» 
i  +  ^+etc,ss=i,o8»3A)i337iiij8i=  ^  ^ 


90  1.1.3.4 
I  +  4-+«c.asi,o369i77çïXo6863is=i  ^  »* 

1+  n-+«tc.='»<»7343o6i984449ic=   =— 

14- ^+etc.=i,oo8349i773866oi8=  * 


*99ï»*86 

I  ji»^ 
»  +  r? + etc.=i,oo40773  5  6 1979443=  ——=:  

I  +  4-+^*^<iOOzoo839t8a6o8iA=a  

^  »9749»35 

1+ ;ï;+elc=:i,000994ï7  ^1178180=  — ^= 
etc. 

64).  Il  est  bon  de  remarquer  que  ces  valeun  donnent  aussi  les 
limites  des  séries 

\^  ,        A-  ^,4-  i^s-  ^,+eic.=-i£: 

ï+        ï  î  I  -5,+etc.=i,xoio... 

'  I  p        5'^  t,  .     7«8  ^  9.10  „  x»^/  ^ 

^-5  *-3  1.3  1.3       'T  «.i-S-i 

'  I    3-4-5  »        5-^-7  p  .    7-8.9  9-ïO-ii  „     ,  . 

»   ».3.4.î        ».3.4.5  '^».3.4-5    ^   1.3-4.5  '^^^^^—TTT.TIâ'' 
qu'on  obtient  en  faisant  .r  =  1  ,  et  successivement 
m  —  r,     =  3  ,    =  4,  OT=  j ,  eu.  dans  la  série  dont  le  terme 
général  ^  ^*  " 

Sx  !  - 
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Les  mêmes  valeurs  conduisent  aussi  à  insérer  un  moyen  entre, 
chacun  des  termes  de  la  suite 

5. ,  ,  ,  ,       -ffj, ,  etc. 

c'est-à-dire ,  à  trouver  les  expressions  des  quantités  ^ui  «croient 
représentées  par 

^4»  •  ««c- 

En  e&t,     et    frondant  an  fériés  i  +-t4'  etc.  et  t  + -V'i'*^^ 

i?,  doit  repondre  à  la  série  intermédiaire  i  -H -f- etc.  et  d'après 

la  loi  9  suivant  laquelle  sont  formées  les  limites  des  deux  pierres  t 

on  doit  avoir,  pour  la  troisième,  *—i^9  on  conclura  èit  tt 

X  •  \»  y 

 »r'=  r  7r%      OU  Jï,=   BS 0,0<8f  $2X7 

1.1.3         1^79436  1  i5,794}6  ' 

on  arriveroit  de  même  kB^,  B^»  etc. 

944.  Soit  encore  la  sérk  dérivée  de  »=     '  . ,  oo  aora 


+  • 

et  si  l'on  prend  ycsarc^cotas^^,  il  viendra 

a</y  sin_y  COS^  t/ysiniv 

 *i  ^.     »•  • 

<f «         siny'sin  i  y  ... 
d  oii  on  condura    —  =  ~î — ^  i  on  obtieiidra  ensuite 

dx  ar 

i^u          xdy  {àayCMyàmy  4»  sin>*cos  ty) 
 _  , 

d*u         ^(sinycos^sini>'-h«in>^cosi^)     xsin^^sin  -^y 

on  trouvera  de  même 

d^u         a .  3 sinjr^sin  4y  .  3 . 3 .  4sin^'sin  <y 
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et  l'on  aura  par-conséquent 

Sijiv*sin6y 
X    '     7       +etc. +C 

Pour  appliquer  cette  série  à  des  cas  particuliers ,  il  faut  aujNl* 
ravant  en  déterminer  la  constante  C,  Il  semble  d'abord  qu'on  peut 
effectuer  cette  opûration  ,  en  partant  de  la  supposition  de  a:=o  ,  de 
laquelle  il  résulte    =  jt,  sxnj'=i ,  iiaiy=zo,  s'ka4yzso,  etc. 

et  par  conséquent  —  +C=ao,  ou  Cas  ^—i  mm  cette  va- 

2/» 

leur  4e  la  constante  n'est  pas  complète ,  car  si  on  finsoit  x  infini ,  ce 
qui  donnerohj'sb ,  on  trouveroitpour  la  limite  de  la  série  proposée 

+  t ,  ou  —,  tandis  que  nous  montrerons  dans  la  suite 

que  la  vraie  valeur  de  cette  lintte«st  — — .--^^ 


»(*   —  i) 

Nous  expliquerons  nlors  è  quoi  tient  le  paradoxe  que  noua 
faisons  remarquer  id,  et  dès  â  présent  nous  prendrons  en 

conséquence  Css^~+ —  ;  par  ce  changement  l'cx- 

pression  de  S  ——^  deviendra  applicable  à  tous  ks  cas^ 

945.  OccupoMOus  maintenant  des  séries  dont  k  terme  général 
est  une  foncdoo  transcendante;  fok  nssl«,  nous  aurons 

en  observant  que  fdxlx^xlx—x  (  n*.  4%^  ).  •  *  * 

On  ne  sauroit  encore  ici  déterminer  la  constante  en  faisant  xki 
parce  que  le  second  membre  n'offre  alors  qu'une  série  divergente; 
mais  en  faisant  Ar=io,  calculant  la  somme  des  dix  premiers  termêf 
de  ce  membre ,  et  l'égalant  à  celle  que  donnent  les  logarithmes 
népériens  des  dix  premiers  nombres  ,  on  trouvera 

Ç=o,9i89)8533io47, 
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à  moins  d'une  unité  décimale  du  troisiehie  ordre  ^  valeur  ^iseri 
par  conséquent  la  limite  de  U  série  divergente 

B,     B,  B. 
'  +—2  ^  +  etc. 


3*4  5«<S 

.  w     2.1.4.4.6.6.8.8. 10.  lo.ixete. 

L  expression  —  =  ■   '    '  • 

i      1.3.3.5.5.7.7.9.9.  II. II. etc. 


que  Ton  doit  à  Vallu,  et  que  nous  déduirons  dans  la  suite  d*une 

•   f  conduit  à  la  vraie 

I  —  A.  » 

valeur  de  la  constante  C,  Pour  cela  il  faut  observer  qu'en  passant 
aux  logarithmes  ,et  s'arrctant  A  un  nombre  x  de  facteurs ,  on  obtient 

,  .    f  zU+zl4  +  il6+2l8  +  ilio...4-iUi-v— z)  +  IiAr 

|_h— il3— ilî— 2I7— il9  — zl(i.T— 3)-h(ia-— i) 

et  qu'en  prenant  les  limites  dans  la  supposition  de  x  infini,  on 
trouvera  par  le  moyen  de  l'expression  précédente  de  ^1*  - 

li+l2  +  l3+l4+H-.--+l*=^+(  * 
1 , 4.  h  4- 1 3 -1- 14 + 15 . . . .  +  b*==  C+ (zAT + ^)UaP— l« 

U+I4+ 6  +  I8+I10. . .  +lt*=J|*4*«l»=^+(«+T)W+*la— 

Retranchant  la  troisième  série  de  la  seconde ,  il  vient 

h  4-I3  4-1,  4.I7. .  .  . +l(i:v-^i)=xlar+ +  AT, 

d'oîi  Ton  conclut 

et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à  U  ,  on 
obtient,  d'après  la  réduction  du  second,         Ix  =  »C— 

d*OÎl       Cz=ii\rr-i.\l)=^Az'^  =  \\^l7f  , 

résultat  bien  remarquable  et  d'après  lequel  on  a 

On  rendra  cette  équation  propre  à  un  système  quelconque  de  lo- 

S  B 

g^rîthmcs,  en  mnltipliant  parle  module  les  termes-^^-^,  --^ ,  etc. 
4afff  lesquels  il  n'enti^  point  de  lopriduies. 
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946.  Proposons-nous  pour  exemple  de  trouver  la  somme  des 
log.uithmes  des  1000  premiers  nombres  des  tables ,  c'est-à-dire,  la 
valeur  de  Ii +1  i  +  l}. . . . -|-liooo.  La  caractéristique  l  désignant 
ici  des  logarithmes  ordinaires ,  dont  le  module  sera  pour  abréger 
représenté  par  ill,  on  aura  «==1000,  d*où  on  condiura 


x\x     =  3000,0000000000000 

+  âl-v==  1,5000000000000 
+  ~\x-w   =a  0,3990899341790 
—    Jlf«    as—  434,1944819031518 

.+   —  =  +  0,000036191x068 

MB 

—        \-  =  —    0^000000000001  X  y 


résultat  i567,604644xxxi3x8  : 

1000 

mais  I1+I1H-I3  +  lioooeBl.i.x.3...iooos:l[iooo] ; 

1000 


il  sVnsint  que      1  [  1000]  =s  %^6jfioj\f644%%%\^x%, 

10:0 

L'on  apprend  par  là  que  le  nombre  [  loooj ,  dont  le  calcul  est 
presque  impraticable,  doit  avoir  1568  chiffres,  et  que  les  dix 
premiers  diîfies  sur  la  gauche  sont  40x3871600 ,  en  sorte  quil  est 
compris  entre  les  nombres  qui  résultent  de  40x387x600  et  de 
40»} 871601  »  suivis  chacun  de  %^^%  zéros.  Cette  connoissance 
suffit  dans  beaucoup  de  recherches,  oh  Ton  ne  demande  que  les 
tapports  des  produits  de  grands  nombres  ;  et  dans  ce  cas  la  valeur 
approchée  de  ces  rapports  devient  précieuse  par  Timpossibilité  oîi 
l'on  est  d'effectuer  les  calculs  nécessaires  pour  arriver  à  la  valeur 
exacte.  La  longueur  de  ces  calculs  devient  alors  un  obstacle  aussi 
insurmontable  que  la  difficulté  d'exprimer  rigoureusement  une  fonction 
transcendante.  Laplace  a  beaucoup]  étendu  cette  recherche ,  dont 
les  applications  sont  trèt-feéqpienles  dans  le  calcul  des  probabilités, 
nais  comme  il  s'appuie  sur  des  considératîottS  diffih«ntes  de  celles 
qui  nous  occupent  maintenant,  c'est  plus  bai  que  nous  tendrons 
coopte  de  ses  travaux  sur  ce  sujet. 
947.  EnsuiramEalcryiimisaUonsnoiitrercoiiuiuiitoBpmentà 
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trouver  le  coefficient  qudconque  druae  très-haute  puissance  du 
Ùnoffle  etle  rapport  que  Tun  qudcoaque  des  termes  de  cene  puis- 
sance a  avec  k  sonine  de  tons  ceux  qui  la  composent. 

Le  terme  général  du  développenent  de  étant  {m'^lo^r^lt^ 

son  coefficient  ['«jCol  peut  être  changé  en 

£«J[o]|:o]  =  (  n%  90X  ). 

[«]['«—»] 
et  passant  aux  logarithmes  il  vient 


etc. 


or  on  a  par  le  n*.  94$  9  • 

1  [  n  î=iU,+  (  n  +   +   «C. 

ce  ^ui  donne 

m 


+ 


S, 


f.US  s 


Lorsque  Ton  6it  "^^t  ^  P^'^  *     tombesurk  terme 

qui  occupe  le  milieu  du  développement  de  U  puissance  de  «+^9 

m 


et  qui  est  affecté  de  a"^»  son  coefficient  est  exprimé  par 


le 


* 
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la  formule  cî-dessus  donne  pour  son  logarithme 

^^jj.  I.X.2A     ).4.»V  ç.o.x'/r 

iff, 

l-_  r^T-+  etc. 


1.1.»       3*4's'  5*^' 
expression  que  Ton  peut  changer  en 

([«])•  ^     ï.i.x«    3.4.1V  J.6.1V 

si  Ton  passe  des  logarithmes  aux  nombres,  on  aur» 

n  est  ùcile  maintenant  de  développer  cette  série  siâvant  les  puis- 
sances  de  a ,  en  substituant  à  chaque  quantité  exponentielle  la  série 
qui  lui  est  égale  ;  mais  nous  n'efiêctuerons  point  ce  calcul ,  parce 
que  la  forme  logarithmique  est  la  plus  commode  pour  les  appU- 

catîons. 

Si  l'on  se  proposoit  par  exemple  d'obtenir  le  rapport  du  coefficient 
moyen  de  la  puissance  in  du  binôme  à  la  somme  de  tous  les  autres , 
on  feroil  a  et  ,  d'où  (a+^)"=i"i  le  logarithme  du  rapport 
cherché  auroit  pour  expression 

1-4:  ^^'-4     ''^^  ^^^^  -4-atg 

1. 2. a«  ^  3.4.2V  5.6.aV'^"^" 

En  prenant,  par  exemple,  2/2=100,  on  trouTera  par  cette  focmule 

le  rapport  de  i  à  0,0795891. 

948.  Soit  u  =  a'i  la  formule  ^tf  =/«^jr  +  ^n4- etc.  donnera 

En  faisant  5"a'=o,  lorsque  *  =  o,  on  trouvera 

lia    u    9         3.3.4'^  '^3.3.4.5.6^"^^**^-]'- 


14^  C  H.    1.     D  U     C  A  L  C  tf  t 

et  on  aura  par  conséquent 

...=(--o{j^+^+|i-^(..)'+-j:^(ur-c.c.]. 

mais  on  sait  d'atllears  qait  ^  ^ ^^i^ 

dtifa  donc  de  ce  qui  précède  que 

I   U   a    a        »»J»4    '     «.3.4.5,6  ^  ' 
.  ^oit  on  tirera 

(—  ->4«x  +^0-)'  —W+  ^^May-^ttc 

Vf— 1     3/  a    '     a.3.4    '    fl.3.4.5.6^  ' 

équation  dont  le  preimer  membre  se  réduit  à  ^^^^^^ ,  et  donne  ^ 

coflune  00  voit  y 'il  somme  d'une  série  très-remarquaUe. 
949.  Si  Ton  pftnd  yssin^^r,  on  obtiendra,  par  I»  formule 
S9^f»dx-^{u  4>  etc. 

S  siiwtarss—  -coia»  À — SOMX  +  — co$<Mf  -|  cas  , 

«         a  »  s*3>4  ' 

^  cos  ax  +  etc.  +  C 

a.3.4.f.6 

Da«s  le  cas  ofi  x=o,  on  a  5sin«jrssar,  dVh  il  sint 

~~  Ê.      a       «•J«4      a.|. 4.5.6 
et  par  conséquent 

Jl       B,a       B,a'  B.a'  > 

Jsii««isi««r+(I-CQ««:)(-  ------  ..3.4.5.6  -^^^  j' 

C0s(tf« — fa)  -    .  M  . 

Mais  puisque  asm^ars»— — ^"^jj^T-^ — ^  (    •  9^^  )♦  * 


_^  ^  costfxco»5<— noaxsînftf  ^  cosyo 

cos  ^  j  (  I  —  cos  d  X  y 


lésina* -i-  .  , 
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«n  déterminant  la  constante  pour  que  cette  dernière  expresnon 
de  Simax  s'évanouisse,  ainsi  que  la  première,  locsque  «ssso. 
La  comparaison  de  Tune  avec  Tautre  donne 


On  parviendroit  au  même  résultat  eo|Mrtant  de  Scw*** 
9p.  £n  général  y  si  dans  les  formules 

on  change  x  en  »  +  A ,  et  qu'on  déteimine  ensuite  la  constante 
aritttraire,  de  manière  que  les  résultats  s<Ment  respectivement  sîflf 
et  cos^  lorsque  »=:o,  on  aura 

cos(/>  +  f*  +  îïA)  V.  COs{p—\qh) 


Jsin(/»  +  îx)  =  — 


La  formule  S  P    =  Çl{P  +  t  P)— a  Ç>z'P,+  etc. 

conduit  au  même  résultat  que  celui  qu'on  dcduiroit  des  expressions 
du  n°.  909,  et  donne  la  somme  de  toutes  les  séries  dont  le  terme 
général  est  le  produit  de  sin(/»+jA),  ou  de  co%(^p -\-qx),  par 
une  fonction  radonnelle  et  entière  de  x  j  et  pour  étendre  ce  procédé 
wuû  loin  qu*il  peut  aller ,  il  ne  filut  pas  oublier  que  toute  fonction 
rationnelle  et  entière  de  sinus  et  de  cosinus  se  ramène  à  des  sinus 
et  À  des  cosinus  d'aries  multiples.  - 

951.  n  paroît  difficile  au  premier  cOttp  d'oeil  de  trouver  ce  que 
deviennent  les  expressions  de  5sin(/  +  f  ar)  et  de  5" cos(/7+yv) , 
lorsqu'on  y  suppose  v  infini  ;  car  on  ne  voit  pas  quelles  peuvent 
être,  dans  cette  hypothèse,  les  valeurs  des  fonctions  cos(p-{-qx  +  {q/i) 
et  de  sin{p-i-q  X  +  -^q  h)  f  qui  pourtant  ne  sont  pas  susceptibles 
de  devenir  infinies,  puisque  le  sinus  et  le  cosinus  ne  sauroient 
surpasser  le  rayon.  Cette  ôiificulté,  agitée  d'abord  entre  Daniel 
BerflOuUi  et  Eulcr ,  paroit  aTOir  été  suffisamment  éclaircie  par  L^cell 
(  Nim  Cmnmmt,  Aud.  Pamyw  T.  XVID  ). 

T  X 


14^       Ch.   I.  Du  Calcul 
11  faut  observÉr  Jircfuèrement  que  la  série 

fin/-!-  nn(/-l-f  )'h8in(/-|*  ftf)...*4-nA(/4>  f 

est  pérîo^que,  c'est-à-dire,  que  ses  termes  redevîeiment  succesn^ 
vement  les  mêmes ,  et  qu'en  conséquence  les  diverses  sommes  par- 
tielles deviennent  nulles ,  à  la  fin  de  chacune  de  ces  périodes.  Ea 
effet  y  l'expression  de       -f-  ?  x  ) ,  qui  se  réduit  à 

^   *  isinif  zsin^y 

lorsqu'on  prend  A=i ,  s'évanouit  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
données  par  l'équation 

dans  laquelle  xmtt  désigne  un  multiple  quelconque  de  la  circonférence 
du  cercle  dont  U  rayon  =.i.  Si  le  rapport  de  t  à  ^  est  celui  de  deux 
nombres  rationnels  ,  on  aura  évidemment  une  infinité  de  valeurs 
de  -v  ,  pour  chacune  desquelles  l'expression  de  ^^sin^  +  ff) 
s'évanouira. 

Cette  expression  étnnt  ainsi  susceptible  d'un  nombre  indéfini  de 
périodes  ne  sauroit  avoir  de  limites  déterminées  ;  mais  il  est  impor- 
tant de  remarquer  que  si  l'on  prend  le  milieu  entre  les  difFérens 
résultats  que  Ton  en  déduit  pour  toutes  les  valeurs  dex,  on  ton- 
bera  sur  «me  expression  dont  le  développement  en  série  sera  iden- 
tique avec  la  proposée.  Pour  cda  on  6ra  succesnvement 

dans  «fC/'-lhf»)»  et  on  obtiendra 

cos  C>  ^-  f  g  y  C0S^/>— ff) 

..asinjf  ..  .xsin?9 

_   cos(^-fly)  ^  cosCf—î?) 

'ftsin-f  zsiniy 

'      COS(f -i-if)  COS(;>— 

;  "    osSn^f  isinif 

COS(/»4-   

asin^f  .  a>sin:;.  * 
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la  valeur  moyenne  résultante  de  ces  valeurs  particulières  dont  le 
nombre  est  «  +  i  ,  sera  exprimée  par  la  série 

La  somme  de  la  série,  renfermée  entre  les  accolades  ,  s'obtient  en 
écrivant /» 4- ,  à  la  place  de  p  ^  dans  l'expression  deicos(/>4-}A;) 
et  en  y  faisant  x=n  et  A=i  ,  ce  qui  donne 

asin4-f  isin-^f  ^  sin~f  * 

quantité  nulle  dans  l'hypothèse  actuelle,  puisque  est  un 

multiple  de  la  demi-cîrconférence  :  le  résultat  précédent  se  réduit 

donc  à     ^°^Jrin^V^'  Tellewt  l'cxpressioii  que  Daniel  BernouUi 

regiinl<âc  comme  la  somme  ou  la  limite  de  la  série 

dii^  +  nn     +  9)  +  sin     + 1  f  ) -H  etc. . 

continuée  indéfînifflent ,  mais  qui  n'en  est ,  à  proprement  parier , 
que  le  développement  (  hu,  n".  4  )  ,  ainsi  que  Ton  peut  s'en 
convaincre,  en  formant  l'équation 

"  ,  =  sin/>  -i-  sin  (i^  +  g  )  +  sin  (/>  +  2  f  )  -f  etc. 

de  laquelle  on  tire  d^ibord 

CCS  {j> — £  î)=asin/»sin    + zsin(/»+ î)sin7f + xsin(^+  2^)sif4^+ etc. 
puis 

COs(/»— ;^y)  =  cos(/»  — iî)  +  cos(;»  +  f?)  +  cos(/7+  cos(/»  +  ly)+  «C. 

— cos(/7+ î^)— cos(/;+ ^^)— etc. 
en  mettant  pour  les  produits  de  smus  leurs  expressions  connues  ;  les 
deux  membres  de  ce  résultat  deviennent  identiques,  abstraction  faite 
du  dermer  terme,  ainsi  que  cela  wtive  dans  le  développement 
des  fonctions  en  séries  diveiycntes  (  Int,  n*.  f  ). 

Cette  dernière  transformation  donne  un  moyen  aussi  élégant  que 
£icile  de  parvenir  à  fexpression  de  Sûa(p-hqx).  En  effet,  si  on 
multiplie  par  %àa-j-q  les.  deux  membres  de  l'équation 

*sii»  (/'+l*)=âui»+^(^+f  )+sin  (^+    ). . . .  ^.sin  x 
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aMiV«inif+*sîn(/r+f)sbif+isbO»+iï)ttnif...>  +  xân^ 

et  se  transforme  en  »sin-i-f  5sin(/»+f*)=s 

C0S(/»— i^)+cos(/r       f  ). . . .  +cos(;»+(»— f)f)  1  ^ 

— co»(/»  +     ). .  • cos(i>+(*--è-)f)--c<>*0'+(*+-ï')ï)i 

dToii  Pon  conclut  ,  >  v  " 

^  .  ,  V     cos(i>>-4-g^— cos(/>  +  (^-HT)g; 

951.  En  appfiqoant  à  l*ezpression  dé  ^ cos (/»  +  ^ *)  et  à  la  série 
cos/»  +  cosO»  +  O  +  cos(/»+ »f  )  +  cos  (/»  +  3  î  )  +  etc. 

les  raUonnemens  et  les  opérations  du  n'.  précédent,  on  parvient  à 
des  conclusions  analogues.  On  trouve  d'abord  que  la  valeur  moyenoe 
de' toutes  les  sommes  paVticulières  déduites  de 

5cos(/'  +  îx)  =  ^jj^l   ^^^^ 

donne  la  quannté 

{r-^x)MP-hl) ^  '  r sîn(/»+ if)+««(^+Tf)- •  •  i  ) • 

La  somme  de  la  série  comprise  entre  les  accolades  se  tirant  defex- 
prcssion  de  Sî^n(,p-¥qx) ,  ea  y  changeant  /»  en  /»+     ,  et  en  y 
foisant  A=i  »  *  = 
CQgj,        cosf^Jh  (n4r\)q)  _sin(^  -H  r  (^+1)  ^)  sln  ^  («-4-  iV 

et s*évanouit  nécessairement  lorsque  lequaiion  («+  i)f =xm'^  a  lieu. 

sinfp — '.q)  . 
On  a  donc  encore  dans  cette  circonstance  ^^j^ 

prouve  que  le  développement  de  cette  fonction  reproduit  eo  effet  la 
série  proposée,  en  multipliant  par  »siajf  î«  deux  membres  de 
l'équation  * 

.    qui  devient  alors 
-^0"—  W)=isinigcos/;+ »  sini  y  cos(/+î)+  1  sin  .^f  cos(/+  etc.. 


K  change  en 

--«n0^ïf)=*-^«(/^îf)4-sb(>+if)+M^^  etc. 

--^in(/,+ij)— sbC;»+ if)— etc. 
lonqu'ou  y  met  pour  les  produits  de  sinus  et  de  cosinus  leum  va- 
leurs y  et  devient  par  conséquent  identiqoe  m  on  b  considère  comme 
indéfinie. 

On  arrive  aussi  à  l'expression  de  V  cos  ,  en  multipliant 

par  isin^^f ,  les  deux  membres  de  l'cquation 

S cos(p  +  ^a)— co<;/7-f-cos(/7-f^)-|-cos(/»+i^)-(-  . . .  +  cos(p+^x)  , 
on  forme  de  cette  manière  l'équation  asin^  f5"cos(/»H-f*)=s 

asinj9COs/7+xsin  ^fCos(^+f)+lMnsjco«(/»  +  a^). .  .-i-ismjqCOsQtJ^qx), 

équivalente  à  cette  autre  :  isin     5  cos(/>+ ^  = 

^«"Kf— îï) + + 1^ )  +  sin(/»  +  ly) . . .  +  sin( /7  +        i) + SU, (^^^ j  j  j 

— sinC/»+ij)— sinC/»+if), .  .--Mn(^+(*— 
de  laquelle  on  tire 

r&ultat  confisrme  à  celui  du  n%  9^0. 

9  «[3.  La  sommation  des  suites  a  conduit  Euler  à  des  întcrpo-    Appitcaiion  de 
lations  très- élégantes  dont  nous  allons  donner  une  idée.  Il  faut  ^''.»°"""**'îî""^** 
d*abord  olicemr  que  certmnes  suites  représentent  des  fonctions  que  poUtion^ 
l'on  ne  saiuroît exprimer  d'aucune  entre  manière,  et  dont  on  n'a  pat 
fliSme  les  différentielles;  Euler  les  appdle /inciitfjitf  ùuxpStMhs» 
La  première  recherche  à  £ûre  est  cdle  de  lenn  diffi£ientie11es 
dont  on  obtient  des  valeurs  approchées  par  le  moyen  des  formules 
dn  n*.  93»* 

Supposons,  par  exemple  ,  que  Ton  demande  les  di^cntielles  de 
4a  fonction  qui  exprime  la  somme  de  la  série 

I     I     I  1 
i  +  — !•  —  +  —.•••••  +  —  » 

1     3     4  * 

fonction  dont  on  ne  sauroit  avoir  l'expression  indéfinie,  mais  dont 
la  valeur  approchée  est 
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en  désignant  cetie  fonction  par      on  aura 
dU I    ir, . 

lérie  qm  donnent  avec  d'autant  plus  d'exactitude  la  Yaleur  du 
coeffident  difierentiel  que  celle  de  x  sera  plus  pandcw 
En  général ,  la  formule 

Su=fudx+-u-i,r—  î—  ~r^->r  ■ — 2  -r-s-~^^'  + 

X      X  dx     x,^,4dx*    a.3.4.f.6  i/jK* 

donnera 

du  .       idu   B,  d'à       B,    d*u         B<  d^tt 

 =U-4  i  '  —  2  L.  '  — 

dx  xdx     X  dx^       X*^*4dx*  2.3.4.5.6 

si  Ton  foit  5»  =  17. 

.  On  appliquera  de  mcme  à  cette  recherche  les  autres  formules  du 
n'.  931 ,  et  par  leur  moyen,  on  obtiendra  le  développement  de  la 
valeur  que  prend  [/,  lorsque  x  se  change  en  Ar-f»,  ordonne  suivant 
les  puissances  de  », 

954.  Euler  est  aussi  parvenu  au  même  développement  sans  le 
secours  des  formules  citées,  et  par  des  considérations  qu'il  est  boii 

,  de  connoître. 

Soit  S  la  somme  de  la  série 

B,  C,  Z?,..  X, 

correspondante  aux  indices 

I  »  2.  »  3  .   4,  , 

Sm  et  Xct  t  ce  que  deviennent  cette  somme  et  le  terme  général , 
lorsque  x  se  change  en  4r4-«*  »  et^déâgnons,  comme  à  l'ordinaire» 
par  J,,  S^,.,,,X,,  JT.,  etc.  Us  valeufs  ét.S  et  de^T,  corres- 
pondantes A  «:+x  »       •  etc.  Cda  posé»  nous  auront 


Maintenant 
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MainteDant  il  faut  examiner  la  forme  que  prend  la  sâie  dans  les 
termes  très-éloignés  du  premier,  afin  de  connoître  la  limite  vers 
laquelle  elle  tend  sans  cesse.  Si ,  par  exemple  ,  ses  t.Tracs  consôcutir's 
approchoient  de  pli:s  en  plus  de  rLj^;iliié  ,  de  manière  qu'en  supposant 
l'indice  n  très-grand  on  eût,  avL-c  une  exactitude  toujours  crois- 
sante, X^=X^^,^     A'„^,^A'„^,,  etc.  on  en  concluroit 

et  par  conséquent  J^„^«=5„4-ft>A'„^, .  En  égalant  cette  expression 
de  Sm^  à  celle  qu*on  trouve  dans  lè  tableau  ci-dessus,  on  obtiendra 

mettant  pour  son  développement,  et  tirant  la  valeur  de  S»  ,  on 
aura 

5«=i+^.  +a;         -{-x^  -fjr„+«x,+. 

Cette  formule  étant  appliquée  &  Ui  série      1  +  -  +  -...  +  -, 

donne 


I  1  »  1 


«+•+1      «+«+1     ar+n+j      *  x+n^.»' 

Ou 

»  »  « 

(*+i)(*+i+^^(*+iX*+2+iÔ"^(*+3)(*+3+-)*^ 

en  aégl^eant  le  terme  correspondant  à  ;  ce  résultat  sera 
d*autant  plus  exact  que  x  sera  plus  grand  et  »  plus  petit.     *  • 

Pour  le  déveloi»per  suivant  les  puissances  de  •» ,  on  observera  que 


.s 


1  I  M  »* 

etc. 

uippendiu,  Y 


T  54        C  n,  L  D  V  C  A  L  c  tr  i 

et  on  aara  ensuite  * 

Sa=S+u>  l —  1  1  '  l-î — ^— r  +  etc.  1 

l(*+0'  (*+3)'  i 

^fc,  [  .  _i  1  l  1  î  1  î — -  -f  etc.  \ 

,       f        I  T  I  1  ) 

.4.ft,   )  1  L_  !  L   etc.  1 

—  etc. 

comparant  cette  formule  avec  la  série 

-+ — ;  — H-^T-j  — +  etc. 

^  résulte  du  théorème  de  Taylor ,  on  en  conclura 

,  f     T  I  1  I  1 

f    I  1  t  I  \ 

iPS  f     i  I  I  i  1 

etc. 

.Conndérons  encore  la  série 

«         1  .    i      I  r 
S=i-\  1  +  —  4  ; 

nous  obtiendrons  »  par  les  formules  précédentes , 

__i  ' 

-1-  — -TT— — -^=.^3  etc» 


jr    Ji'  — >     '  '  ^ 


3 


+  ---7-^.-:n  etc.- 


etc. 
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et  réquation 

1.2.3  +  +      +^"^(^+3)-+»'**  "^'J 

etc. 

de  laquelle  nous  dédimons  comme  ci-dessus  les  valeurs  de 

d*S  d's 

95^.  En  général,  on  a 
Xu    =^  +  -T—  - +-T-T  — +-r-s  +  «te. 

ax    I  1.2  1.2.3 


+•       '    y*   1  i.a  1.3.3 

etc.       :  — 


d'oU  l'on  tire 

5.=5,+  «^^.-    ~  ^ 

 ^  ^'{AT.-f  A;  +  X,+^^+etc.  } 

 ^{j:.+3-.+3:,+jr,^-etc.} 

etc. 

Si  le  tenue  ne  ^évanouît  pas,  coinine  dans  les  exemples 
du  n*.  précédent ,  lorsqu'on  âit  «  infini ,  on  d»ervera  que 

et  l'on  substituera ,  au  lieu  de  X^^, ,  le  second  membre  de  cette 
équation  qui  forme  une  série  convergente,  puisque  les  termes 
Jir,«,  JT. ,  X^f  etc.  sont  supposés  tendre  vers  Tégalité; 

En  pienant  x  s  o ,  il  vient 

Ar.=^,     x^^B,     jr,=  c,  etc 
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si  IVn  représente  par  i?',  jD*,  etc.  ce  que  deviennent  dans  la  rotme 
hypothèse  les  séries 

que  l'on  écrive  ,  au  Ueu  de  ^ ,  et  S^^'j ,  au  Ueu  de  Sm ,  on  aura 
S^'-Oy  c  l  par  conséquent 

'  Efm  D  V        />'  V 

D  est  visible  que'Fon  peut  changer  «en  *  dans  cette  dernière 
expression,  qui  devenant  par  U 

5.=  {v<  +  (5-^)  +  (C- +  (Z>-C)  + etc.}  * 

zy*     zyv  z>"v 


donnera  . 


—etc. 


+  (  /î— ^)  +  (C— S)  +  (i>— +  etc. 

—  i?'— .  —  etc. 

i-         I .  i 


l!rf=r  ^  iX»  — -±_l  —  etc. 


etc. 


—  jy  —  etc. 


956.  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer  ^étend.  au  cas 
oh  les  différences  d*un  ordre  quelconque  des  termes  de  la  série 
J^  By  Z>,....Jir,  tendent  sans  cesse  vers  Tcgalité;  et  Tappli- 
cation  que  notis  allOQS  en  £ûre,'  au  cas  oh  les  difiérences. premières 
de  X  deviennent  constantes,  suffira  pour  montrer  comment  on 
doit  se  conduire  dans  tous  les  autres. 

Dcsignons  trois  sommes  succesbives  par        S^^  ,  <$"b-^»> 

leurs  différences  premières  seront  A'n^,      AT,^, , 

leur  différence  seconde  sera  donc  —  X^^ , 


Google 


DES   Différences,  157 
et  on  aura  par  les  forraules  du  n*.  860 , 

1*1 

nectant  dans  cette  équation ,  au  lieu  de        et  de  5,. ,  leurs  dcve- 
loppemens  respectifs ,  on  obtiendra  la  suivante 

Sa  +  ^u^i  "i*  H"  •^*'+.}  -^ft'^* 

d'où  l'on  tirera 

I  •  X 

Les  quantités  A'„^,  et  X„^, — ^n+i  ctant  équivalentes  aux  séries 
A-,  +  (  A\- A'.  )  +  (  Jîr.- .Y  J  +  etc. 
(  Xir-  ^ .  )  +  (  -S^,—  X  X. + iS: .  )  +  (  Jr^--  x  2:,  +  jr.  )  +  etc; 
on  pourra  donner  à  l'expression  de        cette  forme: 

^«=5-  +  (  A'.—  A'«^.  )  +  (  A',— A-..^,)  +  (  A-^i— )  +  etc. 

+  ^{A:.+(-y.-A:.)+(A^,-A',)  +  etc,}    V  ,      '  ' 

+ '^-^^  { i^-X,)  +  (AT  - xJ:. + +        X A'j  +  A.) + etc. > 

et  en  ^ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  » ,  on  en  déduira  , 
de  même  que  ci-dessus ,  les  coefficiens  diflfihrentiels  de  la  fonction  S, 
Le  thiéorâme  de  Taylor  fournit  encore  ici  le,  moyen  de  chasses 
»  X«4«»  etc.  en  substituant    ces  quantités  les  séries 

'    „   dx,  »  d^x,  4,'  d'x, 

I     dx*  i.x     //jf'  1.1.3 


</A,  0    d^X,  «H»  JW. 


.3 


dx   i     dx"  î,x     dx  i.x.j 

etc.-  '     .'     •  . 
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et  on  aura  ensuite 


1 

-  (  (A  .-A.) +(A:,-^iA    JC.)  +  (X,-!  Aj  4-      + etc.} 

«• 

I 

•» 

rf='{X+X.+X»+€tc.} 

1.1.3 

—  ctci 

Si  les  termes  de  la  série  A  ^  B  ,  C ,  D ,. .  .X ,  tendent  à  s'évanouir  , 
on  pourra  effacer  Je  Texpresiion  précédente  les  séries  qui  mul- 

tiptient  «  et   : ,  dajis  la  première  et  dans  la  seconde  ligne  ; 

mais  on  oe  supprimera  que  la  seconde  seulement,  si  ce  sont  les 
difFérences  premières  qui  s'évanouissent,  et  dans  ce  cas  on  retooi- 
bcra  sur  Tex  pression  complète  du  n*.  préc.  La  comparaison  de  cette 
dernière,  aVec  celle  que  nous  venons  d'obtenir,  fera  voir  évi- 
demment comment  doit  être  composée  la  valeur  de  pour  un  ordre 
quelconque  de  diflEërences  constante  . 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l'on  change  S  en      S»  en 
comme  dans  le  n".  préc.  on  passera  de  S^^^  à  6^,,  et  par  suite, 
cl  s, ,  en  ccriv.int  dans  les  deux  prem'îôres  lignes ,  >  / ,  B  ,  C,  D ,  etc. 
i)  h  place  des  quantités  _Y,  ,  X, ,  X  ,  X, ,  etc.  et  D\  D  ,  D  \  etc. 
à  celle  des  cotiiciens  diffcrenticls  qui  multiplient  respectivement 

-,  —  ,   ,  etc.  dans  les  suivantes. 

I  '  i.i  '    1 .2.3  •  • 

9<I7.  Ce  qi:i  précède  s'applique,  par  le  moyen  des  logarithmes  » 
aux  fonctions  de  la  forme  , 

car  l'cquaiion 

\S  =  \J  +  \B  +  lC-i-  iD.,,,-{-lX, 


DES    DiFFéRENCSS»  l^^ 

conduit  â 

•    1J«=15+1A;— 1^-^*^^+  eîc. 
en  supposant  que  )es  logarithmes  IX,  IX, ,  1X«,  tendent  à  s*cva- 
floiiir;  et  repassant  aux  nombres,  il  vient 

c  _  c  ^'  . 
—    v     •  V —  *  V  —  •  v~  "  > 

-Afi«^j  ^•^^l 

Il  est  visible  que  cette  hypothèse  répond  au  cas  oit  les  fractions 

~-  ,  rrr-^  ,  etc.  tendent  vers  Punité. 

Dans  le  cas  cii  ce  seroient  les  dlfFcrences  prcmicrc^  des  los.i- 
rilhmes  qui  tenJ! oient  à  s'évanouir,  il  faudtoit  ajouter  à  l'ex- 
pression picccJcnte  de  l      ,  la  série 

«{iX.  +  (lX.--lA'.)  +  flA'j-lA-0t(LV4--.lA',)+etc.}, 
qui  revient  à 

et  donneroit  »  en  passant  aux  nombres ,  le  produit  indéfini 

„  «       «  « 

X.  ^  ^.etc. 

d'oùil  lésuUeroic  X.  X 

.  -^+»  x»^ 

L  équation 

1  i«  =  1 5 + 1  A'.—  1  X«^,  + 1 X,—  1  X-v,  + 1  A,- 1  A     +  etc. 
M  transforme «onune  celle  du  n  .  955 ,  par  le  moyen  des  coefficien* 
diffiirentiels ,  en  mettant  pour  1  X«^, ,  etc.  les  séries 

*  ^' +  ^  T+ 7:1  + 1^  TXT  t  ««^ 

etc. 

et  donne 

Uss—   —   ^(lX.+lA;+lA,.f  etc.} 

I   ~  7x 
_         ^{lX,  +  lX,+lXr4.etc.}  . 

 ^{IX.+lX.  +  lX^+etc.  > 

— -  etc. 
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résultat  duquel  oa  dcJuira  les  coeiHcUr.s  diflcrentiels  dt  S  ^  ca 

obscrvajit  que 

dx      t  </.'.•  i.i     ax'  1.1.3 

No.15  ne  nous  arrctcroni  pas  .1  mont-ir  coinmcnt  on  pci;t  faire 
partir  du  cas  de  .r=o,  les  quaniités  S  ,  A.  ,  A  ,  ,  etc.  ce  qui  a  été 
dit  â  cet  ^ard  dans  le  n".  9^5  suTït  pour  qikl^uc  foimule  que  ce 
soit  ;  il  ne  scroit  pas  plus  difficile  de  donner  au  cas  qui  nous  occupe 
tout?  Textcnsion  de  celui  du  n".  précédent  ;  il  ne  nous  reste  donc 
>       qu'à  faire  quelque  application. 

9)8.  Soit  5=i.i,3,4..,,a:=[A  j.  Dans  cet  exemple  les  lo« 
gai-ithmes  des  facteurs  tendent  sans  cesse  à  devenir  égaux,  et  leurs 
différences  premières  è  s*évanouir  ;  car  on  a 

U=l(i  +      =  -  ^  +  ctc 

équation  dont  le  second  membre  tend  sans  cesse  vers  o,  i  mesure 
que  n  augmente  :  il  faudra  pour  cette  raison  ajouter  au  dévelop- 
pement de  Ut»— 15^  rapporté  plus  haut,  la  série 

<.{lX  +  CX.-ÎX0  +  (%-lf.)+(IX4~lXO+etc.}  (n'.  953  ). 
Substituant  au  lieu  de  IJC»  d\X,  i*lJ!C,  etc.  leurs  valeurs 

dx  <fx* 
Ix»   — .  1  etc.  on  trouvera 

«*  f      1  I       .       I  t  1 

 j  +  +  +  +  etc.  [ 

eo*  (■        I  I  I  I  1 


I  I  I  1 

+  ;  +  7  -  H-  r;  +  CtC.  } 


+  etc. 

résultat  dans  lequel  on  pourra ,  si  Ton  veut ,  convertir  en  série  les 
quantités  1  ,  I  ,  etc. 

Si 
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DES  DlFFittENCMS» 


l5l 


Si  Ton  fait  xsso,  ce  911  donnera  J=[oj::^i ,  et  qu'on  change 
«  cnsmte  «  en  «  «  on  aura 

.     Ù,=l =       {Il +1^+1^  +  1-^  + etc.) 

234 

 {  I  +  —  +  —  +  —  +  etc.  } 

»  »•      3*      4'  ' 

«* ,      .   I       1       I  , 
3         »'     3'     4'         *  • 

+  etc. 

Les  deox  séries  qui  multiplient  la  première  puissance  ée  x,  n*ont 

chacune  pour  limite  que  l'infinî ,  mais  leur  diCrence  a  une  valeur 
finie.  La  première,  poussée  Jusqu'au  n"*  terme ,  se  réduit  à  l(n+ 1)1 
et  quant  à  la  seconde  ,  on  a  par  le  n°.  ^39 

i  +  -+-+-  +  -....+-  =  C+l«+  4  +etc. 

1345  n  min* 

soustrayant  le  dernier  membre  de  cette*equation  de  l(it  + 1)  ,on  aura 
pour  la  Uiâerence  des  séries  proposées , 

l(ff+i)— Iji— C  -+£i-^ttc. 

xn    1  «• 

qnantitc  dont  la  limite  est  C,  en  supposant  n  infini;  Ot 
C=s o^jTyzi 5664901 5315  :  il  viendra  donc 


l[jfJ==—*.o,Ç77ii  5664901 5325 

x'   ,  III 


Jppendict, 


'+  etc. 


7»  • 
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d*oii  on  tirera 

--:t»i4:(l  +  ~  +  p-+-l-+etc,) 
I  I 


+  +-r+-r  7-+ etc.) 

a*    y  4* 


Toutes  les  séries  de  cette  équation  peuvent  se  réunir  en  une  seule, 
si  l'on  observe  que 

—     + etc.  sa— — , 


etc. 

et  il  vi^dra  ensuite 

i^3  =— </jr.o,î77Xi^66490i53iç 

959.  Pouvant  ainsi  trouver  ce  que  devient  la  fonction  S  ^ 
lorsque  x  se  cbange  en  x+t* ,  on  obtiendra  sans  peine  la  vraie 
valeur  des  expressions  composées  de  ces  fonctions,  et  qui  se  pré- 
sentent sous  la  forme  de  l  :  telle  est  la  suivante 

II  I 

X    3  *   1 

(«—I  )(»*—!  )' 

lorsqu'on  y  fiut  «  =  i. 


J)  £  s     DlFFÉREIfCES,    .  l6) 

Si  on  ù&t      !+-+-.•••+  ^ssS,  on  auri  (  n*.  955  ) 


3 

1    .    T  I 


S=  *(i+-+--+--  +  etc.) 
*     3  4 

—etc. 

ce  qu'il  est  facile  de  convertir  en 

^«i+7-  +  T  +  7-^^7  +etc/ 

I     1     1     I  r 

i+jf      i+x  4+*~  '^'^ 

*— I        «—1        *■ — î 

=*!  +  — 7 — ; — tH — ;  r-i — ;   +  etc. 

La  snbstîtntion  de  i+»f  àla  place  de  dans  ce  dernier  résultat, 
donnera 

M  »  U 

ou       ^Ça>=  I  +  Z>,w  +  D.y  -h  -0,0»^+  etc. 

en  dcveioppant  par  rapport  aux  puissances  de  par  ces  opérations  y 
la  fonction  proposée  deviendra 

j+D,u+ py  -h  i^t^' + etc.  I 

«(i-ct»)  #(n-i«) 
(H-x»)(i+I>.«>  +  PX4-/?i»'4-etc.)^(  I  +«.) 

•(i4-«»)(  i  +  ~ 
_         +  Z?3e»'+etc.  4-  «  +  i«(Z?,ft>  +  Dy+  etc.) 

divisant  enfin  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  u ,  et  supposant 
«■suite  «=o,  on  aura  2?,+ 1  ponr  la  vraie  valeur  de  la  fonction 
proposée  dans  le  cas  où  x^o  y  or  il  est  facile  de  vmr  que 

i>,=  ■^+■^+7  +        9"*  P*'  «Manquent 

X     3     4  ?  V 

X  % 


1^4  C    H,     1.     D  1/      C  A    L    C   U  L 

960.  Venons  maintenant  à  quelque»  exemples  d'interpolation  : 
soit  la  suite 

III           î      1          I  ■• 
II  I   I 

En  désîgiant  par    le  tenue  général  de  cette  suite ,  on  aura 
I      I         I  1 

et  comme  les  parties  qui  le  composent  tendent  à  scvanouir,  on 
trouvera  par  le  n%  957  , 

•  x,= — 7-7—-  *  -X**»— 


a-if  bx   *  **  a-ifbx-^hm 

etc. 

II  1  • 

«i  +  ^A.  +  ^'w      â-J-^ +^jr4-i«  a-^xb-^bx-^bm 

OU  bien 

^»=:^  -i-  ^«  \        '        +         '  .     l,  .-Ti  +  etc.  I 

+  ^?«3f  î —  u.  !  _  +  etc.  T 

^  +  +  ia  +  xb-\-bxy  f 

—  etc. 

en  employant  la  valeur  de  Se, ,  exprimée  par  les  coefficiens  di£ët 
renttels.  Appliquons  ces  formules  à  la  stiie 
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à  E  s   Différences»  i6\ 
nous  aurons     «=i,     *=i,     J=  i •{ — i — • . . •  H — 

1+*  »+*  J+*  4+v 

I  I  11 

etc. 


Il  est  évident  par  la  forme  Ue  la  série  que  si  T  désigne  le  terme 
qui  répond  à  l'indice  fractionnaire  u ,  les  termes  T, ,  7", ,  etc. 
correspondans  aux  indices  i  +  »  >  !  +      etc.  seront 

or  en  fusant  «sso,  dans     ,  on  aura  S=so,  et 

.r=i    +    f   +    i+    i+    i+  etc. 
t         I         I         I  I 

a+»     J+«»     4+'»  ï+" 
et  la  seconde  expressloif  de  S^o  ,  rapportée  dans  la  page  précédente  , 

deviendra  par  les  œlîmes  hypothèses 

r=  +  •  (  1  +  ^  +  1 + ^  +  etc.  ) 

—  etc. 

Lorsque  #  =     il  vient,  par  la  premicre  de  ces  va!eiirs  de  7, 

i-î+:-H;-T+i-;+etc. 

=  i(ï-;  +  l-Hi-f+î-iH-etc.) 
et  comme  li=l(i  +  i)=   1— î-t-  ;  — 5+4  — — 5+  «c. 
il  est  visible  que  Tst— Ix;  on  aibnc  dans  ce  cas  Tsous  une 
forme  finie ,  de  laquelle  il  résulte  qu'aux  indices 

i>  etc. 

répondent  les  termes 

1— ih,  i+i— ih,  i+l+f — xli,  etc. 
Prenons  pour  second  exemple  la  série  ■ 

I  II  III 
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nous  aurons     -X  =     .      X»^  - — -  ,  et  en  faisant  jr=o  à 

il  viendra ,  pour  le  terme  correspondant  à  llndicr  ^ 

*  '  «     .  ■ 

I  t  I  I 

Si  Ton  prend  •*  =     on  trouvera 

i"     I  »■     I  x"     I  1" 

7              3"    a"  5^    »•  7'    4"  9" 

ce  qui  revient  à 

/i      II  II  ti  r  V 

et  à  I*on  représente  par  A  la  sârie 

I     I      1     1      I     I  I 

ï  — — +::r  r+  — —  tt+ut  r  +  etc. 

x"   -3"     4     5       6"  9" 

00  obtiendra  1^2=  &"—  s'^ ,  d'oii  Ton  conclura  pour  les  indices 


5  ^  etc. 


les  termes 

2-+^-i-^,  1-4-1!+^-».^,  etc. 

961.  Occupons-nous  encore  de  quelques  séries  de  la  forme 
AB,     ABC,     ABCDf  etc. 
et  prenons  pour  premier  cas  particulier  la  siwraatt 

Nous  aurons  par  le  n°.  957 , 

en  supposant  que  les  logarithmes  des  facteurs  tendent  à  s'évanouir, 
et  en  faisant  a==o  ,  dins  A', ,  X.^  y  Ji^  »  et  dans  JC»^,  y  JCv^  f  etc. 
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Si  Ton  pread.a=i ,  i=x,  c=si,  on  aura  la  scrîe 

1  I •!         ■     I • t • t  t • 1 • » • T  » • < • 1 -T-» 

ï»  «'4  »         m-4-6»      .  »'4-n»  •  !• 

pour  laquelle  on  trouvera 

^(6-H«)  7(g  +  >«)  _^ 
•'*i(i+»«)*4(3  +  i-)*6(s+i-)'8(7+z*)-"^- 

et  les  termes  qui  répondent  aux  în^ces  «  + 1 ,  •>  + 1  «  etc.  seront 
nécessairement 

1+1» 


etc. 

ainsi  qu'on  peut  s'en  convaincre  par  leurs  logarithmes ,  qui  se  rap- 
portent au  premier  exemple  du  n°.  prtîccdent. 
Soit  0=;,*il  idendra 

ç  _  «-J  3*ï  5-7  7-9  9'" 
2.1  4.4  6.6  8*o  10.10 

résultat  quise  «hange  en  -  ,  d'après  l'expresnon 

ir     i.a  4.4  6.6  8.8  lo.io 

'    •     .  '  '    .     •       ■"' j  etc. 
»     «-3  3-5  5-7  7-9  9-'« 

npportée  dans  k  n".  945  ;  00  aura  donc  pour  les  indices 
les  termes 

1        t  z        Z.4  1        1.4.6  2 

—  >  - — .— ,     —  etc. 

3    »  3.5    ^  3.5,7  V 

Proposons-nous  encore  la  série 
a,    a{a-^h),    «i(tf  +  i)(a  +  2^)  ,  ...tf(â  +  *)....(4+(«— l)^),  etc. 

dans  laquelle  ce  sont  les  di0érences  des  logarithmes  qui  tendent  à 
s'éranouiri  la  seconde  formule  du  n*.  957 ,  nous  donnera  pour  ce  cas 

j  ^      ('^  +  ^)"  ('+^)     "i^+it)    Ça+ih)    ^a  +  ^t)' 
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d*oii  nous  conclnrons  ensuite 

etc. . 

Soit  pour  exemple      *  «  =  19  ^=si,ou 

I,     t.i,     i'^*3f  I. a. 3.4»  etc. 
et  faisons  «*  =  ;  »  nous  obtiendrons 


±            l'v    3>4»    4M'  . 
5»s  1  » .  — — .  1^ .  -  7— .  ,  etc. 

passant  aux  qviarrcs  ,  nous  aurons 

1.4  4.6  8.10 
o  •     — .  — .  — .  — — r  t  etc* 

3-3  5-5  7-7  9-9 

Ea  rapprochant  cette  expression  de  celle  de       on  verra  que 

5*.=  -,  '<roii  on  conclura  qu'aux  indices 
•  4 

â>       »»  »»  •* 

répondent  les  termes 

ft  '     X  a  '     &.&  a  '     a.i.a    a  ' 

961.  Ces  dernières  interpolations  s'obtiennent  avecla  plus  grande 
fadlité  par  la  théorie  des  puissances  du  second  ordre.  H  suffit  pour 

n 

cela  de  changer  l'expression  [/>J,  en  produits  infinis.  Or  on  a 
(  n'.  90Z  ), 

OU        [/»]  =  W        ]• — 


I 


en  observant  que  [./»+^ — \  =  - — 1^  viendra  de  même 
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4'olioatiRni 

Maintenant  il  est  viable ,  soit  par  le  développement ,  soît  par  ce  qui 
a  été  dit ,  n°.         que  la  limite  vers  laquelle  ttml  l'cxpressioa 

L^+'Kf »  ^  flMsofe  que  le  nonbie  indéterminé r  augmente  par 

n      — n 

rapport  aux  nombres /» ,  ^ ,  et  /i ,  «t  [r  ]  [  r  ] ,  et  que  cette  dernière 
tend  à  son  tour  vers  r"r— =1.  En  supposant  donc  r  infini,  on  aura 

[■.-îr^-  \y\       m  ^(/'+>i+0(f+n  +  i)etc.  (,— -  ■  i)(f-m-l)«te. 

TÉleur  dans  bqudle  le  nombre  n  n'entre  plus  comme  exposant. 
Pknoos  poiir  eample  la  léiie 

■1     ill     ilill-    «»1.y«7»'««(^— 0 
»'     ».4*    *-4.^'      2.4:6. 8... .««  * 

dont  le  terme  générales!  [*^— î^^l,  a^M* 
<Ians  ce  cas  on  «    ^z=»— f»o;    n»»»  et  il  Ticot 

«  Si  Ton  fait  x=:^,  on  trouvera  »  en  développant  les  puissances  af*. 
ftctées  4e  Fexposant  ittfim  r, 

rJri_.(î+0(î+i)(i  +  3)^  (r-.0(i^^)(3-i)etc.   _  ^ 
^  ■*  i.i.j.ete.        *  i.x.3.etc. 

3.5.7»eic  ,1 .3 . 5. etc.  1.3.3.5.5  >7'etCi 

a.4.4i.ctc.*&.4.6«etc  >.ft.4*4.6.6,etc.' 
résulut  semblable  à  cdtd  du  n*.  précédent; 
963.  Cn  changeant  dans  TéquitioB 


+tfi  tô'j    K+[f  î  [oj  [»  jLpJ + etc. 

jipptndict,  T 
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è  laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n*.  904,  f  en  m,  /  en 

— it 

f  +  n^et  multipliant  ses  deux  membres  par  [p'\y  il  viendra 

1  ~r     î  n — 1  —m 

.       .+  [m]Lo][n][;,  +  «][/'] 

Of  il  est  visible  que 

«— •  — «  — » 

on  aura  donc 

+['"'][  o^]  [«][/']+[  '"^3  [  o  ]  [  «  K  z'  ] + rte. 

et  comme  le  second  membre  de  cette  équation  demeure  le  mcme 
lorsqu'on  y  échange  les  quantités  m  tt  n  entr'elles ,  il  s'ensuit  que 

SiTon  remplace  par  f ,  et  qu'on  écrire  ensuite/»  à  ta  place  de 
f-l-m-f  »,  on  aura  celte  ezpresaton 

+[^— ^«î[o'3[iiitf5+|>-^][o][«]M+eic.' 
dans  laquelle' la  quantité  n  n'entre  plus  comme  exposant,  et  qui 

peut  par  conséquent  servir  ;\  rintcrpolaîion. 
£n  rappliquant  à  re^empU  du  n%  priécédent  »  eUe.donn^ 

lAr-ï]VÎ=»+t-7koj[.v][ôî  +  [-i][Ô][x][o"î 

+  [  -  d  [ô]  [*ko  i+ [-iî  £Ô]  [*]  [oj*  +  etc. 
résultat  qui  revient  à 
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964.  Nous  pouvons ,  à  l'aide  de  ce  qui  précède ,  trouver  Tex- 

pression  de  t  ,  dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  n".  94^  ,  et  plusieurs 
autres  très-remarquables.  Pour  cela  il  faut  développer  la  quantité 
(i — x'^f  dans  Imtégrale  nr/x'"~'Jx  {i — *')",  ce  qui  donnera 

«r/*-'^'i/r(iW)-=;«r/«^V«(  i— [•]  {o'W+W  W**— [*]  etc.  >. 

fnt^gimt' chaque  terme ,  depuis  xsso,  îiisqu'à  «=i  »  U  Rendra 

n       »  n       »  -»       n       î  -î       «  * 

CKpNssioii  équivalente  à  cdlc-d 

a.  (-^o:-"--o(-^-^):~n-3)  4  -4 


qué  l'on  peut  éane  comme  il  suit 


Cette  deniièie,  devenant  kkntiqiie  evec  le  ddvdioppemeHt  de 

H  —n 

ip-^m+nllplf  rapporté  dans  le  n°.  préccd. lorsqu'on  y  chenge  m 
en  — n  et en  »,  est  par  conséquent  celuideUi  quatttité£ji+flMi][«î^ 

—m  m 

OU  [m]  [r]  ,  d*oii  il  suit  que  la  valeur  de  intégrale  my3r*'^'4&(i— x*)", 

prise  depuis  x=:0^  jusqu'à  est  [/nJC/i],  ou 

  («»+«+ î)('"-h«+})....  . 

(«+i)(/2+2)(/z-{-3)...         (^+iX'"  +  i)('"+3)...  ("••9^*). 
Appliquons  maintenant  ces  formules  au  cercle»  dont  la  deni-cir- 

cenftience  est  donnée  par  fînti^pale    (  a*,  410  )|  ooni 

aurons  pour  ce  cas  r=i ,  a==^»  /"^"""i*  et  ooilSliKfOos  du  dé- 
veloppement en  série 

•r  i.i    i.t.i  i.i.j.ç 

r=»  +  — +  ^+  2-^  + etc. 

\  a. 3     x*4.s  2.4.0.7 

Y  1 
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résultat  qui  D*est  que  celui  du  n°.  410  ;  mais  en  faisant  usage  du  dé- 
▼doppcmeot  en  puissances  du  second  ordre  «  nous  obtiendrons 

a  ai 

-  et  en  obiennuit  que  T^uatioa    [^3  =^  [^]       m]  (  n*.  901  ), 

donne    [ïi=[î][— i],  nous  déduirons  de  là  îir  =  i([ij)% 

ou       =s4([î])'»  ou  enfin  *^s«»Cîî. 
Cette  cxpreinon  est  bien  digne  de  rcnarqne»  car  la  quantité  anai- 

logue  à,2  [  { ^,  danis  les  puissances  oriUnaires  ou  du  premier  ordre, 

^<ut  a(^)«=-^£sK     exprime  la  diagonale  du  quarré  dont  le 
Kl 

côté  =1  t  tandis  que  V^tt  est  le  côté  du  quané  dont  Taire  est 
égaie  à  celle  du  cercle  ayant  pour  rayon  Tunité. 


fi  l'on  développe  le  produit  [7]        »  d'après  le  aV^^i,  on 

tombera  sur  1  expression  de  waliis  «•  =        '    '  -  /  rap* 

portée  dans  le  (  n%  945  ). 

On  parvient  encore  à  ce  résultat  sans  Ic  secours  d'aucune  iaté- 
\  grale,  ainsi  qu'il  suit  :  on  a 

riir-«i-|  =  Lii — Il  i 


(-i+i)(-i  +  »)(-i+})(-i  +  4)'^ 
etc. 

tfoh  il  £mtfiondure  7]=db — î — ;  suivant  que  «  est 

1  H—  I 

impair  ou  pair  ;  et  avec  un  peu  d'attention  on  reconnoît  que 


nss    D  i  F.V  i  RM  H  C  M  Sm  17) 

, .»«— 1 

sin  » 

rexprcnkm   donne  précisément  les  '  mêfues  valeun 

xn — I 

lorsque  i'iadice  n  est  entier  ,  d'où  il  résulte  que  les  deux  expressions 

.  i«  —  I 
.       sm.  w 

r^][— i]  et   ,  ont  une  infinité  dAvaieurseonminics^ 

En  interpolant  donc  la,  première  par  la  seconde ,  on  en  déduira 

mais  la  vraie  valeur  du  second  membre  de  cette  équation  étant^v , 

il  viendra       ]  [— ]      ,  comme à-dessus«  et  noiisimenons' 

a 


en  même  tems  par  là  que  k  tetme  qui  répond  i  flndice  ;  dans 
la  série  .  ' 

«•    +i#    — i#    +1»  -^etf. 


«t   [-:][—;].  '      '  _ 

Si  l'on  fait  n  =  y  ou  3  ,  on  trouvera 

r»îr  "T-f— r»jr    T-[_  ^7- »  >»  H- ^7- ^9- ^3- ^5"  »  3 
lîJL— îJ  — UJL     îJ     3,j^.  9.15.15. XI. 11. 17. -? 

puisqœ 

Prenant  encore        ,  oa  | »  on  puriendrdl  à 

à  cause  de  sin^vasi  1/1. 

965.  On  peut  olMeiûr  dans  ccèalfontlime  un  aombit  infini  de  ré* 
snitats  semblables  à  ceux  que  noua  venons  dé  rapporter',  et  parmi 
lesquels  il  $*en  trouvera  qui  seront  transcendans»  Vautres  qui  seront 
seulement  irrationnels,  et  d*autres. enfin  qui  seront  rationnels,  ce 
qui  établit  une  différence  essentielle  entre  les  puissances  du  premier 
ordre  et  celles  du  second ,  puisque  par  les  unes  on  n'a  pu  exprimer 
en  termes  finis  qvie  des  quantités  rationnelles  ou  irrationnelles,  et  que 
les  autres  s'appliquent  aussi  à  certaines  transcendantes.  Il  est  incon* 
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testable  que  les  puissances  du  troisième  ordre ,  nécessairement  plus 
générales  que  celles  du  premier  et  du  second  ,  doivent  s'étendre  \  des 
quantités  qui  ne  peuvent  s'exprimer  en  termes  finis  par  celles-ci. 
Vandermonde  ,  dans  le  Mémoire  dont  nous  avons  tiré  ce  qui  pré- 
cède «  comprend  toutes  ces  quantités  sous  la  dénomination  géné- 
rale ^immoMuUts  ,  et  il  les  distingue  en  ordres  ,  en  appelant  irra- 
tionnelles du  premier  ordre ,  celles  qui  réswltent  de  feztmcdoa  des 
racines ,  iirationnellcs  da  second  »  celles  qui  répondent  i.  des  ex- 
posans  fisctionittircs  dans  la  série  des  puissances  de  cet  ordre  et 
qui  sont  irréductibles  aux  précédentes ,  et  ainsi  de  suite.  Non-seu- 
lement cette  nomcoclatare ,  et  la  notation  dont  elle  dérive»  ont 
l'avantage  de  conserver  l'analogie  des  idées  ,  mais  elles  me  pa- 
roissent  p;-opres  à  mettre  sur  la  voie  pour  résoudre  des  questions 
importantes  qui  se  Uent  avec  les  réflexions  exposées  dans  les 
n"  675  et  697. 

Jusqu'à  présent  on  ne  s'est  guère  occupé  que  du  problème  direct 
de  Hnlerpolation i  cette  recherche  présente,  comme  toutes  les 
autres ,  une  question  inverse  qui  peut  être  plus  difficile  que  la 
question  directe ,  mais  aussi  qui  semble  intéresser  beaucoup  les 
progrès  de  Fana^yse.  L'extraction  des  raôncs  n'est  éridemment  que 
nmerpolation  par  rapport  aux  puissances. du  piemicr  ordre  ^  et  la 
recherche  des  logarithmes,  la  question  inverse  dont  nous  parltUM, 
puisqu'il  s'agit ,  dans  le  premier  cas,  de  trouver  la  quantité  qui  ré* 
pond  à  un  exposant  fractionnaire ,  et  dans  le  second  l'exposant  ou 
l'indice  qui  répond  à  une  quantité  donnée.  Dans  l'interpolation  on 
connoît  l'indice  et  on  cherche  le  terme  intermédiaire  ;  dans  la  ques- 
tion inverse  ^est  ce  terme  que  l'on  connoît,  et  l'on  veut  trouver  à 
quel  indice  il  répond.  Il  résulterait  de  la  solution  de  cette  question 
«ne  manière  d'exprimer  tontes  les  grandeurs  en  les  regardant  comme 
faisant  partie  d^lne  suite  proposée»  et  il  doit  nécessairement 
arriver  que  qndqucs-unes  répondent  à  des  indices  entiers 
d'autres  à  des  indices  firaclionnairis ,  d'auttes  enfin  i  des  indices  dont 
la  valeur  ne  seroit  susceptible ,  en  nombres ,  qued'une  exptestioa  ap- 
prochée ;  et  comme  toute  série,  dont  les  termes  croissent  indéfi- 
niment ,  peut  comprendre ,  au  moins  par  approximation ,  une  quan»  • 
tité  qui  surpasse  son  premier  terme  «  quelle  qu'elle  soit  d'ailleurs. 
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il  cxistf  an  nombre  indéfini  de  manières  de  représenter  une  quantité 
quelconque  parmi  lesquelles  il  doit  s*en  trouver (Tatiiet  pour  dasfer 
les  transcendantes,  pour  les  réduire  les  unes  aux  autres  lorsque  ' 
cela  est  possible,  et  enfin  pour  en  dresser  des  tables  ,  ce  qui  paroît 
le  seul  progrès  qui  reste  à  faire  dans  le  Calcul  latéral  des  différen- 
tielles d'une  seule  variable, 

066.  Noos  avons  montré  dans  Un*.  loi^  la  inconvéniens  de  ...P'^^"''''" 

,,„r  ..  ....         •        .  ..  ...  '  élimination  d.in« 

reliaunation  successive  des  mcqnnues*  inconvéniens  qui  deviennent  lo  équations  al^:- 
d'autant  plus  grands  'que  l'on  a  plus  d'équations  à  combiner  en»  btique*. 
ti'élles  ;  nous  allons  faire  connoitre  la  méthode^qu'a  donnée  Bézout 
pour  les  éviter.  Pour  faire  concourir  de  la  mâme  manière  chacune 

des  équations  proposées  à  la  formation  de  l'équation  finale,  le  moyen 
qui  se  présente  d'abord  à  l'esprit ,  et  que  l'on  trouve  appliqué  dans 
les  tlémens,  aux  équations  du  premier  degré  ,  consiste  à  les  multiplier 
par  des  facteurs  indéterminés,  puis  à  les  ajouter  entr'elles,  et  à 
^ler  à  zéro  les  quantités  qui  multipUent  les  inconnues  que  Ton 
veut  fidfje  disparolire. 
Si  Ton  a  voit,  par  exempte»  les  trois  équations 

/«•+*'y4.«'jfy+ii'«  +  «>+/'sso  • 

et  qu^oft  les  mirftipJ jlt  «espectiyemeat  partraiapolyBomct  de  kur  .  ' 
dqiré,  sanroirt  par 

en  fénnissant  les  produits  qui  tcnient  du  quatrième  degré  et  en  les 
ordonnant  par  rapport  à  m  et'>  ,  On  auroit  une  iqtutûon'^ommty  qui 
«ontiendvoit  quinze  termes ,  respectivement  aiiéctés  de 


y 

y' 

y'i 
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maïs  comme  on  auroit  introduit  dix-huit  coefficiens  indéterminés , 

on  pourroit  égaler  à  zéro  les  coefficiens  des  quatorze  termes  qui 
contiennent  x  tx  y  y  et  ne  conserver  que  celui  q»ii  en  est  indépendant 
.  OU  qui  est  multiplié  par  .r'  :  on  obtiendroit  ainsi  l'équation 

Il  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens^,  B,, .  .J',B',. . .  J",  B", . . 
se  détermineroient  par  des  équations  du  premier  degré  ;  mais  leur 
nombre  total  étant  18,  il  en  resteroit  quatre  d'arbitraires. 

Pour  appliquer  cette  méthode  à  des  équations  plus  élevées ,  ou  qui 
soient  en  plus  grand  nombre ,  il  faut  avoir  prétU^lfimeat  lésoltt  les  ' 
qiAstioas  suHrantes  :  1*.  dktrmimr  put  tu  U  mmbn  de  Émus  ^ 
doit  nnfirmer  wipofynm»  tompkt  /j»  dtffi  fiide&Uftu  u  eompnnant 
tm  Mmtn  futktmfiu  ^aeamuusi  x*.  dimwàmr  fimiu  ets  urmes  b  • 
nmiAn  dt  aux  §iù  «wuiMmie»  «db  d*  m  ùuomuus  qtu  t on  voudra 
«r  U  Mmbn  dé  tmx  ok  dU  iimmfês$  w  ce  n*est  que  d'après  la 
solution  de  ces  questions  qu*on  pourra  prévoir  à  quel  degré  doit 
monter  l'équation  finale  ,  choisir  en  conséquence  les  polynômes  qui 
doivent  muhiplier  les  équations  proposées ,  et  s'assurer  qu'ils  con- 
tiendront un  nombre  de  coefficiens  indéterminés  suffisant  pour  qu'il 
. .    soit  permis  d'égaler  à  zéro  tous  les  termes  dans  lesquels  entrent  les 
îneoitDttes  que  Foa  Ycut  âiininer, 

967.  Occupoa^nouf  dTabord  de  la  preni^  question.  Lorsque  le 
|K>lynclflM  ae  itafenné  qa^|]le  inconnue»  il  est  ^nnUe  que  SM 
étant  déngné  par     le  nombre  des  termes  qui  le  composent,  lit 
est  complety  acra  m-|«  i  %  car  il  contiendra  les  termes 

et  ft  Ton  rend  ces  termes  hom^nes  par  Fintrodactioa  Jlune  aou**  • 
Telle  inconnue  u ,  on  aura  précisément  tous  ceux  qiû  composent  U 

puissance  m  du  binôme  /  +  dont  le.  nombre  est  encore  m-^U  » 
Réciproquement  si  Ton  fait  «rsi,  on  reviendra  de  U  puissance 
du  binôme ./+«  au  polynôme  à  une  seule  inconnuç  ;  on  passera 
de  la  même  manière  de  (r+u+x)"  au  polynôme  complet  à  deux 
inconnues  /  et  u ,  en  faisant  x  =  1  :  il  suffit  donc  de  trouver  le 
nombre  des  termes  que  doit  contenir  (  ^  +  «  +  x  )  \  Or,  en  mettant  • 
cette  eiffcssiOB  sons  h  forme  {(r+^H^))"'>^'^^^*^opP^ 

sfidemcot 
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seulement  par  rapport  à  x ,  on  obdcnt  j»+ 1  termes  dont  Fan  quel- 
conque est  multîptié  par  (f4-if)*^«*.  Si  maintenant  on  développe 
celut-di  par  rapport  à  /  et  à  il  en  fournira  m^n+  t  »  d'oii  il 
suit  que  le  nombre  total  des  termef  du  poljrnome  proposé  sera  U 
somme  de  la  quantité  m — n+i,  prise  en  faisant  Tartcr  i»  depuis  » 
îusqi^  m  »  c'est-à-dire ,  la  somme  de  la  série 

m+if      iWj      jn^"i  j  m^~Xi«««aiy 

'        .     .        i  * 

dont  le  terme  général  est  [/»+•  i],  etqui  revient  à  [w+i],  ou  à  ' 

I  •  A 

 —  (  n  ♦  930  )• 

I  •  X 

En  mettant  le  quadrinome.  {t  +  u  +  x y)"  sous  la  forme 
((/  +  a+j:)-f^'}'",etenl«dévdoppant  par  rapport  à  seulement, 
on  trouvera  m+i  termes  dontVunqudconqae  sera  multiplié  par 
(/+»+4r)'^y,  et  par  le  développement  de  la  puissance  du  trinôme 

en  fournira,  d  a  prcscc  qui  précède»  un  nombre  ^  

La  somme  de  cette expresnon,  prise  depuis  ^ssOfiusqu^à^ 3x«, 

c'est-è-dire,  cdle  de  —  [m+a]»  donnera  le  nombre  des  termes 

contenus  dans  le  développement  de  la  puissance  m  du  quadrinome, 
ou  dans  le  polynôme  complet  à  trois  inconnues  :  on  aura  donc,  pour 

ce  nombre  de  termes,  -JL_[«+}j,  ou  ("+3)(^+i)(^.n)  . 

De  même»  puisque  le  terme  (r-hK-f  x-f-^)"-^)  ^  développe» 
ment  de  {(r+«+«+J')+{}*  en  fournit 

+  3  )  (m— g  +  l)  (m— ^4.  l)  A 

^  •  et  que  la  sommme  de  cette  ex- 

1.1.3 

pression,  prise  depuis  f=o,  jusqu'à  fsm,  lerient  à  celle  dt 

^-i---[/n+3j,  on  aura       '      [118  +  43, 
(s>4'4)('n+ 0  0 

V  -ri>A  Tfn  T  A.-r.j/         jg  nombre  de  termes  du  déve- 
i.a.j.4 

loppement  de  la  puissance  m  daqnintinoiiiey  ou  cdut  des  termes  du 
polynôme  compUt  à  quatre  incomineik 
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En  général  le  développement  de  la  puissance  m  A\x  polynôme 
formé  (k    termes/,  etc.  en  contiendra  un  nombre 

expnmé  par  — =  ,  ou  par  . 

+   — i)(//?-f /X— l)  {m-\-  \) 

x«s.3....fi  ' 

et  ce  nomlne  fera  wsaA  cdni  des  termes  du  polynôme  complet 
contenant  i*.  inconnues.  Passons  maintenant  à  la  seconde  question* 

968.  Pour  envisager  cette  question  dans  toute  son  étendue ,  nous 
renoncerons  ainsi  :  trouver  dans  un  polynôme  compUt  du  Jc^ê  m  ,  tt 
renfermant  un  nombre  quelconque  d'inconnues  t,  u,  x,y,  etc.  combien 
il  y  a  de  termes  divisibles  par  t"  ;  combien  ,  outre  ceux-là  y  il  y  en  a  de 
divisiéles  par  u*"  ;  combien  ,  outre  les  préeédens  fil  y  en  a  de  divisiblts 
par  x\  etc.  M  supposant  ^mUtars  n-fp+q+etc.<m. 

On  v<Mt  Msément  que  si  Ton  rassemblé  tous  les  termes  divisibles 
pari*,  et  qu'on  supprime  ce  dcteuTt  le  quoâent  sera  un  polynôme 
du  degré  nv— 0.  Si  on  avoît,  par  exemple,  le  polynôme  complet 
du  sixième  degré  et  à  trois  inconnues  »  et  y,  dont  les  termes 
seroient 


• 

• 

tu" 

tu*x 

tt^x* 

tu*x' 

tux* 

»• 

»v 

t^x 

i^ux 

tu* 

tu^x 

tu*x* 

tux^ 

tx* 

11* 

u'x^ 

ux* 

t^ 

t'x 

f'tt» 

^UX 

u^x" 

*♦ 

1» 

tux 

a* 

»•*      «X*  X* 

<• 

m. 

tx 

ùx 

1 

X. 

En  réumsmnt  ceux  qui  peuvent  £tre  ^^més  par  savoir,  tous 
ceux  qui  sont  multipliés  par  des  puissances  de  /,  supérieures  ï.  Ui 
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seconde ,  et  en  effectuant  la  division ,  on  fortneroit  le  polynôme 
du  troisième  degré,  dont  le  nombre  des  termes seroit  par  conséquent 

(3+3X112X1+0 

En  génénly  dans  le  pot/nome  da  degré  m  ^  beontmes ,  qtM 
nous  désignerons  ainsi  {t,,,^)*,  le  nombre  des  termes  divisîblee 
par  f  se»       au  nombre  des  ternes  du  polynôme 

ft  — ^ 

ou  à  [m  —  n  +  /u][o}. 

Après  qu'on  aura  effacé  du  polynôme  du  sixième  degré,  qui  nous 
sert  d'exemple,  les  termes  dividbles  par  ^«  si  Ton  se  propose 
de  trouver  ceux  qui  sont  di^nbtes  par  il  fiiut,  du  nombre  de 
ceux  qui  Téti^nt  avant  l'exdunon  des  termes  dtvtnbles  par 
retrancher  cèlui  des  ternes  divisibles  par  contenus  dans  le 
polynôme  dont  ^  est  le  facteur  connun  ;  or  les  ternes  diWsibles 
par  tt*  dans  le  polynôme  total  sont  au  noinbre  >  de 

(44-3)(4+^X4+i)^       et  celm  des  termes  divisibles  par  »- 

1.2.3  '  ^ 

dans  le  polynôme  du  troisième  degré  formé  des  termes  divisibles 
par/',  étant  le  mcmeque  celui  des  termes  du  polynôme  du  degré  3 — a, 
OU  du  degré  i  »  est  égal  à  4  ;  la  ditiSirence  3  5—4 ,  ou  3 1 ,  sera  donc 
le  nombre  des  teroMS  &^wbles  par  après  l'expttÛon  de  ceux 
quilesont  par  <*. 

IX— n 

En  général  r/n—/»+fc]£o]  étant  le  nonabre.des  termes  divisibles 

par  dans  le  polynôme  proposé,  et  [m— n— /^./a]  [o],  celui 
des  mines  ternes  dans  le  polynone  du  degré  a»— formîé  dû  termes 

dfivMbks  et  1* ,  ladURrence [ot— /r+^t]  [o]—[/n— [oj , 
sera  le  nombre  des  termes  divisibles  par  après  l'exdnsion  de  ceux 
qû  le  sont  par  A  • 

n  est  fimle  de  voir  que  le  nombre  de  ceux  qui  le  sont  ensuite 
par  »*  s'obcîendfa»  en  leiiiiiehant  du  nombre  total  des  termes  de 
cette  espèce  contenus  dans  le.  polynôme  complet^  le  nombre  de 
ceux  que  renfame  le  polynôme  divisible  pari*  et  le  nombre  de  ceux 


I 
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qui  sont  en  outre  divisibles  par  «'',  et  que  l'on  aura 

fi.  — ^ 

On  trouvcroit  de  la  mCme  manière  que  le  nombre  des  termes  divi- 
sibles ensuite  par  y  est  égal  à  celui  des  termes  de  cette  espèce  que 
contient  le  polynôme  complet,  moins  le  nombre  de  ceux  que  con- 
tient le  polynôme  divisible  par  r",  moins  le  nombre  de  ceux  qui 
sont  en  outre  dfiif^dbles  par  1/  et  moini  le  nombre  de  ceux  qui 
sont  en  outre  divisibles  par  x%  ce  qui  fevient  k 

J     _  A*  f  f*  y. 

et  ainsi  de  suite. 

En  examinant  de  près  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  , 
on  reconnu  bientôt,  i\  que 

[0]{Cfl»—^+;x]— [/»—«— ;.  +  ^])  =A.[0][/n— , 

A»  marquant  que  la  quantité  m—p+f*  varie  de  — «,  2',  que 

S=A,[o][«— f -l-ft]— A^[0]  [fll— f 

marquant  une  différence  du  second  ordre,  dans  laquelle  la 

quantité  m^q^fx  varie  successivement  de  —-p  et  de  — n  ;  et  d'après 
ces  considérations  on  verra  que  le  nombre  des  termes  divisibles 
par^-',  après  l'exclusion  des  termes  divisibles  par  /%  k',  est 

exprimé  par  .  [o][«>-f +^]  ,  a»^  .  inan|iiant  que  la 
quantité  m-— f-j-|( -varie  successivement  de  —y,  — ^,  — n,et 

enfin  que  aV,,,,i,[o]^«-^^ j,  exprimera  le  nombre  des 
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termes  divisibles  par     après  r«zclu»oii  des  termes  divisibles  par 

/%  u\  x\  y. 

Quant  au  nombre  des  termes  restans  après  l'exclusion  de  tous 
ceux  qu'on  vient  de  designer ,  il  s'obtiendra  en  observant  que  ceux 
qui  restent  après  Texclusion  des  termes  divisibles  par  t  est 

S{C'«+fO-[««+#5}=An'î3 
et  si  Ton  en  fetranche  ceux  qiâ  restent  divitiblcs  par     et  dont 

le  nombre  est  ^«[o]  il  viendra 

retranchant  encore  de  ce  lésultat  le  nombre  des  termes  divisibles 
par  x%  après  rcxdaâon  de  ceux  qui  sont  dÎTisibles  par  <"  et  i»% 
on  aura 

pour  le  nombre  des  termes  restans  après  l'exclusion  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par     «'',  «' ,  et  on  arrivera  à 

pour  le  nombre  des  termes  restans  après  rexcluâon  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  ^,  if,  x^,  y:  enfin  à 

pour  le  nombre  des  termes  restans  aprèsrexdttâoa  de  ceux  qui  sont 

divisibles  par  /%  et  ç'. 

969.  Maintenant ,  pour  procéder  à  l'élimination  entre  un  nombre 
quelconque  ^  d'équations,  renfermant  un  pareil  nombre  dlaconnues 
et  réprésentées  par 

(r.../4)"=o,     (r.../*)''=o,     (/...ft)'=o,  etc.,,. 
concevons  qu'on  multiplie  la  première  pat*  un  polynôme  complet , 
contenant  aussi  w  inconnues ,  mais  d'un  degré  indéterminé  tn  ,  et  dé- 
signons le  résultat  ou  V équation-produit  par  {t  ^)'""''"  — o; 

les  autres  équations  pourroient  donner  immédiatement  les  valeurs 
de  «%      y,  etc.  considérées  comme  des  inconnues  au  premier 
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degré  I  et  senrinMcnt  par  conséquent  à  chasser  ces  quandtls  de 
réquatioth-produit ,  après  quoi  il  n*y  resteroit  plus  aucun  des  termct 

divisibles  par  x%  etc.  Si  donc  l'on  ne  veut  conserver  que 
l'inconnue  dans  rcquation-produit  ,  qui  deviendra  dans  ce  cas 
l'équation  finnie  rcsultante  de  réiimination  des  inconnues  u  ^  x^y,  etc. 
il  faudra  fdire  évanouir  tous  les  termes  qui  en  demeurent  affecté ,  en 
disposant  pour  cela  des  CQefficiens  introduits  par  le  polynôme  multi- 
plicateur. 

Pour  nt  pis  embarrasser  le  Calcul  de  tnmes  inutiles ,  il 
cottvîent  dTabocd  dé  faire  dispanrître  du  polynôme  multipU- 
'cateur  tous  ceux  qui  sont  dlviables  par  «%  x%y\  etc.  aHn  de 
coonoitre  ensuite  le  nombre  de  ceux  qu'il  faudra  faire  évanouir  ; 
et  le  nombre  des  termes  restai»  après  cette  opération  sera  exprimé 
par 

ft— i       — I» 
A  [o][ai'+|t](n«.piécéd.); 

n,p  .... 

puisque  m — i  désigne  le  nombre  des  inconnues  que  l'on  élimine. 
Les  mêmes  substitutions  réduiront  l'équation-produit  à  un  nombre  de 
termes  marqué  par 

Si  donc  D  représente  k  degré  de  Péquatioii  finale  en/,  le  nombre 
de  SCS  termes  sera  Z>-|*  I  »  par  caaséqueot  le  nombre  de  ceux  qui 
fcsteroot  affiwtés  des  incommes  jr,«tc.  dans  réquation*pro- 
duit»  après  kt  substitutions  ipw  nous  Tioons  dUndiquer,  aum 
pour  expresnon 

tandis  que  le  nombre  des  coefficicns  indéterminés  ,  introduits  par  le 
polynôme  multiplicateur ,  sera 

— .  M 

Parmi  ces  coefficicns  il  en  doit  rester  un  qui  soit  arbitraire  ,  puisque 
l'on  peut  toujours  réduire  à  l'unité  le  coefTicient  de  l'un  des 
terme;  de  l'équation-produit  ;  d'après  ces  considérations  on  a , 
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pour  déterminer  m\  l'équation 

f*— t  —5*         /»  M— «  — A»  .  f» 

A  C0][*'+#»]— ISBA  [o][«+«/^.|*]— Z>— 1^ 

^  donne 

B=[0]A  [»»+«'+ f*], 

en  poisaot  hocs  de  le  ceractérisrîque  a  »  le  fréteur  constant  [o] ,  et  en 

réduisant  les  deux  termes  du  second  membre  à  un  $ieuU  II  ne  fÇSie 
^ttS  qu'à  développer  la  différence  indiquée ,  en  obsenrant  que  les 
mations  de  la  quantité  m-^m'-^fk  sont  successiTeiiient  —m, 
—a,  — jp»  — 

Pour  y  parvenir  il  suffit  de  fenarqucr  que  la  fonction  [m-l-jN^-l-fi] , 
étant  dévdoppée,  par  rapport  aux  puissances  de  m+n^t  lera  de 
la  forme 

et  que  Ton  «un  par  conséquent 


Substituant  cette  valeur  dans  celle  de      on  aura  seulement 

c*est-ip|£re  »  le  diéorâme  de  Bézout,  énoncé  dans  le  n*.  189; 
savoir  ,  que  U       J*  tl^umn  fuùk  ,  riatUaut  tU  ti&mtu^m 
nomhn  quektmque  déquatîons  ton^&uSf  renfermant  m  pmii  momhi 
^ inconnues  et  dt  dtgrés  futkoitftus,  t$t  ég*i  attprodmtdts  tjcposmsit 
€ts  équations. 
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De  l'intégration  970.  Jusqu'ici  nous  avons  suppose  que  la  différence  de  la  fonction 
DiWtoMD^dêax  cherchée  ctoii  donnée  explicitement  par  les  variables  indépen- 
TariaUo.  dantes ,  nous  allons  maintenant  nous  occuper  des  cas  où  l'on  a 
seulement  une  équation  contenant  la  foncâon  cherchée,  ses  diffi- 
lenceSa  les  variables  indépendantes  et  leuisaccroissefflens.  Supposons 
d*abord  que  la  fonction  cherchée  y  ne  dépende  que  de  la  seule  Ta- 
riabie  x ,  dont  raocrMSsement ,  conddéré  conune  .constant ,  sera 
désigné  à  l'ordinaire  par  h.  L'équation  proposée  sera  comprise  dans 
la  formule  générale  -^C*»  A»^,  AJ'»  A'j^,  etc.  )  =  0. 
Il  est  à  propos  d'observer  que  l'on  peut  en  faire  disparoître  les 
différences  t^y  y  ,  etc.  en  les  remplaçant  par  les  valeurs  censé*, 
cutiyes  de^,  puisqu'on  a 

^y—y—y%     ^^y=^yc^^yx-^y%  etc. 
et  le  résultat  prendra  la  forme 

*  »  *t  J'»  J'.  »    »  etc.  ) =0 , 

d'après  laquelle  on  voit  que  toute  équation  aux  dil^renctt  £ût  coih 
noître  la  valeur  de  la  fonction  cherchée  9  par  le  m<^fen  d*un  certûtt 
nombre  de  valeurs  antécédentes. 

Si  l'équation  étoit  du  premier  ordre ,  par  exemple  ,  onaurmty,, 
^  par  le  moyen  de  y  ;  si  elle  étoit  du  second ,  on  en  tireroit^.y  ex- 
primé par  j,  et  par  y  ^  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  de  reconnoître  qu'une  équation  quelconque  aux  diffé- 
rences équivaut  à  une  série ,  dans  laquelle  on  obtient  chaque  terme 
par  le  moyen  de  sa  relation  avec  ceux  qui  le  précèdent  et  «vcc 
ïlndiee  ^  marqne  le  rang  qu*it  occupe.  En  eiftt,  lotsqu'on  a» 
par  exemple,  ^«ssf(jr,  A^jr^yJ ,  on  en  déduit 

et  fon  forme  alnd  la  série 

y  »  y.  ,  y.  »  J'i  >  ^*  »  etc, 
au  moyen  de  ses  deux  premiers  termes. 

Ce  cas  particulier  suffit  pour  montrer  que  dans  la  sérit  déJuiu 
Jtwu  ^tiation  qiultonqtu  MX  dij^rmcts^  ilyâm»  m^mn  éoumuJk 

On 
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971.  On  peut  changer  toute  équation  aux  différences  en  une 
équation  différentielle  d'un  ordre  indéfini ,  en  substituant ,  an  lieu  de 
Ay,  etc.  leurs  développemens  d'après  le  n".  864  ,  et  il  n'est  pas 
moins  évident  que  l'on  convertiroit  aussi  toute  équation  dlffcren- 
tielle  en  une  équation  aux  différences  d'un  ordre  indéfini,  en  rem- 
plaçant les  coefiîciens  ditléreniiels  par  leurs  développemens  thés  de  la 
forffluledun%  867. 

n  ne  paroit  pas  que  ces  transfbrfmdoos ,  qui  ontHnconrément 
d%itrodttire  nn  nonbrt  infini  de  ternes  >  puissent  être ,  en  général , 
tout  utifes  pour  nntégrarîoa  des  équations  %  m«b  dles  sont  très- 
propres  à  faire  sentir  la  différence  qui  existe  entre  te  Calcul  difié* 
rcntid  et  le  Calcul  aux  différences.  Elles  prouvent  que  par  la  nature 
de  ce  dernier ,  les  différences  de  la  variable  indépendante  doivent 
avoir  nécessairement  une  valeur  déterminée  ;  car  si  l'on  avoir  une 
équation  entre  x^yy  ax,  Ajy  ,  a*j' ,  etc.  dans  laquelle  ax  de- 
meurât indéterminé ,  qu'on  la  développât  suivant  les  puissances 
de  Ajr,  ày^  à*y ,  etc.  ce  qui  lui  donneroit  la  forme 

+  etc.  3 

on  7  pounoit  substituer ,  au  lien  de  »  »  etc.  kun  développe- 
mens ,  et  comme  a  x-  y  resteroit  encore  indéteniûné ,  il  £audr«ttt  «pie 
les  cocfHciens  des  diverses  puissances  de  cet  accroisseuient  sTév»- 

nouîssent  d'eux-mômes.  On  obtiendroit  ainsi ,  entre  les  variables  :r,^, 
et  leurs  différentielles ,  un  nombre  infini  d'équations  qui  devroient 
s'accorder  entr'elles  pour  que  la  proposée  signifiât  quelque  chose  ;  et 
dans  ce  cas  elle  ne  séroit  équivalente  qu'à  la  première  de  ces  équa- 
tions ,  dont  les  autres  deviendroient  les  diâiirentielles  successives. 

En  ne  supposant  l'équation  au*  diliSrences  que  du  premier  ordre  , 
ce  qui  la  réduit  à 

Ae^x-^Bxy-frd^x^^Dàxc^y^-EAy*^  etc.  =  0, 

et  prenant 

dy  \x     (i»Y  A**  A  Jf' 

Jfpaâiet»  A  a 
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il  vient 

. 

d*oit  l'oB  â« 

et  si  cette  suite  d'équations  ne  peut  avoir  lieu  y  la  proposée  ne  pourra 
se  vérifier  qu'en  assignant  à  Ax  une  valeur  particulière. 

971.  Gel  préliminÉircs  posés ,  enuoni  en  matàktt  par  lUnt^adi» 
de  Véquatîon  générale  du  premier  degré  et  da  premier  ordre. 

Sott  réquation  Ay+Pysa  Q,  analogue  à  l'équaûon  diffiien- 
tîelle  que  nous  avons  traitée  dans  le  n*.  547;  un  procédé  sem- 
blable à  celui  du  n*.  cité  Ta  nous  conduire  à  son  int^rale. 
Faisons  y  =  u^^  et  nous  aurons  àysssMA^+iàU'^  Auà^^ 
ce  qui  changera  lYquation  proposée  en 

en  posant  séparément 

il  restera  uAi+  auai^Q,  d'oik  Pon  drcia 

La  question  se  réduit  donc  i  int^rer  l'équation  A»-|-?»=o ,  dans 
laquelle  on  peut  séparer  les  Yariables  en  lui  donnant  la  forme 
Au 

~  =^P  t  puisque  P  est  supposé  ne  contenir  que  x.  Prenons 

il  en  résultera      Au:sé(^-»i)  ti  ^ss^^tss^P, 

u 

d'où  nous  tirerons 
At 

«  J»,  P)  et  /  =  S1(|-/'); 
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maïs  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction  i— -P,  fépoadant 
au  produit  continuel  des  valeurs  sncce^ivcs  que  reçoit  i-~P,  entie 

les  limites  de  llatégrale,  si  l'ondésigae  ce  produit  par  [  i  — ^ 

on  aura  1  [  i  —  Z»^,  ] ,  d*oii  on  conclura 

Le  sens  de  la  notation  que'nous  venons  dlntrodutre  est  fiidle  à 
saisir  d'après  celle  du  a*.  901,  car  il  est  TbiUe  que 

C  »        ]  =  (  I -P.-.  )  (I  -P.-)  (   (i-P.) , 

en  s'arrêtant  à  la  première  des  valeur»  de  et  si  Ton  fiut  attention 
que  »+  A«=«t«  on  obtiendra 

«  +  A»  =  [i-.P,]  et  {»s  

ce  qui  donnera  enfin 


la  constante  aibitcaife  étant  comprise  dans  Tintégrale  indiquée* 

Cest  à  peu  près  ainsi  que  Lagrange ,  qui  te  premier  fit  voir  fana* 
lôgle  que  les  équations  du  premier  degré ,  aux  différences  ,  ont  avec  tfS 
équations  différentielles  du  même  degré ,  a  intégré ,  en  1761 ,  l'équa- 
tion traitée  ci-dessus ,  il  applique  ensuite  son  résultat  à  Téquatioa 

qui  revient  ^  y  •\- ^  Ry -\-  Q.  En  comparant  cette  dernière 
avec  A^+i»j^=:Q,  il  vient  P=i—R^  1— P=iJ,  et  l'on  a  par 

conséquent  y^iR^'^^-^, 

Dans  le  développement  du  produit  [r — nous  avons  sup- 
posé ,  pour  plus  de  simplicité ,  la  différence  de  x  ^e  à  l'unité  ; 
on  pourroit  conserver  la  même  expression  "  en  convenant  qu'elle 
répond  à  (i—p^  p_^J(i_p_,j  etc.  lorsque  A.r=« ,  ou 

bien  transformer  l'équation  proposée  en  une  autre,  en  faisant  ;ir=/>Ji?'9 
ce  qui  donneroit  a.v=//aji;  et  àx'~i, 

Aa  1 
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Si  l'on  suppose  que  le  coefficient  K  soit  constant,  on  aura 

L'int<^gration  In  liqnce  s'effectue  facilemeot  lorsque  Q  est  constant; 
on  obtient  dans  ce  cas 

En  gcncral  on  obtiendra  la  valeur  de  y ,  délivrée  du  signe  d'inté- 
{;ration  toutes  les  fois  que  Q  sera  une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière de  *  (  n°.  911  ). 

973.  Dans  les  recherches  citées  n°.  précéd.  Lagrange  applique  aux 

équations  du  premier  degré  et  d'un  ordre  quelconque  aux  différences  , 
la  méthode  que  d'Alembert  a  àvjnnée  pour  les  équations  différentielles 
du  premier  degré  tt  dont  nous  avons  fait  connoître  l'esprit ,  n'.  658  ; 
mais  il  est  revenu  sur  ce  sujet,  en  1.775,  par  une  mciiiode  encoxe 
plus  simple ,  que  nous  allons  faire  connoître. 
Représentons  par 

une  équation  d'un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré  par  rapport 
à  la  fonction  on  prouve,  comme  dans  le  n%  647,  que  ion  inté- 
gration se  ramène  à  aSXt  de 

•     îr-t-n  +  ^.ÎT+n-.  +  QxWn-.  +  ^x{r=0  (5), 

et  que  l'on  obtient  la  valeur  complète  de     ,  lorsqu'on  en  connoît 
un  nombre  n  de  valeurs  particolières. 

Cette  denûère  proposidon  est  évidente  pat  dle^n^ae }  car  il  est . 
clair  que  si 

sont  des  fonctions  de  x ,  qui  satisfassent  à  l'équation  {B) ,  l'evpresâon 

y  satisfera  pareillement  ;  et  quand  le  nombre  de  ses  termes  sup- 
posés absolument  réductibles  entr'eux  sera  n ,  elle  sera  l'intégrale 
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conplite  dt  cette  équaâoa»  puisqu'dle  fenftnneni  n  cùastiaïus 
arbicnires»  C',C*,  C^^etc. 

CeU  pofé,n  fonr^^mleccicoiMtaiitci  comme  deifiMicâonidejr» 
et  que  daos  cette  hjrpothèse  on  change   en^, ,  on  que  Fon  £ane 

on  en  déduira  d'abord 

résultat  qui  te  tnmsfo|rme  en 

•HT^aC+i^^.  AC».+t"^AC*.+ etc. ' 

en  mettant  pour  C^, ,  C',^, ,  etc.  leurs  valeurs 
C'.+aC"^,  etc.  et  terédmt  à 

lorsqu'on  âit 

r-^AC'.+t'*hi^'.+t'%AC'".+  etc. = o  (1) ,  • 
de  nftme  que  â  les  quantités       C\'^  C'%  »  etc;  fussent  demeurées 
constantes.  En  faisant  de  nouyeau  varier  »,  on  obtiendra 

+  t'^AC',+t"^.AC".+i"'^>C".+  etc. 
résultat  que  l*on  réduira  à  . 

pat  la  supposition  de       -  ' 

faisant  varier  x  une  troisième  fois ,  on  parvient  à 

y.^^^C'^'^  +C"^'^  +C'-^"^  +  etc. 

en  posant 

'  Û^^^C'.'\-{  .^^^C\  +  i'\^^àC\+ttc.  =  o  (3), 
et  Ton  continue  ainsi  jusqu'aux  équations 
J^.^w=<^'x6^.-.  +C"X,^n-,  +etc. 
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Mâintenaot ,  st.  daM  U.  valeur  de  xîax+i; 

on  trouvera 

+  6,,aC',+î",,,aC-',+î'"^aC-',+  etc. 

mettant  dam  ré«iuatioo(>#)  les  valeurs  df  y,,  ^,4.,  ».  •  •  .y, +r, -,»y«+n» 
en  observant  que  par  l'hypothèse  et  d'après  l'équation  {B) , 

+  +  Q.t'*^  +  =^ 

etc. 

il  restera 

îU„AC',+î^,.AC".  +  î"U,Ar'.+  etc.=  f'.. . . . . . . ..(«). 

On  conçoit  facilement  qu'avec  le  secours  des  équations  (  i  )  , 

(3),  (« — 1),  («),  on  déterminera  en  fonctions  d« 

les  différences  aC,  ,  aC",,  aC"'.,  etc.  ce  qui  rédnica  la  fccherche 
des  quantités  C,  C  ,  C  ',  ctc  4  rmt^Sratioo  des  fiMCtions  d'une 
seule  variable. 

974.  U  convient'  donc  de  noiii  occoper  de  Féquation 

+ /'^.-t  +  Q,w.»-.+*.{-+-i«  •  •  •   «U.«=o«  •  •  • 
Lorsque  les  co«ffictens  de  cette  équadon ,  au  lie«,d*étre  des  fonctions 
de  X,  sont  des  constantes ,  ou  que  l*on  a  seulement 

on  y  satisfait  en  fiûsant  t>=^'  >  résulte 

^+.=»««^'»   .0^*=*^; 

die  devient 

m--+Pm'-'  +  Q  m-''  +  ^=0  (/>)  , 

et  sera  vcrihce  si  l'on  prend  pour  rindéterminée  m  les  racines  da 
cette  dernière.  Si  donc  on  désigne  par  m,  m",  etc.  ces  diverses 
racines,  on  aura  (  n\  précéd.  ) 

ç^-rr  Cm'^+C  m  '  +  C  'm''^^  

Cette  expression  présente,  par  rapport  aux  quantités  m\  m^ym",  etc. 
les  mêmes  circonstances  que  l'intégrale  de  l'équation  différentielle 

Pdx^~\-\'  Qdx'd'-\'\-IUx'd'-\, . . .  +  ir^Jx'=zo  (  n%  648  ). 
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n  peut  arriver  que  les  ndsct  de  Téquadon  (Z>)  strient  tOattt  féelles 
et  inégales ,  ou  qu'il  s'en  trouve  d^^es  entx'elles;  dans  le  premier  cis 

la  valeur  de  i  est  complète ,  mais  elle  cesse  de  l'être  dans  le  MCOnd. 
Il  faut  alors  recourir  à  des  artifices  d'analyse ,  semblables  à  ceux  que 
nous  avons  employés  pour  réquation  différentielle  ;  mais  nous  pré- 
senterons cette  recherche  sous  un  point  de  vue  un  peu  ditTcrent ,  en  la 
ramenant  à  une  détermination  particulière  des  constantes  arbitrau-es. 

97Ç.  L'équation  (C) ,  qui  peut  être  considérée  comme  exprimant 
la  nature  d'une  série  dont  un  terme  quelconque  représenté  par  ^^^^ 
dépend  des  n  termes  qui  le  précédent ,  suppose  nécessairement  que 
les  n  premicn  ternies  de  cciie  série  désignés  par 

î»  »      îi  >      î»  >      {!»•••* in-i 
sont  arbitraires^  (  n°.  970  )  :  ce  sont  ces  termes  que  nous  allons 
introdotrrà  Japtaîw  des  «onstaates  C\  C",  C"',  etc.  Pour  cela  nous 
aurons  tes  équations 

+C*  *  +C«"  +ctc.N 
t.  ^Cmf  ^C"m\  ±C"m"'  +  etc./ 
^1,  ^mf*  +CV  ,.+C'"ai«v  +etc.f 
t,   sC'ji^  +W»    +C'"«'*«  +etc.r^' 

{»_.=C       +  Cm""-  +  C"W— t|.  eiç.) 
dont  le  nombre  est  égal  à  celu»  àfs  quantités  iC?',  C*,  C",  etc. 
qui  n'y  montent  d'ailleurs  qu'au  pfemicr  degré;  et  en  pcénaat  suc* 
cesslvement  n=^  i  ^  n=ii,  n ssj^  ei& on obticiuW«is> sésuHats 
particuliers  *  .>. 

etc. 
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La  loi  de  ces  d»uttats  est  déjà  assez  évidente  pour  qu'on  puisse 
les  pousser  aussi  loin  qu'il  sera  nécessaire  ;  mais  on  peut  en  dé- 
couvrir la  forme  générale  sans  recourir  à  l'Induction  ,  en  taisant 
usage  du  procédé  d'élimination  donné  à  la  fin  du  n  ,  649. 
En  effet,  si  l'on  représente  par 

^-   +  cr=o, 

l'équation  dont  les  racines  sont  m\  m"\  etc.  et  que  l'on  multiplie 
ravant-dernicre  des  équations  (£)  par  P' ,  la  précédente  par 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  première,  qui  sera  multipliée  par 
on  aura ,  en  ajoatant  les  produits , 

+  C  +  W-*  +  <l  nt*^  +  C^)   f  5 

+  etc.'..  J 

toute»  les  lignes  du  second  mcfliface,  cxcqité  la  première,  sont 
nécessairement  nulles  »  comme  n'olfrant  que  les  rimltals  de  la  snbstt- 
tution  des  quaVt^tés  V«  ^  ^  pl*ce  de  ti  il  viendra  donc 

On  trauTeroit  de  la  même  mutité  C,  C",  etc.  en  substituant 
tuccaâvement  les  fadnes  m",  m'" ,  etc.  à  la  place  de  m\  et  en 
fotmant  rdq^aâon  $  ayec  les  racines  m\  m!",  m",  etc.  m\  m*,  m",  et;. 
Nous  avons  déjà  fait  voir  dans  k  n*.  cité  >  que 
ot'— +/>'/»'— +  Q''"'""'  w")(«/-sB")etc, 

»  Il     + (n—  I  )  p  m"- + i)  Q/»""*. .  • . + r , 

ce  qui  se  déduit  évidemment  de 

^  —   ^  » 

pourvu  qu'après  la  différentiation  on  change  m  en  m.  Pour  foimer 
les  quantités  P',  Q  ,  /î  . . . .  i^,  il  faut  multiplier  Téquatioa 

<2'r^. . . . + i^«o, 

par  iuHn',  ce  qui  doit  la  rendre  identique  avec 

en 
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en  chaageaftt  «  ca  M, et  oa  «Kl,  pv  la  comp«aisondei  tccHKi 
sembUMes 

q^rm':=^Q,   X^Çfm'^Ri  S'^tCn/^,... 

^cUt  oa  tifira 

P'=P  +  m' 

K'=R^Qm-\-P  m"  +  to" 

S'=^S-i.Rm'-hQm'''i-Pm"i-m\ 

etc. 

976.  Supposons  à  présent  que  Téquation  en  m  ait  des  racines 
im^naires  et  des, racines  égales;  il  faudra,  comme  on  la  indiqué 
dans  le  n*.  650,  réunir  les  premières  par  couple ,  et  on  convcttira 
ensuite  èhaaine  en  foncden  de  nnus  et  de  connus ,  suivant  les  for«  ^ 
mules  connues;  la  transformation  ^«pérerait  arec  un  peu  plus  de 
facilité  en  traitant  immédiatement  par  le  ptocédé  du  q*.  648 ,  la 
♦aleur  obtenue  dans  le  n*.  974, 

En  observant  que 

ct"-'  4.  r  rrt"-»  +   +  î^=(  m'-^m'){m'—m"Xm'^m")  

m'  "-'  +  P"  m—* +  Q'm— ^  +  £^''=(  m'~^m'){m'—m'")  {m'^m'"  )  

q'm"'-', . . .  +i7"=( «'X*»"— X«"'— «'  )  

etc* 

«n  peut  dcstre  Ici  deux  pieaieii  «raai  de  la  ^eur  de ainsi 
qu'il  mity 

f  —  m  j^m  —  m  J . . . . 

et  Pon  Toit  qn^  se  réduisent  à  \  lorsque  m'=/»". 

Les  trrns  prenuers  fermes  étant  écrits  de  cette  manière  : 

(«'-hb'X«'— «")  i  (m'— m*') .... 

'JpptnMft,  ,      B  b 


I .  •  •  • 
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deviennent  visiblement  ^ ,  lorsque  l'on  a  en  même  tems  m'=m'=m", 
et  ainsi  de  suite ,  à  mesure  que  le  nombre  des  racines  égales  aug- 
mente. Il  faut ,  pour  trouver  alors  la  vraie  forme  de  llat^rale , 
recourir  à  la  méthode  du  n*.  139,  quand  il  n'y  a  que  deuxndnes 
égales ,  et  à  celle  du  n*.  147  lorsque  le  nombre  de  cec  racines  surpasse 
deux.  L'usage  que  nous  avons  d^à  fait  de  ces  méthodes  dans  un  cas 
absolument  semblable  à  celui  qui  nous  occupe  (  n*.  650  ),  nous 
dispense  d'entrer  dans  aucun  détail ,  et  nous  nous  bornerons  eo 
conséquence  à  donner  la  forme  des  résultat;.  Il  faiulra  substituer 
aux  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  (  la  quantité 

lorsque  jri'sstt',  ans  trois  pren^»  la  quantité 

lorsque  m^^m'szm"',  et  ainsi  de  suite:  dans  ces  expressîoAi 
c\  c\  c'",  etc.  remplacent  les  constantes  arbitraires      C,  C,  etc. 

977.  N9US  indiquerons  sucdttctemeat  ici  U  route  qu'il  faut  suivre 
pour  déterminer  les  quantités  C,  C,  etc.  par  le  moyen  des 
équations  (1) ,  (i). . .(«— 1) ,  («) ,  du  n".  973  ,  afin  de  parvenir  à 
l'intégrale  de  l'équation  (y/),  dans  le  cas  où  les  coeificiens  P,  Q,  /î. . .  £/ 
sont  constans  et  f^^  est  une  fonction  quelconque  de  x.  Les  équations 
(i)*  •••('* — 0»       »  deviennent  alors 


«'•^•AC+m'*^'AC'+»'"^»AC*'+  etc.  =0 

en  y  substituant  pour     ,  i^^, ,  i,^  etc. 

m",  m"*'t  m"f*,..,m'%  ttc. 

Si  Ton  fait 

4»'^+ ^c'^-iT,;    {ii*+'AC*=4''r.,    m'"^'a.c"=j:r^t  etc. 


DES  DlfFÀRENCES, 
6h  arrivera  aux  équations 


m 


^'"+  etc.  =  o 


II" 


•I-  etcsso 


traitées  dans  le  n*.  649 ,  et  l'on  tcmincn  ropératioa  comme  dam 

le  n*.  975.  Si  paroù  les  valeurs  de  m  y  il  s*en  trouve  d'ima^Mtrei 
ou  d'égales  entr'elles,  on  aura  ^ard  à  chacune  de  ces  drconstances 
par  des  procédés  absolument  semblables  à  ceux  sont  dévdoppéc 
dans  le  n°.  ôjo. 

978.  L'on  n*a  fait  que  peu  de  tentatives  pour  intégrer  l'équation 

dans  îe  cas  où  les  coefficiens      ,  Q,  sont  des  fonctions 

de  x;  c'est  Laplace  qui,  dans  ce  genre,  a  porte  le  plus  loin  ses 
recherches,  et  pour  en  présenter  l'ensemble ,  nous  commencerons  par 
donner  la  méthode  qu'il  employé  pour  intégrer  l'équation  du  premier 
étgcé  et  du  premier  ordre. 


*  Soit  y.^,=P^s+(L> 

on  tire  successtreDent  de  cette  équation 

yi=-Piyi+Qi 

«le.  ' 

substituant  la  valeur  dc^, ,  dans  celle  dej^  ,  puis  cette  dernière  dans 
-^.«cclle  de  y,  et  ainsi  de  suite,  il  vicndr» 

y^z^P,P.P.y.   +P,P,Q.  +P,Q, 


Bb  i 
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ce  en  général 


expKsnonque,  d'après  la  conventioa  iaiite  dans  le  a*.  971,  l'on 
peut  encore  éczke  .comme  il  suit: 

on  a  dans  cette  formule  la  valeur  de  y, ,  exprimée  par  le  moyen 
de  ,  et  par  conséquent  le  terme  général  de  la  série  correspon.» 
dante  à  l'équation 

Si  l'on  représente  y,  par  une  quantité  acbitraîre  C,  et  que  Ton 
observe  en  même  tems  que  ki  série 

étant  mise  sous  la  forme 

IPs^tll — T + — r  +    r**  • +  7 

que  l'on  peut  vérifier  par  le  clévcloppenent  ou  par  les  analogies  de 
la  notation  actuelle  avec  celle  du  n*.  90% ,  revient  à 

£/>  j2  Jîii-  (  a'.  897  ),  on  aura  de  même  que  dans  le  n°.  97» 

^  IP']S 

Ce  procédé  doit  être  remarque  parce  qu11~ conduit  directement  à 
rintcgrale  et  qu'il  montre  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  la  for- 
mation des  valeurs  successives  de  la  fonction  cherchée  »  pour  en 
obtenir  l'expression  générale.  '  •  ' 
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979.  Passons  aux  ordres  supérieurs»  soit 
*  et  Élisons  • 

w 

•••••••••••••••••••••»«•  J 

flittitipliant  succcsstvcmMt  les      1 ,  prêmiiret  4e  ces  équations  « 

par  etc  ,  et  ajoutaoT  les  résulta»  avec  la 

derniàre  ,  nous  obtiendrons  réquation  v 

+  (*i.-./'*+«-ï'^»-î)j'*i«^  ....*•;.... 
comparant  cdle-^  avec  la  proposée  »  nous  en  déduiroiis  les  suivantes» 


dont  le  nombre  esc  évidemment  ^1  à  /z+ 1.  On  tire  successivement 
des  s — I  ptemîèrcs»  • 

«lM^=/VH^--î/'«♦•-•^«^^^-»■"/'*4«-^^•4ll-•'^'^^        Qx — -/î^ 
n— I  «—1  Ji— î 

-^An-.]/',— [;'.+„-,J<2,««««  +  ïV  ■ 

et  à  cause  que  t^^— il  viendra 

équation  qui  n'est  que  de  Tordre  «^x>^  rapport  à  la  fonctioa 
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inconnue  p,  ,  puisqu'elle  ne  comprend  que  les  valeurs 

tP»4^f  •  «Z*^!  »  plus     premier  degré.  Il  n'est  pu 

nécessaire  de4*intégrer  conplèteffléht ,  il  suffit  de  trouver  une 
seule  valeur  qui  y  satisfasse;  on  substituera  cette  yateary  ainsi 
que  celles  de  tt^^f   «i«  dans  Téquatioa 

qui  ne  renfermera  plus  alors  de  fonction  inconnue  que-f«  et  qui 
ne  sera  que  de  l'ordre  n—i  et  du  premier  degré  par  rapport  à 
cette  fonction.  Cette  dernière  étant  Intégrée  ,  donnera  une  ex- 
pression de  j> ,  avec  « — i  constantes  arbitraires,  et  l'intégrale  de 
l'équation  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  ^,.^,=ip  y^  +  f, , 
deviendra  celle  de  la  proposée;  on  aura  ainsi  p^  le  n  .  971 , 


l       E^x]  i 


En  poursuivant  les  conséquences  die  cette  siéthodc  *  Laplace 
étoit  parvenu  de  son  côté  au  théorème  que  nous  avons  démontré 
dans  le  n*.  971  ;  nous  renvoyons ,  pour  cet  objet ,  le  lecteur  à  son 
Mémoire  t  mais  nous  intégrerons  avec  lui  l'équation  tràs-étendue 

daw  laquelle  les  coefficiens  ^ ,  S,  C,,,,L,  sont  constans ;  mais 
oti  X  désigne  une  fonçdon  quelconque  de  ^p.  L'équation  qui  donnef « 
Revient  alors 


et  si  l'onpiciid  p,=aX,+'»_n+^ ,  a  étant  une  quantité  çonstaote» 
il  viendra 

1>,^"]=>'"['^.4..]" .     [/'.^riî=«'"'[^x+..-]~'  etc. 
La  substitution  de  ces  valeurs  fait  dispaxpitre  X,  çt  il  ne  reste 
que  l'équation  algébrique 

a"— y^a-'-^-Sd-*. . . /Ca— 1=0. 
Si ,  pour  simplifier  ,  on  prend  m=zn — i,  et  que  l'on  représente  par 
0f  a\       «'c.  les  valeurs  de  a ,  celles  de  seront 
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n  est  visible  que  l'on  doit  supprimer  dans  ce  cas  le  qiumdté  ^ «  • 

M 

et  que  l'oa  a  seulement  ]  pour  lintëgrale  première  de 

Péquation  proposée ,  nais  à  cause  des  diTerses  valeurs  (|e  ,  on 
en  déduira,  par  la  théorie  des  équjftions  du  premier  degré» 

y^Ca"lX,^+  C'a  '-[^j+C  V"'[JCâ+etc.. ...  . 

intégrale  complète  de  la  proposée  ,  et  qui  rainent  à 

jr.=[jirj  {C-"+ c  V'4-c*4''*+etc  ; . . .) . 

981. -Les  résultats  précédens  pcuTÔit  être  chaînés  en  d^autres  ^une 
forme  plus  nmple  quelques  ^ards ,  en  mettant  ky  llndice  x  à  la 
place  de  x-^n  :  Téquation  proposée  deviendra  par  là 

y.—^^^ + Qo^r-. . . . + T,y.-n  -  ■  +  ^mT— + ^x- 
On  la  traitera  encore  suivant  le  procédé  du  n°.  979,  en  observant 

d'écrire  /»^^,  et        ,  au  lieu  de  p et  de     ,  dans  les  premières 
équations  de  la  page  197,  avant  d'y  changer  jt+iï  en  *  ,  et  de  les 
prendre  ensuite  dans  un  ordre  inverse. 
L'équation  du  n%  précédent  se  changera  ,  de  cette  manière  ,  en 

si  l'on  fait  m^n^  et  dépendra  alors  de  l'équation 
qu'on  transformera  encore  en 

en  prenant     pm=iaXx ,  et  la  valeur  complète  de' ^«  sera 

98a.  Passons â  TappUcation  de  ces  derniers  résultats,  et  prenons 
pour  cela  les  équations' comprises  dans  la  formule 

y,^A{x1y,_,  +  Blx^y,_  +  I[.v]  , 

qui  ifobrîent  en  faisant  X^ssx  dans  féquation  proposée  ;  nous  trou* 
verons  qu'elle  dépend  de 

et  qu*dle  a  pour  intégrale  * 

jr.=[x-j  [  C'a  "+  C '4"'+  C  "a"'  +  etc. }  T 
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Supposons^  pour  parttcnUiriier  le*  résakats ,  (jue  Péqnatioii  pio* 
posée  ne  monte  qu'au  second  ordre;  nous  aurons  sculcncnt 

I  i 

d'où  nous  tirerons 


fi  PoB  veut  déteroMier  C  cCC  par  le  «loyente  termes  ^««tV,  » 

o 

on  aura*  à  cause  de  [o]  ~  i ,  les  équations 
lesquelles  donneront 

 >   J>  '  *  — '  /-l-^O  » 

et  il  viendra  pour  résaltat  tiflal 

Quand  lesdeuz  racines  a'  et  «'seront  Rafles,  on  fera  m'saa'^k, 
il  viendra 

to  développant  et  fédoisaot ,  M  trouvera 

= Wf^-*'*- («>.-J'0(**'-+  •^^^^«'•-A  +  «te.) }  ; 

posant  ensuite  k^9»  on  aurasealsmçnt 
$i  1^  deux  racines  0  et  «'  étoient  iffla|;inaires ,  en  les  ramenant 
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à  la  forme  «+jBV^^y    »H>^'^>  on  changeroit  Texpression 
ét  yg  tn  • 

mais  on  a  par  le  a*.  ié% 

(  «— ^  l/:i7)'=>'(  coi/«— V^ITi  sin  Jbr  ) , 

caponnt 

*      =  cos /y        ■     ^  ■  ■  =sm/: 
H  U  Sttbfirittttioo  8e  cet  Taleiiri  dans  celte  de  doniwxa 

Prenons  enfin  un  exemple  en  nombres  ;  soit  Tégaation 

■  s 

ott  «  y*-t+ 5*(*— Oy.-  » 

qui,  lorsqii^on  fiût  jr^sst ,  jf.s^,  engendre  la  série 

I,     4,     IX  t     104,     >4^6»  etc. 
nous  aurons,  pour  déterminer  a,  Tëquation 

a* —  la  —  3  =  O  , 
de  laquelle  nous  tirerons  a'=}  ,  a'^-^i  i  puis  nous  obtiendrons 
avec  ces  valeurs 

Si  l'on  prend,  par  exemple,      3 ,  on  déduira  de  ce  résultat  ^^=2044 
de  même  que  d-dessus. 


i 
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L'équaiioo  générale 

se  trakeroit  absolumeat  comme  la  précédente  ^  et  m  îotégrale 
seroit  de  1»  forme 

{C4"+CV'+ W+  etc.)» 
a',  a\  a\  etc^  étant  les  tadaes  de  féquiioa 

Si  Ton  voulott  déterminer  les  constantes  C,  C ,  etc.  par  le 
moyen  des  n  prenrien  termes  de  la  série  engendrée  par  l'équation 
proposée ,  on  aiiroit  ces  é(|uailottS 

y^^C   +C'   -k-C  +etc. 

2l  =  C'a  +c:v  +C'V'  +  etc. 
I 

^  =  Cy+CV+C  V"*+  etc. 
I.» 

etc. 

rentrent  dans  celles  du  n'.  97^  v  et  dont  on  âreroit  les  valeurs 

de  C",  C",  C"f  etc.  par  le  procédé  de  œ  numéro. 

Si  réquation  en  a  contenoit  des  racines  égales  ou  des  racines 
imaginaires ,  l'emploi  des  méthodes  indiquées  n'.  976 ,  conduiroit 
aux  résultats  relatifs  à  chacun  de  ces  cas  ;  et  Texemple  du  second 
ordre  auquel  nous  nous  sommes  arrêtés,  joint  à  ceux  que  nous 
avons  donnés  pour  les  équations  dîffirentidles,  doit  lever  tontes 
les  difficultés  à  cet  ^rd. 

983.  n  est  bon  de  remarquer  que  si  Ton  prend 
•  {,=C4"+r«''+C'V*4:etc, 
la  Ibnc^n  ^  dépendra  de  l'équatiott 

dont  l'expression  ci-dessus  offrira  par  conséquent  l'intégrale  COflH 
plète  (  u\  974  ),  et  que  y,  étant  donné  par  l'équaiion 

on  aura  ^,=  [-'Y,]ù  >  d'où  il  suit  que  le  terme  général  de  la  série 


D  B  à    DlFFiÂMN€£S,  20} 
sera  donné  par  le  moyen  de  cdoi  de  la  série  beaucoop  plus  simple 

dont  un  terme  quelconque  se  forme  d'un  nombre  m  des  précédens 

multipliés  éhaciin  par  une  quantité  constante. 

Nous  observerons  que  cette  dernière  est  le  type  général  de  celles 
que  les  Analystes  ont  nommées  récurrenus.  Elles  jouissent  d'un  trcs- 
grand  nombre  de  belles  propriétés  ;  on  a  déjà  vu  ,  dans  les  Elcmens 
d'Algèbre ,  qu*eUes  tirent  lenr  ori^e  du  développement  en  série 
des  fractions  rationnelles ,  et  nous  reviendrons  encore  sur  cet  objet 
dans  la  siAe. 

L'équation  y,—  [X,]{,  fait  voir  que  l'on  salisferoit  à 

en  prenant  y,^{XJl^;  il  peut  être  utile  de  se  rappeler  cette  cir^ 
oottstance,  ùâU  à  reconnoitrè  d'aiilcurs  lorsqu'on  est  exercé  dans 
l'Analyse,  parce  quelle  conduit  immédiatement  llntégiale  pat  le 

moyen  de  la  méthode  du  n*.  974. 

Nous  avons  supprimé  le  dernier  terme  dans  l'équation  pro- 
posée ;  si  on  voiiloit  restituer  cette  fonction ,  on  arriveroit  à  l'inté- 
grale au  moyen  de  la  valeur  de  7,,  trouvée  ci-dessus,  que  Pon. 
substitueroît  à     dans  les  formules  du  n\  977. 

984.  On  peut  «ncore  dédube  dè  l'équation  en  j>,  du  n*.  979  , 
d'autres  cas  dlntégrabilité  pour  les  équations  du  premier  degré  aux 
dilSSrenccs.  En  ^arrêtant,  par  exemple,  au  deuxième  ordre ,  on  a 

''xW— Q,=o,  ou /»^,/»,--i>,^.— Q.=o, 
équation  de  laquelle  on  tire 

Pm 

«t  qui  change  par  conséquent  h  proposée  ea 

équation  intégrable  ,  quelles  que  soient  les  fonctions  ?,  et  Ç,; 
Si  l'on  fait/»,=j»i,  m  dés^nant  une  constante,  il  viendra 

Ce» 
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Il  est  visible  que  toute  équation  de  la  forme 

rentre  dans  celte  que  nous  avons  considérée  n*.  précédent,  en  y 
âisam  F^,»/^ 

Voici  une  équadon  qui  temble  indéfinie  ,  on  dont  l'ordre  dépend 
de  la  valeur  de  la  amiable  x ,  et  qui  pourtant  te  ramène  à  la 
forme  du  n*.  973  ;  cette  équation  est 

yj=   Pr^y^+ <2p-o'.-,+ ^» 


un  terme  quelconque  s'y  trouve  rapporté  à  tous  ceux  qui  le  pro- 
cèdent; mais  avec  cette  condition  que  les  fonctions  P ,  Q,  ^,  qui 
multiplient  ces  termes ,  reviennent  les  mêmes  de  trois  en  trois.  On 
tire  de  là  cette  équadon 


retranchant  cette  denûère  de  la  proposée,  on  a 

o«  =^-vy*-.+(2.-.>'x-.+(iî^,+  i)^,_^+fr,— 

Cet  exemple  suffit  pour  faire  connoître  comment  il  &ut  traiter  tes 
équations  du  genre  de  la  précédente,  que  l'on  pourroit  nommer 

iquuttons  pcnaJuju^s, 

Nous  terminerons  cet  article  en  faisant  observer  que  les  équations- 
de  la  forme 

"  y,=f^Jf*.-^y^M^—^  .y,-» 

se  ramènent  par  le  moyen  des  logarithmes  à  une  équation  du  premier 
degré  ;  on  en  tire  en  effet 

\y.=  1^, + «  1  JK,_.  +  f  Ij'^+rljr^,  +r  I 

et  faisant  \y^—y\,  il  vient 
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En  intégrant  cette  équation  ,  on  aura  donc  le  terme  général  des 
séries  dont  chaque  terme  se  forme  du  produit  d'un  certain  nombre 
de  ceux  qui  le  prcccdent. 

98^.  On  intègre  aussi  les  équations  aux  diiTcrcnces  finies  par  la 
méthode  des  coeiHciens  indéterminés ,  lorsqu'on  peut  découvrir  a» 
moins  quelques  parties  de  la  loi  que  suivent  les  valeurs  succesâvcs 
de  la  fonction  cherchée.  Soit  l'équation  diffirentîelle 

+  etc. 

.dans  laquée  *\,  etc.  représentent  des  fonetîohs 

de  la  variable  indépendante  is  ;  si  Ton  en  déduit  successivement 

on  supposera  en  général 
j^,=^.j»"+^-«"~'  +  0*""'+  etc. 

et  substituant  cette  expression  dans  Téquation  imposée ,  on  aura 

=  K_.«"-+5,..«"-»+c_.«'-'+etc.)C«»«  +ie„) 

+  etc. 

comparant  entr'eux  les  termes  affectés  des  mêmes  puissance^  de 

on  obtiendra 

-.5.-       V.  +  «",^.-)  +  etc. 

««C-  +  +       C_5  +CtC. 

+  /S',5,_,  +etc, 

+  >'.-^.-.+>V^,+etc. 

+  etc. 
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et  lorsqu'on  pourra  intégrer  chacune  de  ces  équations,  on  aura 
rexpression  générale  de  y^.  Voici  deux  exemples  qui  feront  biea . 
connoître  le  parti  que  Toa  peut  tirer  de  cène  méthode* 
On  a 

5Înnç  =  sîn  {n —  i  j  {cos{  -1-  cos(;2 —  i  ){sin{; 
et         cos(/ï — i){sin^  =  isin/z£  —  ^sin  (n  — 

d'où  il  résulte 

sinii(=stC0S{Sin(a— sin(/i  —  i)^; 

faisant  ùù.ni^y^  et  «os^sk»  on  formera  l'équation 

de  laquelle  oa  ùttXË.  sacccsavement 
etc« 

on  donnera  donc  à  la  valeur  de      cette  forme 

.r.-J'.(^.«'"'+  Bu'-'^  CX~'+  etc.  ). 
Substituant  pour>',_, ,  et^„_, ,  leurs  valeurs ,  et  comparant  entr'eiix 
dans  l'équation  résultante  les  termes  affectés  de  la  même  puissanc<i 
de  « ,  on  obtiendra  Ics  équations  suivantlt 

etc. 

qui  ne  sont  que  du  prender  ordre  et  qui  conduisent  très-rïmplencnt 
aux  valeurs  des  cocffidens  i^.,  C»  etc.  nuûs  pour  en  fiiire 
t^s^,  il  &ttt  observer  qu'dlcs  nont  pas  toutes  la  même  étendue, 
c^cn-à-dire ,  qu'elles  ne  commencMt  à  emstcr  que  successivement: 
la  première  n'a  lieu  que  lorsque  r=i  ,  parce  que  l'équation  pro« 
posée  laisse  arbitraires  les  valeurs  de  r  et  y,.  Avec  cette  attention 
on  trouve  que  le  plus  petit  indice  de  est  3  ,  parce  que  l'équation 
qui  le  détermine  ne  commence  que  quand  «=3  ;  celle  qui  détermine  C 
ne  commence  que  quand        ,  et  ainsi  de  suite. 
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Cela  pose,  en  intégrant  la  première  il  vient  y^,=:  i"C"',  C  étant  ia 
constants  arbitraire;  et  comme  on  doit  avoir     — i ,  11  en  résulte 
£7'=j,  d*où^.=  x""',  ce  qui  doniîe  À^,^l''~\  Pâr  cette  valeur 
réquatioa  en  B  devient    ir,=ii7„.,— 1"-%  et  son  intégiale  stra 

ou  JÎ„-= — changeant  la  constante  arbitraire  C* 
CD  — >ÎC^.  Pour  déterminer  la  constante  C",  il  faut  faire  «  =  1 
et  Bt'sso ,  puisque  Téquadon  en  B  ne  commeace  que  lorsque  ns=:| , 
et  on  trouve  i(C:*+  i)  =  o,  00  C*=s— »,  é*oà  il  résulte 
i}«=— «"^«-«k).  Cette  détermination  donne  5,.»=— z'~*(»^4)  , 
et  ri  on  SttlMtitae  cette  valeur  dani  celle  de  C«  j  on  «on  Té^iation 

dont  llntégrale  sera 

%  .  .     .  .  ^ 

en  changeant  de  constante  arbitraire.  La  valeur  de  Cne  cooinienfant 
que  lorsque  11=4  «  on  dmt  voir  C^ao»  condition  de  laquelle  on 

tin  6)  =  o ,  ou  ^=6,  et  d*oîi  il  résulte 

"      V     1     /  t.i  ' 

On  trouvera  de  môme  les  autres  coefliciens ,  et  l'on  p3rvien<!ra  ainsi 
au  (Icveloppement  de  sin/t^,  sans  avoir  recours  à  l'induction  :  on 
obtiendra , 

ÎV-'co$t'-'--2^a-~'cost'-»+îîî;;=i^^ 
,     („_4)(U.5)(«-6)    .  .  . 

U  i  ^  l<±.  f  ■■■/a-ycost^4'«c> 
i.a.j 

986.  L'éqqatîonj'»— iii^'„_,— v„_, ,  se  rapporte  à  celle  du  n'.  974, 
car  «  y  est  regardé  comme  constant  ;  en  y  £ûsant  donc 
on  parvient  à  Téquation      m^s:  imih     i  , 
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de  laquelle  on  tirë  m=«=b         i ,  et  par  conséquent 

remettant  pour  «  sa  valeur  cos  ^ ,  et  changeant  jr.  en  sût  m  t>  viendra 

$ini7{  =  C'(cos{  +  *^ — isin^)"+  C"(cosç— V^^^sin^)'. 

Pour  déterminer  les  constantes  arbitraires,  il  faut  observer  qu'on  a 
ùnii{=0,  lorsque  J(=o,  et  ânn{assin^,  lorsque  ce  qui 

donne  les  deux  éqpiations 

sin£  =  C'(cos{+    — 1  ilni)  +  C"(cos(; —  V' — i  sio^), 
qui  mènent  à      Css — ^ — ,      C*=— — 7=» 

(cos^  f  V^— 1  '■in  ;;)"— (cos  —      — isinr)* 
«n  «       —  , 

résultat  conforme  à  celui  du  n".  40  de  Ilntroduciion.  Le  dévelop* 
,  pement  auquel  il  conduit  ne  diU^re  de  celui  dn  n".  prcccdent  que 
parce  qull  contient  les  puissances  impaires  de  stnç ,  qui  sont  ré* 
duites  i  la  première  dans  ce  denûcr. 

987.  Pour  achever  dVclaircIr  Tapplication  du  Calcul  aux  diifê- 
rences  à  la  recherche  des  loix  que  suivent  les  formules ,  nous  en 
donnerons  encore  un  seçond  eiemple  sur  Texpression 

.       —  ■ —  as  if  .arc  (  sinasA-).  .     .  . 

»   , .  - 

En  faisant  pour  abréger  sa»,  on  trouve  d'abord    -  ■ 

d*où  Ton  doit  conclure  qu'en  général 

difiérentiaot 
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difiiirentiant  cette  dernière  expression  ,  on  obtient  le  résultat 


dont  It  conpanûsoo  avec 
«lonae  ks  équations  suâvantet 

^  ete^ 
TottCtt  cei  équations  ont  la  mtoe  origine ,  et  l'on  peut  en  consé> 
qoenoe  supposer  dans  toutes  «st.  La-prenûère  ^^^(«4- ' 

d'apr^  cette  remarque ,  a  pour  intégrale  ^,=£n].  La  seconde  de« 

venant  alors  ^^,=(a-|-  »  a  pour  intégrale  (  a*,  fjx  ) , 

«t  comme  f 
•on^aura 

cxprèssioa  dans  laquelle  il  ftiudra  déterminer  C,  par  la  condition 
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que  Bm  toit  aiil  lonque  nsi;  on  trwTcm  ainâ  Cssi— -,  et 

% 

•  ^   Les  valeurs  de  C„ ,  Z7,  et  des  cocfficieiu  ttltéricun  »  s'obûendfont 
de  la  mCme  manière ,  on  aura 


**4 


etc.  • 


en  changeint  a  en  n— t ,  on  en  condnra 

lafarc  (  sin  =  jf  )  if*"'» 

■ — I 

-+  [  V 1  [?)[«-']  [o]  -v'-+  [  î  ]  [ô]  [  «  -  I  î  [7]  *'-^+  etc.) . 

9^8.  Jusqu'ici  nous  avons  toujours  suppose  que  raccroissement 
de  la  variable  indépendante  x  etoit  constant  i  il  existe  cependant 
des  questions  analytiques  dtn»  lèsquelles  cet  accroissement  est  va- 
fiaUe,  telle  serait  la  snîfaflte:  trouver  une  Ibocdoa  de  x,  dési- 
gnée par  p  dans  laquelle  en  mettant  sucoessivcnient  f(x)  et  ¥(x), 
nu  lieu  de*,  on  À  »(F(*))=felXf(*))+<2.  J  F(*), 
et  >  étant  des  fonctions  données  de  x.  Laplace,  par  un  pro* 
cédé  irés-simple ,  ramène  xette  question  à  Tintégration  d'une  équa- 
tion aux  différences ,  dans  laquelle  raccroissement  de  la  variable  indé* 
pendante  est  constant;  il  fait  f(v}— //, ,  F(j:)=a^^, ,  représentant 
une  fonction  inconnue  de  la  variable et  puisque  f(x)  est  connue, 
on  peut,  en  supposant  l'équation  algébrique  t(x)=«, ,  résoluble 
par  rapport  à  x«  tirer  de  Ià*=f/u<) ,  valeur  qui  transforme  Tcqua-  ' 
tion    F(ar)=w»4^  ,  en  cette  autre 

•  LorsquVm  pourra  intégrer  cette  équation,  on  aura  l'expression 
de  ar.  en  fonction  de    au  moyen  dé  laquelle  on  obiieddiu  aussi  » 
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en  fonction  de  les  fonctions  f(F(ar))  et  f(f(*)),  deviendront 
respectivement  ,  f  («  J  ;  on  pourra  les  représenter  pu^^  , 

d'où  il  résultera  une  équation  de  la  forme 

dans  laquelle  U  variable  indépendante  {  ne  croîtra  que  de  l'unité. 
Après  la  détermination  dey, ,  on  y  substituera  la  valeur  de  {  en  jr , 
pour  passer  à  l'expression  de  if(f{x))  ,  que  l'on  ramènera  à  celle 
de  9(x) ,  en  y  changeant  f(x)  en  x. 

Pour  donner  un  evemple  de  lâ  lecherche  précédente»  fiûsont 
i{*)ssmx ,  F(a)=«*«  et  supputons  que  Vùn  écàft  trouver  * 

Q  étant  un  coefficient  constant.  En  prenant  u^-=mx ,  «{^sx*,  on 

fomien  l'équatîoo  qu'oa  ttansformera  par  le  moyen  des 

logarithmes  en  l«^,=f  U.— f  lai:  Fint^nle  de  cette  dernière, 
pat  rapport  à  est 

Pour  déterminer  la  constante  ,  soit  «t=«  «  il  viendra 


«I  til6ii,  en  paMM  MK  illlétlll  j  ui^ 


Posant  ensuite  f(/77Ar)=j',  et  *(*')=y»+, ,  on  aura^^,==y.  +  Q, 
équation  dont  l'intégrale  donne  ^.=C"+2Q=C'+ ,  d'où  l'on 
conclut  ^(m«)=:C'+Q{,  et  il  ne  reste  plus  q^u'à  exprimer 

par  le  moyen  de  l'équation       m^s^mx^-^-—.  En  reprcnint 

lef  logarithmes  ,  nous  obtiendrons      \mx  =  4*-'*U  ^        1  m  « 

Dd  a 
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résultat  que  nous  mettrons  sous  la  forme 

et  «Toii  nous  drcront  aie»» 

 isBlMjr—- — sssl  — -, 

j      f — f— I  S  

I«  lut 

Si  nous  faisons  pour  abroger  —  —  -     aai»  nous  aurons 
et  par  conséquent 

Si  Fon  écrit  simplèflwnt  mi  lieu  de  mx^  on  obtiendra  po«r 
'  dernier  résultat 

Occupons- nous  encore  de  l'équation     f(jf  )*=f(i*)  +  i; 
nous  fêroos  dans  cet  exemple  u^—x^     «,^,=a*,  et  nous  aurons 
en  conséquence  d'où  nous  déduirons  «,=  C.i'=ar; 

pocant  ensuite  #(*)«=y.  «  *(»*)=yH-  »  l'équation  k  intégrer  sera 

J'*^i=j'\—*.  Si  l'on  suppose  d'abord ^^,=4+  —  ,  on  trouvera 


1 
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La  dernière  de  ces  valeurs  est  l'intégrale  complète,  puisqu'elle  ren- 
ferme une  première  valeur  aibitraiie  a,  et  l'équation     c, i'sjt, 

donnaiDl  -  ,  on  ama  \ 


X 


M 


jr,sa  f  (*}  3B  «  »  +4"" 

r&ultat  qui  revient  à 

si  l'on  prend  i=sa^C  ^«^^ 


(*)  M.  Daviet  de  Foncenca  aroit  cru  que  k'équation  <f^xy~<f{tx)-^^-j 
M  poavoit  étfe  iImIiic  qaVn  tappoMM  ^(jt)  <g^e  4  me  connante  (  Méimgts  dt 

Turin  f  T.  II  y  page  300  );  ce  qui  précède  montte  au  contraire  qu'elle  a  me 
infinité  de  solutions  indéterminée*.  Nom  Mimn|llCNM  ici  <pe i'oo  tctoît  pacTMtt 
k  la  même  conclusion  en  taisant 

d'où  il  seroit  résulté  l'équation 

+  Jl»|      aBC\  i 
M  bipelle  on  «uroit  tiré 

A*=Â  +  i,     oAn  —  hB,     av*C  +  5»=i6C,  etc. 

Les  racines  de  la  première  de  ces  équations  sont  A~i,  A  =  —t;  la  seconde 
équation  oAB^^B ,  réduite  à  A=i2,  t'accorde  avec  l'une  de  cet  racine»  et  laisse  3 

ceiqn  eoiidnitàlasétît 

'      ^  >.a  /  >'a*}'4       i.a.3.4.j.6  ' 
4qi^alenie  à  ' 

-—4  ^  i   +  etc. 

I     t. a    i.a.)  i.a.),4 
B'jr    —  B^jK  . 
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*  989.  La  mcme  mcthode  s'applique  sans  difficulté  aux  éqiudoos 
-   des  ordres  supérieurs  ;  soit  par  cxempi*  l'équation 

*        '  dans  laquelle  le*  valeurt 

^A»   y  m 

répondent  à  celle$<Ci 

*  i^Xy  iT-^Xf   

En  faisant  a:  =  «,  ,  on  aura  ax=:u,^,^  d*oh  on  tirera  u^^,TSzaa, 
et  «.=  Ca',  en  intégrant.  On  peut  en  prendre  C=i  ,  et  il  viendra 
en  conséquence  *=a'  ;  avec  cette  expression  de  * ,  on  transfor- 

•  "*        .  niera  les  fonctions     ,  Q,  »  •  •  •  •  7", ,      et  f  , ,  en  fonctions  de  {  , 

y   '      on  écrira  ensuite       ,  y^^, ,  etc.  au  lîea  de  ,  etc. 

'  •  par  ce  moyen  »  l'équation  proposée  sera  famenée  à  celle  du  n*.  973  • 
En  sppposant  que  les  coefficiens      Q«  soient 

y  constans,  la  transfionnée  sera  aeulement 

son  întéfraâon  ne  dépendra  que  de  celle  de  Féquation 

.  à  laquelle  on  sadsfaiten  pnnant  y^—rn^^  m  étant  l'une  des  racines  de 

Q'W^t...  +  rfli+  C7=o  (  n%  974  ), 

et  qui  donne 

y,T=  CV'+  C"«"+  Cm^'H-  etc. 

•Pour  revenir  de  cette  expression  dey,,  à  celle  de>',  ,  il  suffit  de 
mettre,  au  lieu  de     sa  valeur  en  x;  or  par  l'cquation  .v  —  a' , 

on  a  et  en  obsenrant  que  i»'*x=#*i^  ( 

Im' .  W 

— -Ij»      —  •.  ' 

en  résulte       «  ^    w^' ,  d'oii  Ton  conclut 

jr,=c'*l- +C'jr''  +       ^*  +  etc. 
Telle  est  Tinté^rate  complète  .de  féquation 
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éùanic  par  M.  Pi(^,  dans  ses  Opusculcit  U  y  est  porvcon  eii£iisuK 
yjsfmx%  substitution  d'où  il  r^ulie 

tt  ffûà  change  par  conséquent  la  proposée  en 

le  coeffideot  «  denettie  arfaitraîre^  et  si  Pon  pose  «^sm  ,  on  aura , 
pour  déterminer  m,  là.  asême  éqiuâoa  que  ci-dessus:  quant  A  fi, 

1  m 

il  viendra  ^  =>  — - ,  ce  qui  rentre  dans  l'intégrale  précédente.  Il  y 

141 

auroit  à  faire  sur  cette  équation  des  remarques  analogues  à  celles 
du  n*.  976  ;  elles  ont  été  développées  par  M.  Paoli ,  mais  nous  ne 
saurions  nous  y  arrêter ,  non  plus  que  sur  l'intégration  de  l'équation 

qui  se  réduit  d'ailleurs  à  déterminer. C'^  C%  etCt  dans  la  valeur  dej^a, 
suivant  la  méthode  du  n*.  97  ç. 

990.  C'est  aux  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  que  se 
ramène  en  général  la  détermination,  d'après  des  conditions  données, 
des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  des  équations 
difiercntielles  partielles  ,  et  dont  noui  avons  traité  quelques  cas 
patticulicfi  dans  les  n*'.  796  et  797.  Voici  à  peu  prés  comme  Mongie 
«  présenté  cette  recherche. 

Soh  Z»Jir»(l7)  +  rintégrale  d*ttne  équation  diffiS- 

renâcUe  partielle,  Z  désignant  une  fonction  des  trou  irariaUes 
*\y*K^^»^*^*  ^*        fonctions  de  jc  ,  ^  seulement. 
Supposons  que  les  fonctions  arbitraires  indiquées  par  les  catactéfis* 
tiques  a  et  4  1  doivent  se  déterminer  par  ces  conditions: 
1".  qu'en  faisant  ^  =  f  (  x  )  on  ait  {  = /"(  .x  ) , 
x'.  qu'en  faisant  y=z(,{x)  on  ait  ^=F,(.v); 
si  l'on  représente  par  M\  N\  V\  f Z',  ce  que  deviennent  les 
fonctions  M^N^V^V^  Z,  dans  la  première  hypothèse,  et  par 
^x%^t%  C^t  »  ^it  Tileuts  dans  la  seconde»  on  aura 

ces  deux  équations  '  - 
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faisant  dans  la  première  f '=v,  on  déduira  de  celle-ci  une  valeur 
de  X  en  v,  au  moyen  de  hiquoHe  on  changera  les  fonctions  M',  S\  V 
et  Z\  en  fonctions  de  v ,  et  ea  les  désignant  dans  ce  nouvel  état  par 
M\  N%  U\  Z\  on  aura 

posant  ensuite  f^,=sy,  on  obtiendra  de  la  même  manière  un  ré- 
sultat de  la  fianne 

éliminant  -|(v),  entre  cette  équation  et  la  précédente,  il  viendra 
réquation 

que  l'on  convertira  en  une  équation  aux  différences ,  en  prenant 
£^'.=  «,,  K =  / et  fiC/\)  =  t,.  On  déduira 
de  là  une  fdalion' entre  «,  et  «,  ou  l'expression  de  a»  en  »,  ce 
on  tirera  aussi  de  l'équation  £^*as  m  une  valeur  de  y  en  at,  pour 
la  substituer  dans  M'»  N'»  Z%  M\,  N', ,  Z'.;  on  foroMn  par 
ce  iBoyin  une  éqnatiof  aux  difiërences  ^ntre  la  fonctioo  v  et  la  vn»  • 
riable  indépendante  ai.  L'exemple  suivant  édaircira  ce  procédé; 

Soit  réquaâon  x^y)+  ^{hx—y)^ 

dans  laquelle  on  se  propoee  de  déterminer  les  fonctions  atlâtraifes  f 
et  4  par  ces  conditions: 

i*.  qu'en  faisant    y  ^4x  ,     ^  =  «*, 

Par  la  substitution  4e  ces  valeurs  l'équation  proposée  devient  suo- 
cesnvement 

jDjr»=f  ((a— C)*)+4((*—  C  )a)  ; 

posant  (h^J)x=v ,  dans  la  première  de  celles-ci  »  et  (^C)x=y  « 
dans  la  seconde ,  on  trouve 

.  et 


Digitized  by  Google 


»i7 


D  n  s  Différences, 

et  on  les  change  par  ce  moyen  en 

on  en  déduit  ensuite 
et  faisant 

a — A  a — C 

on  obtient  premièrement  Tcquation 

O".  ^  {h—A)u^ 

puis  on  transforme  l'équation  contenant  la  fonction  ^,  en  ceUe  autre 

nit—AYu"  Bu" 

Cette  dernière  équation  «Int^reroit  facilement  pv  le  procédé 
du  n'.  988  ,  maii  on  en  peut  encore  tirer  plus  simplement  la  Taleur 
de  (f  ta  substituant      à  t,^t,  d*oii  il  fésulte 

'    D{b-Ay      ^  B 

t  =  —   X  tt  —  — — ^—  T  «" 

en  observant  que  les  intégrales  xa"  et  2  a",  doivent  être  prises 
conformément  à  la  relation  qu'établit  entre  la  variable  indépendante» 
et  sa  différence,  l'équation 

revient  à 

Monge  fenarqne  que  si  Ton  aen  fiÉnéral  A»s=JC«,  JC  désignant 
un  rapport  coifttant,  a  vient 
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et  il  en  conclut  par  conséquent 


avec  le  secours  de  cet  formules,  on  obtient 


'  en  faisant  pour  abréger 

U  résulte  de  là  ,  et 

en  remenant  au  lien  de  on  a  donc  ainsi  la  compontioa 
de  la  fonction  arbitraire  p. 

Pour  arriver  à  4(<')»  se  servir  indistincteoent  de  l'une 
'  des  équations 


et  on  trouvera 


on,  aura  donc  en6n 

en  écrivant  au  Hcvi  de  u  dans  la  valeur  de  «^w),  la  quantité  4.r— 
et  dans  celle  de  4(  0  »     quantité  hx—y, 

n  est  bon  de  remarquer  que  U  valeur  précédente  de  {  devient  - 
quand  ^4  f  parcç  qu'alors.  l*équation  * 
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qui  répond  à  Téquation  difiërentieUe  partieUe 

Cfisse  d'en  être  Fintégrale. complète,  et  qu*on  a 

les  deux  foncdon»  aibitraires  reoftrmanr  dans  cas  la  même  quan- 
tité se  déttnmnent  suivant  le  procédé  des  n**.  334^et  sutvans. 

On  voit  facilement  par  ce  qui  précède  que  la  détermination  des 
.fonctions  arbiuraircs  dans  toute  équation  de  la  forme 

dépendra  d*une  équation  anx  di^rences  de  la  forme 

dans  laquelle  ^cst  une  quantité  donnée  en      le  fapport  de.  cette 
variable  à  sa  diflirence  étant  aussi  donné. 
991.  Prenons  pour  .second  exemple  Tcquation 

et  pour  conditions  ,  qu'en  faisant , 

r,        y=Jx^bnvA  i=Bx'' 

x\       y  =  Cx  i==^Dx\ 

On  tire  de  cei  suppontions 

««•♦({41  — C)  «)  + C*Ar*4  (      —      *) , 

dfoîi,  en  posant      {k^ji)x=sVf  .C)x=»,  il  suit  ' 

et  rélimination  de  4  (  v  ) ,  entre  ces  équations ,  conduit  à 
Fiiiscns  maintenant 
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nous  aurons 


.  (^V-c^r^  -i;^:iy==i— -^'K^o-^'K^), 

ce  qui  revient  à 

la  relation  entre  u  et  k,  sera  d'ailleurs  exprimée  par 
h—C         b—A       „  ,  fa-.b)iL—ji) 

Si  l'on  prend  t=t{u)  et  f,r=9(u,),  on  aura  évidemment,  pour 
dtîtermiaer  /,  une  équation  aux  différences,  de  la  forme 

dans  laquelle  (7 ,  E,  F,  désignent  des  coefficiens  constans;  et  le 
rapport  de  la  variable  indépendante  «  à  sa  différence  sera  donné 
par  une  équation  de  la  forme  £^—Ku ,  en  sorte  que  si  l'on  regarde  u 
comme  une  foncuoo  îafljtenmnéc  de  la  variable  {  dont  la  diffé- 
rence est  égale  à  Punité»  on  aura  F^quation  »^,=(iC -f  i)».. 
n  est  tiès-fiicile  d'appliqiMr  le  procédé  do  n*.  98t{  à  llnt^tion  de 
réqnation  r,— (7  #  i^— 
que  par  ce  procédé  on  tfiasformera  d*abord  en 

C  étant  une  contfante  arbitraire;  mis  au  lieu  de  poursuivre  ce 
calcul ,  nous  allons  Aire  coonoiire  un  artifice  d'aoaljrse  ferrél^nt , 

employé  par  Monge. 
Nous  partirons'  avec  lui  des  équations 

en  finsant  pour  abréger 

et  en  observant  que  Téquadon       A«sJt»  conduit  à 

i)n- (  n\  précéd.)» 
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Uté  ^trodiiire  des  difi&rences  dans  le  membre  de  T^ua- 

don  à  iot%rer^  de  nanièit  ^  domier  à  ce  membre  une  forme  sem- 
blable à  celle  du  second.  Il  suffira*  pour  eda  de  partager  les  coef* 
ficiens  E  tt  F  eù  deuk  parties  «  et  /,  /  et  Z',  ce  qui  donnera,  up 
résultat 

««•+  <V+/«^+/'«^=     («)  +  \f  («)  , 
qu'on  pOum  transformer  cq  ^ 

et  à  Ton  fiût 


Tiendra 

on  aura  pour  déterminer  les  coefficiens    ^t/f/'t  ces  équations  i 


desquelles  on  urera 

_  '      /'g  £:((i+Ji:)'— i) 

cela  feit,  on  obtiendra 

équation  à  laquelle  il  est  aisé  de  voir  qu*on  satis£ût»  en  prenant 
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En  substituant  pour  E ,  F,  G  et  K,  leurs  valeurs  ^  et  laissant 

toujo.urs  *  et  fi  ,  oa  obtiendra 

_   C'B''(h—C)*u'  \ 

avec  cette  expression  oo  trouvera ,  pour  celle  de  Tauire  fonction 
aibitrairej 

et  Ton  aura  enfin 


^  C'ir'C*— c)''"-»x'(ax— 2022^-5'('^— 

Cetie  équation,  en  satisfaisant  .aux  deux  conditions  imposées, 
conserve  Ucn  dvidemnent  la  forme  {'^«'Ktf»— ;v)+j'*4(^^-:>')> 
déterminée  par  Péqunâon  diffiîreatielle  partielle  qui  lui  correspond; 
mais  elle  deviendroît  illusoire  si  Ton  a  voit  «=4>  parce  qu'dle  cesse-' 
roit  alors  d'être  Ane  intégrale  complète.  . 

9^1.  Monge  parcourt  successivement  plusieurs  formes  d*équa* 
tionSf  il  ^occupe  du  cas  où  Tune  des  «fonctions  arbitraires  entre 
dans  la  compoâlion  de  l'autre ,  et  prend  pour  exemple  génûral 
l'équation  (I7  +  4(f  )), 

<jui  peut  s*écrife  mnn ,  ; 

f ^  désignant  une  fonction  inverse  de  # ,  et  se  traite  alo«  d^une  manière 
analogue  à  celle  du  n*.  990. 
il  en  est  de  mftme  de  l'équation 
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qui,  lorsqu'on  passe  aux  logisnthroesy  devient        '  ,  . 

ou  simplement 

en  changeant  de  fonctions  arbitraires. 

993.  Le  calcul  se  complique  beaucoup  à  mesure  que  le  iiombfif 
des  fonctions  arbîtreires  augmente ,  et  présente  de  nouvelles  difi- 
cnltés,  ainsi  qu'on  en  jugera  par  ce  que  nous  allons  to,  dTaprès 
Monge,  suf  rdquatîon 

Soient  les  conditions  suivantes  : 

1-.  quand  j.  =  f(x),  {  =  F(a.  ), 
a*.  j;  =  f.(*),  î=F,(x), 

supposons  qu'en  fitisanf  dans  Téquation  proposée  les  substitutions 
qu*dles  indiquent»  on  nt 

on  fera  successivement  V'=  v ,  =:  v ,  V\-=z  V ,  on  tirera  de 
chacune  de  ces  dernières  équations  des  valeurs  de  x  y  que  Ton  subs« 
titoeia  successivement  dans  la  première  ,  la  seconde  et  la  troittème 
des  précédentes ,  et  désignant  les  résultats  par 

Z"  =  M"  ?  (  7*'  )  +  iV"  4  (     ) + '    (  V  )  , 
Z".=  Ar.e  (  T".)  +  S\A  (  V\)  +  P".^  (  v)  , 
M\f  (  T\)  +  A'  .4  (  U\)  +       ( v)  , 

on  pourra  éliminer  la  fonction  't(v)  :  il  viendra 

P'z%~p\z'=p"i\r,?(r\)^/»\Ar>(ro+FW\4(t^\)— /'',yv"4(z/''). 

équations  que,  pour  abicger,  nous  reprcsenterons  par 

-  ^.  =  5.?(n)-5?(r)+c.4(t^'.)-C4(i/"),  . 

Soît  maintenant 

r=*,  T\^t,,  r.=i',,  cr=,,  c^.««.,  . 
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il  faut  bien  observer  qu*en  général  les  quantités et»',  ne  doivent  pat 
être  regardées  comme  des  valeurs  de  /  «de  k,  consécutives  à/,  et  à 
parce  qu'elles  ne  résultent  pas  nécessairement  de  la  loi  de  variation 
établie  par  le  passage  de  u  à  «,  et  de  r  à  r,  ,  en  sorte  que  si  l'on  prend 
/, — r=Ar,  — w=A«,  il  faudra  faire  r', — /=a'/,  «', — «=a'«, 
'A'  désignant  une  autre  différehtiation  que  L'éliminatioa  de  v 
'  entre  les  équations  qui  déteruinent  t, ,  t\  ,  u,,  u\,  donnera  ~ 
les  diverses  relations  que  les  variables  «  ce  v  ont  cntt'eUes  et 
avec  leurs  diflSrences  ;  posant  ensuite 

f(7")=:r,  i(U')=s, 
on  obtiendra  dew^nouvelles  équations  de  la  forme 

qui  revieitt  à  celle-ci 

Nous  voici  donc  amenés  à  un  nouveau  genre  d'équations^  dant 
lesquelles  les  différences  des  variables  sont  relatives  à  diverses  hypo- 
thèses ,  et  par  conséquent  représentées  par  des  caractéristiques  dif- 
férentes. Nous  ne  connolssons  jusqu'à  présent  aucun  travail  étendu 
sur  ces  équations ,  qui  paroissent  devoir  présenter  encore  plus  de 
^ffieuhét  que  la  éqifations  ordbùrcs  auxdifiérenccs» 

Nous  n'avons  conrîdéré  que  le  cas  oi|  les  fonctions  arbàtrures 
ne  sont  quTaa  premier  degré  dans  l'équation  proposée  ;  en  variant  le* 
circonstances  que  cette  derniète  peut  présenter ,  on  tomberoit  sur  de 
nouvelles  tedwrdua  de  plus  en  plus  épbeuses;  c'est  mnd  que 
Condorcet  a  montré  que  quand  les  fonctions  arbitraires  entrent  d'une 
manière  transcendante  dans  l'équation  proposée,  leur  détermination 
dépend  d'une  équation  contenant  à  la  fois  des  dlticrences  et  des 
çoefficiens  différentiels.  L'étendue  qu'a  déjà  acquise  l'ouvrage  que 
nous  présenroiis  au  public,  l'importance  des  matières  qui  nous 
testent  encore  à  traiter ,  ne  nous  pemettenr  pas  d'entrer  dans 
l'examen  de  ces  diverses  questions,  qui  n'ont  oftrt  jusqu'ici  que 
des  résultats  tris-peu  satis£ûsans  ,  parce  qu'ils  sont  très-particuliers  ; 
nous  croyons  avoir  rempli  ootretâche en  faisant  ^culemcat  connoitre 

leur 
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leur  ongtne,  leur  but  >  et  en  les  indiquant  aux  recherches  des  jeunet 
gens  qui  se  proposent  de  cultiver  TAualyse  p4»ur  en  étendre  le  do« 
maine  et  en  applanir  les  difficultés. 

*  * 

994.  Lorsqu'on  1  un  nombre  m  d'équiiions  entre  vanabics 
et  leurs  différences.*  on  peut  appliquer  à  ces  équations  les  divers 
procédés  dont  on  a  fait  usage  dans  les  mêmes  circonstances  à 

IVgard  des  équations  différentielles  (  n".  651  et  suiv.  ),  Pour  donner 
d'abord  un  exemple  de  réiimination ,  nous  prendrons  les  équations 

y.+P.y.-,^Qri.^R,i,-.  (0 

.  •    j'.+i^o'.-.=Q'x{,+/î',c^  ..-COi' 

en  dufssant  pfeadèreiiMit  ,  comme  une  iaeehnne  algébrique , 
a  vient 

Mvant  ensuite  dans  ce  résultat  s  ,  au.  Heu  de  on  obtient 
cette  nouvelle  équation 

(  /?',_.-  /?,_.)  J'.-. + (  R's-^P,^"  R^,F^,)y^ 

dônt  la  combinaison  avec  les  équations  («)  et  (2)  servira  à  chasser 
en  même  temps  et  Si  l'on  multiplie  l'équation  (i)  par  «, 
l'équation  (2;  par«'jet  qu*on  ajoute  les  produits  avec  l'équation  (}) , 
on  mm  9  après  avoir  égalé  k  Uto  les  quantités  qui  multiplient  ^ 
tt      I  loa  posé  les  équations 

réquadion  finale 

^  qui  sen  encore  du  premier  degré  >  mais  qui  montera  au  second 
ordre* 

n  est  fiidle  de  généraliser  cette  méthode,  si  l'on  observe  qu'elle 
'  se  déduit  de  celle  da  n*.  78 ,  en  remplaçant  les  dOficeoiiatioos  in- 
diquées dans  ce  n*.  pv  les  substitiitioos  successives  de  » 
«-^3,  etc.  au  lieu  de  4r. 

995.  Laplace  s'est  occupé  en  particulier  d'un  genre  d'équations 
qu'il  nomme  wurmm.  en  clks*mêmés»  et  dont  les  plus  simples 
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soat  lie  la  forme 

11 

y^=^y—i 
y»^y—i 

m  I 

I      «      s  n 

y**  y**  y^*»**»*»ym  désignant  des  fonctions  de  la  Tariabte  jr, 
.  telles  <{ue  chacune  étant  exprimée  par  celte  qui  vient  aprcs ,  la 
dernière  l'est  nécessairement  par  la  première.  On  rend  évidente 
la  composition  de  ces  équations  en  imaginant  que.  les  fonctions 

I       s       t  • 

ym%ymfym%  •ym»  wha  disposées tatour  de Is ctKonféRnct 

■ 

d'un  cercle ,  de  manière  que  la  deriûère  y,  se  trotrre  continue  4  li 

première  y,  ;  d*après  cet  arrangement  les  équations  rentrantes  en 
elles- mômes  expriment  les  relations  de  chacune  de  ces  fonctions 
avec  un  certain  nombre  de  celles  qui  les  précèdent.  Si  la  loi  doit 
être  telle  que  chaque  fonction  soit ,  par  exemple ,  égale  au  double 
de  cdle  qui  la  suit ,  rapporté  à  fîn^ice  »^\ ,  plus  au  triple  de  celle 
qui  sût  cette  dernière»  nppoité  à  llndiee  les  éqmtioos^ 
ftntrasttes  qui  eiprifflent  cette  condiiicm  seront 

•         J  4 

n  est  éndciit  que  Po»  aoroit  toujours  les  afidus  éqoetioos  m 
comAençant  par  cdie  que  Toa  voadroit  des  fooeâcNis  cherchées. 

Pour  intégrer  les  équations  rentrantes  ,  il  &nt  coauncneer  par  ea 
déduire  une  équation  finale  entre  la  variable  indépendante  x  et  Tune 
da  .fonctions  cherchées  ;  la  forme  des  éqtiatioos  proposées  dooae 
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lieu  à  des  simplifications  dans  le  procédé,  pour  lesquelles  nout 
renvoyons  au  Mémoire  de  LapUce,  cité  dans  la  tabla  et  dont 
nous  avons  tiré  ce  qui  précède. 

996.  La  méthode  du  n'.  6ç6,  par  laquelle  nous  avons  int^ré 
conjointement  plusieurs  équations  différentielles,  s'applique  aussi  • 
aux  équations  contenant  des  différences  ;  c'est  ce  que  nous  allons 
montrer  sur  deux  équations  du  premier  ordre»  auxquelles  nous 
donnerons  la  forme 

pour  Us  rendre  plus  analogues  aux  équations  différentielles.  Nous 
muhipGcrons  la  seconde  par  un  facteur  A,  et  l'ajoutant  à  la  pre« 
nière,  il  viendra 

si  Ton  met  cette  équation  sous  la  forme 

elle  se  changera  évidemmeiit en  Vile  équation  â  dein TaritMcf ,  toutes 
les  fois  qu'on  an» 

car  en  «usant  aloii  «1  viendn  l'équation 

quî  rentre  dans  celle  qu'on  a  traitée ,  n°.  971. 

Les  conditions  à  remplir  dans  cette  circonstanoè  sont  erprinées  ' 
par  les  équations 

U  pitinièie  donne     et  fantre  ett  pmemcnt  une  équadon  de 
condition,  qni  M  ntitfidie,  en  fidiant  «  constant,  loisque  les 
.        .  '  '  F£  a 
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coeiRcîtni'M,   M',  N\,>,.,,,  seront  Gonstans;  dans  « 

cas,  9  sera  déterminé  par  Féquation  du  second  degré 

Lorsqu'on  aura  les  deux  valeurs  de  cette  quantité ,  on  en  déduira 
deux  valeurs  de  y,,  qui  conduiront  à  deux  équations  de  la  forme 

à  l'aide  desquelles  on  déterminera  séparément  v,  et 

Nous  observerons  que  dans  le  cas  qui  nous  occupe ,  on  peut  aussi , 
par  une  méthode  analogue  à  celle  du  n°.  6  <;  3  ,  ramener  les  équationa 

à  ceUes'Ct 

qui  n'en  diffèrent  que  par  l'absence  des  termes  f^^  et  En  effet, 
i>  y»  >        i*  »  valeurs  particulières  qui  satisfassent 

à  ces  équations ,  on  aura ,  pour  les  valeurs  complètes , 

si  maintenant  on  prend  les  diiEircncei»  en  faisant  varier  les  quantttér 
C«  Ct  et  que  Ton  substitue  dans  les  premières  équations  proposées  , 
elles  deviendront 


+  C{M,y'.+K(',-^P,:.y,+  Q,^.(',}  . 
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les  deux  première;  lignes  du  premier  meml^re  de  chacune  de  ces 
équations  sont  nulles  en  vertu  de 

il  ne  reste  donc  que  les  équations 

qui  set  virent  à  déterminer        et  aC. 

Ces  indications  suffisent  pour  pousser  aussi  loin  qu'elles  peuvent 
aller  les  méthodes  que  nous  venons  de  rappeler,  en  s'aidant 
d'ailleurs  de  leur  application  aux  équations  différentielks  dans 
les  n"'.  cites. 

997.  Pour  ne  laisser  inconnue  aucune  des  méthodes  que  l'on 
peut  employer  avec  succès  à  l'intégration  des  équations  du  premier 
degré  aux  ditférences  i  nous  montrerons ,  d'après  M.  Paoli  y  l'usage 
que  Pon  peut  lave  à  cet  ^ard  de  la  méthode  du  lactenr. 

Soit  réqualûm 

+ PjTs^x  +  Q^y^iit^'  . . . + V^y^'^V,  ; 
en  la  mutdpliant  par  un  ficteur  quelconque  it,  »  et  supposant  que 
ton  intégrale  première  soit  alors 

on  prendra  la  différence  de  cette  dernière  équation ,  qui  sera 

et  on  la  comparera  avec  l'équation  proposée  multipliée  par  fc,» 
ce.  qui  donnera 
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Si  Ton  pfecid  ces  équations  dans  un  ordre  inverse ,  on  en  tiren 


d*oh  Ton  ceadurt 


p'.~i^cU-.---^^îVM-i  0. 

—  *'»4<»-*— —  •  •  -TT'XN'i—'Vt 

déduisant  de  cette  dcrnièie  h  Taleiir  de  ,  pour  h  mettic'  dut 
réquatiott    «^,f<^,ssfc,,  on  auri 

Il  est  visible  que  celte  équdon  répond  à  celle  dit  n*.  579 1  car  â 

ron  feit      i^i^—,. a  Ensuivra 

ce  qui  donnera  ■  ' — 7,  et  conddra  par  conséquent  i 

n  H— I  »  I  . 
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Nous  oe  nous  arrêterons  pobt  ici  ràr  kt  propri^À  dt  cette  éqne- 
lion ,  nous  nous  borneront  à  obfcrrer  que  lonqn'oa  aura  trouvé  a 
Tàleurs  particulières  qui  y  ntisfassent,  on  pourra  iimner  un  pareil 
nombre  dVquatioas  scmUaUcs  à  .  . 

au  moyen  desquelles  on  obtiendra-  Fexpresnon  j^.»  en  élimbant 

les  lï—i  quantités     y^t  JW»»*'»»*^**»-- 

Si  on  n'a  voit  q»ien — m  valeiiTs  de  m,  ,  on  ne  pourroit  chasser  que 
r. — m — 1  de  ces  quantités ,  et  on  rameneroit  par  conséquent  l'équa- 
tion proposée  à  une  autre  contenant  y^ty^^i  t  >  c'est- 
à-dire,  de  l'ordre  m. 

998.  Les  quantités  arbitraires,  introduites  par  l'intégration  des    D:  h  nature  dn 

équations  aux  différences  à  deux  variables ,  ne  sont  pas  nécessai-  jn^ro* 

rement  constantes  comme  celles  qui  complètent  les  intégrales  des  ^riiioa  de»  *qua- 

équations  différentielles  ^  mais  pour  donner  aux  résultats  toute  la        *■«  d'A^éfC!»- 

.,,  ,  .  ,  ,.     .      ces ,  et  de  la  cons- 

gëneralité  dont  ils  sont  susceptibles ,  on  doit  regarder  ces  arbitraires  traction  de  ce» 

comme  vaiûlilcf.  En  efiet,  l'équation  Ay^o,  n'exprime  pas  abso* 

lument  que  la  fonction  y  soit  constante,  nu»  seulement  qu'elle  ne 

change  point  de  valeur  lorsque  la  variable  indépendante  «devient 

x^àx,.Si^  par  exemple ,  àx  est  constant  et  égiii  à  A  »  on  pourra 

prendre  pour^  toutes  les  fonctions  de  x,  qui  conservent  la  même  *  ' 

valeur  quand  on  y  met  x+A,  au  lieu  de  x»  Or  il  est  Êidle  de  ■ 

voir  que  parmi  les  fonctions  circulaires  il  s'en  trouvé  un  nom* 

bre  infini  qui  jouissent  de  cette  propriété  :  telles  sont  les  fonctions 

9X  ffX 

desin-r*»    cos.-r-,  lorsque  w  désigne  la  drconiifarence»  car  la 

h  tt 

substitution  de  x-\-h ,  au  lieu  de    ,  dans  ces  quantités ,  donna 


on  peut  donc ,  dans  cette  hypothèse ,  prendre 

jfsf^sinp,  cof^,  pour  rint^^ralê  de  a^ss  o,  au  Iseor 
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de  j«C,  en  considérant  d'ailleurs  la  fonction  #  comme  entièrement 

arbitraire  et  susceptible  par  conséquent  de  toutes  les  formes  possibles. 

n  est  évident  que  la  fonction  qui  complète  l'intégrale  de  l'équa- 
tion ày=o ,  prise  dans  l'hypothèse  de  Ax=k ,  compléteroit  aussi 
toute  autre  équation  aux  différences  du  premier  ordre  prise  dans  la 
tncme  hypothèse;  il  faut  donc  substituer  dans  l'intégrale  de  l'équa- 
tion quelconque  du  premier  ordre  (  n'.  971),  au  lieu  de  C,  la 
quantité  f^sin-rx,  cosirx),  puisqu'on  y  suppose  A^y  ou  A=i. 

999.  Cest  Euler,  qui  le  premier,  fit  cette  remarque  importante  ^  en 
cherchant  le  terme  général  des  suites  récurrentes  (  n*.  983  ) ,  par 

l'intégration  d'une  équation  différentielle  d'un  ordre  indcfinî  ;  la 
marche  qu'il  a  suivie  dans  cette  occasion  est  trop  élégante  pour 
n'en  pas  donner  une  idée.  11  se  propose  d'abord  de  trouver  le  terme 
général  de  la  série  dans  laquelle  chaque  terme  est  égal  à  celui  qui  U  pré- 

àdtf  ce  qui  loi  donne  l'éqottion  y.^,=y,y  et  en  observant  que 

il  la  change  en  cette  autre  • 
0=  -^'+  jT  +  etc. 

dx     2  dx*  1.1.3 

équation  difKrentielle  du  premier  degré ,  mais  d'un  ordre  indéfini  , 
et  à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  yg=t'" ,  pourvu  que  m.  soit 
déterminée  par  l'équation 

m     171*  /n' 

—+ — +  -+.etc.sso, 

I     i.x  I.Z.3 

qui  revient  à  — 1=0.  Cette  dernière  donne  d'abord  rn=o,  et 
par  conséquent  y=Ci  mais  ce  résultat  n'est  pas  l'intégrale  com- 
plète ^  dok  néccsMÛicneBt  fenfecmer  un  nombre  de  constantes 
arlntraires  égal  à  l'exposant  de  l'ordre  de  la  proposée ,  et  par  co»> 
séqnent  infini  ;  pour  y  parvenir  il  ftut  donner  successivement  à  m 
toutes  les  valeurs  qui  peuvent  satîsfiûre  à  l*équitioiu"-^issOi  or 

en  passant  aux  logaridunes ,  on  a 

•.  ■  ♦  " 

expression 
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«rpitsstoa  dans  laquelle  i  représente  tout  les  nomilMrcs  cnAeis  pos- 
âbles,  y  compris  o.  Si  Ton  réunit ,  comme  dans  le  n*.  6489 
chaque  couple  de  valeurs  semUablef  »  on  en  dédiura,  pour  Finté* 
grele  complète  demandée  deux  termes  de  la  Ibime 

<  et  c,  désignant  de  nouvelles  constantes  arbitraires»  il  suit  de  là 

que  l'expression  de      sera  de  la  forme 


I    c  cosnx-\-c" cosiTx  +  c'"cosi^x  

l  +c',sin»jc+c'',siniirjf+<'",sin3irx«. 
ce  qiû  relient  èndemment  k  une  fonction  aifaitraiK  1  des  quastitéf  ' 
inawx,  cos  7  X  (  Int.  n**.  41 , 4)  ).  Euler  traite  sacces|iyement  de  la 
mftOM  flunièie  les  progressions  par  difFirences  (  ou  arithmitîquu  )  , 
les  progressions  par  quotîens  (  ou  gèonUirlques  ) ,  les  séries  ré- 
currentes, et  parvient  à  des  résultats  analogues  au  précédent, 
mais  nous  ne  saurions  le  suivre  dans  ces  détails. 

1000.  Lorsque  la  différence  de  la  variable  indépendante  x  n'est  pas 
constante,  le  procédé  donné  n*.  988  ,  appliqué  à  l'équation  à^,=:0| 
conduit  ï  la  composition  de  la  quantité  qui  doit  entrer  dans  la 
fônctioa  nbîtidn;  car  ayant  changé  cette  éqoatSoa  en  Ay.sso; 
son  intégrale  doit  être^.=:4(sinir^,  cosvO»  iln*jàplus  qa^ 
substituer  au  lieu  de  (  sa  valeur  en  «• 

Ayant  trouvé  pour  le  cas  oik  Axsaxf^HSur,  dans  le  n\  988/ 

il  en  résulte  que  la  constante  C  doit  fttre  remplacée  par 

et  que  par  conséquent  l'expression  complète  de     ,  ou  de 
qui  satisfait  à  l'équation  9       —  «  (^"-ï^)  +  Q  >  est 

<««)=4[«0i^(il-^-l*}.,  cosjl{ll  U}  ) 
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Dwtt  l'équation  f  (jr*)aBf(A»)<f  »,  du  mêaie'auiiijro,  on  » 

obtenu       x ,  ce  qui  donne  ^  =  ^  ;  la  fonction  arbitraire  doit  donc 

être  4^sm^»    ^^^1t)  '  par  conséquent 

Kx>=[4(rinil2.  eos!;l;)}'+{4(si«'^.  costi;)p 

Les  nêmet  considérations  s'appliquent  à  un  ordre  qndconque  ; 
Féquatioa  du  n*.  989  nous  term  exemple.  En  y  supposant  les. 
coeffidens  consîans»  elle  se  séduit  à 

et  sè  ramène  à 

k  di^ence  de  la  variable  ^  étant  ^[ale  à  l'unité  lorsqu'on,  prend* 

t=  ^  :  par  ce  miqrea  fut^raîe 

y.=sCi»'»+C'«-+C*«'^+'  

qui ,  pour  être  complète ,.doii  s'écrire  ainsi 

JV=«'VCw>»î*  cos»ç)+i»''f'($înrt,  cosirO  Y 

+flï'"'p'"(sin7rî,  COS7r^+  J  *  . 

p»      p"*»  '»  désignant  des  fonctions  arbitraires  indépendaoïea- 

le»  unes  des  autres  y.  devient 

•  C*"*  17' .       17)'^''     ^  («n  -j-,   cos-j^  ' 

\m"' 

en  y  substituant  y  au  lien,  de  { ,  sa  valeur  en  si, 

looi.  La  détermination  d«  fonctions  arUtraires  qui  complètent 

les  int^rales  des  équations  aux  différences,  ne  peut  s'opérer  en  assu- 
jettissant ces  intégrales  à  satisfaire  à  un  nombre  limité  de  valeurs 
données,  car  il  est  visible  que  toute  fonction  arbitraire  comprend 
implicitement  un  nombre  infini  de  valeurs  arbitraires.  Soit  pour 
exemple  l'équation  y,=  -Y f  ( sin  ît x ,  ^os  tt  ) ,  de  laquelle  on 
.doivt  tirer  on  certain  nombre  de  valeurs ,  y,=4i,y^^a\  etc. 
Si  ces  valeurs  répondent  à  xsso,  «asi»        »  «te;  on  ne  pourra 
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satisfaire  en  général  qu'à  la  première  des  conditions  imposées  •  car 
dès  qu'on  aura  assigne  pour  f(sin7rx,  cos»*),  «ne  première 
valeur  déterminée  ,   de  laquelle  il  résulte  ,  cette  valeur 

devant  se  retrouver  la  mcme  pour  les  indices  .v=i  ,  ,  Ar=^3,  etc. 
il  s'ensuit  que  les  valeurs  de  y,  ,  relatives  à  ces  indices ,  sont  aussi 
déterminées.  Il  faut  donc  que  les  quantités  données  a ,  d%  etc.  cor« 
respondent  à  des  in^ces^întermédiaîres. 

Si  a«  lieu,  d'un  nombre  limité  de  ydeins  isolées ,  ^ui  ne  peuvent 
.déterminer  qu'un  pareil  noinbre  de  vdeurs  de  U  fonction  nbitnnR , 
indépendantes  les  unes  des  autres,  on  suppose  que  dans  l'intervalle 
compris  entre ;«r=;o et  x=^i, l'expression  de ^'.doivefournirles mêmes 
valeurs  qu\i ne  équation  donnée  >  ~f(^), la  question  sera  déterminée, 
EnefFet,  s'il  s'agissoit  de  trouver  la  valeur  de.y  ,  qui  correspond  à  un 
indice  égal  à  un  nombre  entier  quelconque  m  ,  plus  une  fraction  ,  soit 
commensurable ,  soit  incommensurable ,  que  nous  désignerons  par  n , 
oncalculeroit  la  valeur  de  j'„d'aprèsréquationy,=f(jr);  comparant  le 
vésttlfiit  avec  celui  que  donne  alors  Téquation  j',=A'9(sinTx,  co$«rx), 
on  auroit  pour  m  ci^  In  valeur  de  f  (sinim  ,  cOS«-«)  ,  qui  doit  être 
la  même  que  cdle  de  f  (»ttir(/n  +  n)  ,  cos ir( m -(•»))  ,* 
et  l'équation       JTf  (siuirx ,  cosvx) ,  devenant  par  là 

jm4™=-^».+«pC«»*'»»  coew«),  . 
seroit  entièrement  déterminée. 

La  seule  condition  à  laquelle  soit  assujettie  l'équation  donnée 

f(x) ,  c'est  qu'on  en  tire  pour  jr,  et     les  mêmes  valeurs  que  . 
de  l'équation j'«=B2rs(fln«> AT ^  cos«-x}. 

100».  Les  considérations  géométriques  jettent  un  gnnd  jour  sur 
la  théorie  analjrtique  que  nous  venons  d'exposer.  Qierciions  d'abord 
comment  on  peut  représenter ,  par  le  cours  ^une  ligne ,  les  circons- 
tances de  l'équation  ^y^o  \  soit  ÂR,  Jig,  une  droite  indéfinie  *• 
parallèle  à  l'axe  des  a-,  menée  à  une  distance  quelconque  de  cet  axe , 
et  divisée  en  parties  AA'^  A A\  A' A",  etc.  égales  à  a*;  toutes  les 
courbes  telles  que 

ABA'B'A''£  "A'"S  ,   ACA'C'A"C"A'"T,   ADA  D' A' DU"' C/,  etc. 
•passant  par  les  p<Mnts  A,  A\  A',  A",  et  composées ,  entre  ces  points , 
4e  parties  ^les  et  semblables»  satisferont  à  l'équation  Ajf=o^ 
Cela  est  d'abord  évident  pont  les  points     jt.  A",  etc.  et  l'tfn  voit 

Gg  » 
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ensuite  que,  prenant  AP=x ,  AP'-=x+Ax ,  les  sltcs  j4L  et  ^'Z,'^ 

yfM  et  J'M\  ANt\A'N\  etc.  étant  égaux  et  semblables,  les  ordonnées 
£/»  et  L'f,  MP  et  M'P\  NP  et  N'P\  etc.  seront  aussi  respective- 
ment égales,  et  l'on  aura  par  conséquent  dans  chaque  courbe  aj=o-. 
Si  Ton  suppose,  par  exemple ,  que  la  courbe  AS  ait  pour  équation 

ysf^ûn  — .  cos^  V  elle  remj^a  évidemffleiit  les  condition» 

exigées  an  commenceaient  de  «t  artîde  ce  toutes  tes  ordonnée» 
'  PM ,      ,  etç.  élerécs  ttir  la  même  abicisie  ,  seront  nécessairement 

TX  TX 

des  fonctions  de  PL,  ou  de  sin  —  et  de  cos  —  ,  résultat  qui  s'ac- 

Ax  Ax 

corde  avec  celui  «pie  nous  avons  tiré  des  considérations  analytiques. 

La  condition  Ay~o  ,  n'entraînant  point  la  continuité  dans  les  ré- 
.  sultats ,  les  courbes  AS ,  AT ,  AU,  etc.  ne  seront  point  assujetties 
à  cette  loi.  Le  polygone  EFE'fE". .  .F,  composé  de  parties  sembla- 
bles £f£',  E  F  E  y  etc.  donne  également  Ay—o  \  il  en  seroit  de  même 
d*une  suite  d'arcs  égaux  et  semblables  d'une  courbe  quelconque  * 
Assemblés  jd'une  manière  discentigue ,  coauac  le  sont  les  arc» 

100).  La  construction  des  équa^onsaw  différences  Accordé  pap- 
fiâtemenc  cvec  la  détermination  analytique  des  fonctions  arbitnires; 
En  effiit ,  soit  Ajrî=F(jc,^),une  équation  quelconque  de  ce  genre  - 
et  du  premier  ordre  ;  ayant  choisi  arbitrairement ,  ou  déterminé  y 
suivant  les  conditions  de  la  question  ,  le  premier  point  ,  de  la 
IIG  j.  courbe  cherchée  ,  fi^.  3  ,  comme  l'équation  n'apprend  rien  sur  tous 
les  points  correspondans  à  la  portion  d'abscisse  AA'=Ax  ,  et  qu'elle 
donne  seulement  Fordonnée  JfV=y^  ^  on  poona  ftire  passer  par 
les  points  BfXB^  une  portion  d'une  courbe  quelconque  ;  cela  6it^ 
pour  obtenir  b.  portion  correspondante  à  fabscisse  jfjt^  on  * 
preaÀra  en  arrière  d'un  point  quelconque  F  de  cette  ab^dsse  ,  une  . 
Pitance  PP'^Jjf  ^àx^.tX  élevant  l'oidonoéc  PM»  on  mènera  Miy 
parallèle  à  AR'y  tirant  ensuite  de  l'équation  iiy=F{x,  ^)  la  valeur  de  Ay 
pour  l'abscisse  AP' ,  cette  valeur  donnera  la  droite  lïM' y  qui  jointe 
à  P'D'—PM-,  fera  connoître  le  point  M',  On  trouvera  de  même 
tous  les  points  de  l'arc  B' B"  :  cet  arc  employé  à  son  tour  comme 
L'aie  BB\  donnera  ceux  du  uoisième  arc  B"B"y  et  ainsi  de  suite» 


Digitized  by  Google 


ES  Différences.  157 

n  est  élràdent  que  l'on  pourroit ,  par  le  mûme  procédi ,  contU 
AOCr  la  courbe  en  arrière  du  point  A ,  et  que  dans  tous  les  cas  elle 
satisfera  à  l'cquation  proposée,  puisque  les  différences  ^y—jyM* 
auront  des  valeurs  conclues  de  cette  équation:  nous  laissons  au 
lecteur  à  faire  l'application  de  ce  procédé  aux  équations  du  second 
ordre  et  des  ordres  supérieurs. 

1004.  Nous  avons  sapposé  pli»  batit  «pit  la  diffiirence  de  Fabsclsse  x 
étoit  constantes  si  le  contraire  avoit  lieu ,  on  n'en  construiroît  pas 
moins  les  équations  aux  dtffibences.  Dans  ce  cas,  les  équation» 
proposées  peuvent  être  mises  sons  la  forme 

la  première  se  construira  d'après  le  n".  précédent ,  en  regardant  x 
comme  fonction  d'une  nouvelle  variable  u  dont  la  différence  soit 
constante.  Ayant  obtenu  par  son  moyen  la  grandeur  de  ax,  cor- 
respondante à  une  valeur  quelconque  de  «,  on  se  servira  de  ce 
résultat  pour  construire  par  la  seconde  équation,  le  corres« 
pondant. 

Ea  regaidAitte  tcok  vaffUbles  «9  «,  y,  comme  les  coordtoaaéea 
des  p<Mnis  de  l'espace,  les  équations  propoeém  reprâenteront  mm' 
courbe  à  douUe  courbure.  Li  première  donnera  la  projection  sur  le 
plan  des  k  et  x ,  et  la  seconde  la  projection  sur  le  plan  des  ;r  et  : 
si  l'on  éliminoit  ;t ,  on  porviendroit  à  l'équatioB  de  la  projectioii 
sur  k  plan  des  »  txy* 

1005.  La  correspondance  qu'on  a  dft  remarqua  entré  les  équâ*  De  muitipi;. 
tions  dîflSrentielles  et  les  équaticnrauz  dtffibenccs  ,  a  lieu  par  rapport  ^^^'^  ém^*-^'^ 
à  la  liaison,  de  ces  dernières  avec  lenrs  intéstales ,  et  repose  sur  des  ans  dil£«"^ 
coqndéraâoflS  analogues  à  celles  que  nous  avons  exposées  dans  le 
n*.  577»  à  l'égard  des  équations  différentielles.  Ces  considérations  ont 
été  mises  dans  tout  leur  jour  par  fiiot ,  Professeur  de  Mathématiques 
à  l'Ecole  centrale  du  Département  de  l'Oise,  dans  un  Mémoire  qu'iin 
présenté  à  l'Institut ,  et  duquel  nous  avons  tiré  ce  qui  suit. 

Si  l'on  a  une  équation  quelconque  /"(a,  x-,  j')=:o  ,  entre  les  deux 
variables  >'  et  la  quantité  a  supposée  constante ,  que  l'on  passe  à 
réqnation  consécutive  F(â,  at,  ,^,) =0 ,  et  que  l'on  élimine  a  entre 
cette  deroiftre  et  la  précédente  »  le  réiidtai  aem  «ne  éfnation  ai»  difi^ 
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repces ,  ayant  pour  intégrale  complète  F(«,  «,^)3bo;  oiais  Téquatioa 

aux  différences ,  que  nous  désignerons  par  Z=o ,  resteroît  encore  la 

même  quand  la  quantités  seroit  vaii;tble,  pourvu  que  le  changement 

de  cette  quantité  n'influât  pas  sur  Tcquation  F  f  a  ,  x,  ,  y,  )=o.  Pour 

examiner  cette  circonstance ,  dans  laquelle  il  faut  regarder  y  comme 

une  fonction  de  Jt  et  de  â ,  nous  écrirons  l'équation  primitive  pro*  ' 

posée  ainsi:  ==o...(A). 

et  lorsqu'on  ftni  varier  «  et  «  en  même  temps ,  on  ann 

p  {«.»«.. y",  «)=<>. 

Cda  posé,  il  est  visible  que  l'équation  Z=o  seroit  encore  saâsfaiti 
par  réquation  F  {_*^*yym,^  =  0,  dans  l'hypothèse  de  a  va- 
riable ,  si  Ton  avoit     ,  •i=^«i ,  «  y  ce  qui  «rnveroit  nècessaimnoit 

les  éqtiations 

F  {  V,,  a,  j„      =0,     F(a',,<j,,j„,<„}=o  , 
pouvoient  s'accorder  lorsqu'on  changera  dans  la  seconde  ^n,» 
en      ,  „  :  dans  ce  cas ,  les  équations 

^{x„a,y„,„]  =0,     F  {  =0.,.. (F); 

turont  lien  en  même  temps;  et  en  éliminant  y^»  «»dlcs  conduiront 
à  une  équation  entre  x,  qui  esprimen  la  loi  suivant 

laquelle  doit  varier  «. , 

^Ce  résultat  n*est  pas  entièrement  semblable  à  celui  que  nous  avons 
indiqué  dans  le  n°.  ^77.  Dans  ce  numéro  ,1a  relation  entre  <i  et  x  est 
exprimée  par  une  équation  primitive ,  en  sorte  que  la  valeur  de  a  qu'on 
en  lire  n'est  que  particulière  ,  et  réquation  F  (  x,<ï,y,      =  0  ,  pcr-  " 
droit  sa  généralité  par  la  substitution  de  cette  valeur  ;  dans  le  cas  actuel 
au  contraire  ,  la  relation  entre  x  et  «  étant  exprimée  par  une  nou- 
velle équation  ans  dîASrences,  conduit  à  une  valeur  de  «  »  complétée 
par  une  quantité  ailntraire,  à  Faide  de  laqueUe  Téquanon 
F{«»«,jr«,«}s:Oy  conserve  toute  son  étendue»  et  ofire  par. 
conséquent  encore  une  intégrale  complète  de  Téquation  aux  di^ 
rencesZ=o,  au  lieu  <Funp  solution  particulière  qu'attnnt<eue  dai» 
les  mcmes  circonstances  une  équation  différentielle. 

1006.  Pour  approfondir  davantage  la  liaison  qui  existe  entre  les 
diverses  intégrales  dont  nous  venons  de  montrer  l'existence  ,  il  faut 
«e  rappeler  que,  considérée  analytiqucment,  une  équation  aux  diffé- 
rences donne  le  terme  général  d'une  série ,  et  que ,  sous  le  point  de  vue 
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gcom^rlque  ciHt  ot  le  Hea  «Tùne  luite  de  pointf  conespondans  ir  des 
absdaes  déteminées  saivaiic  une  certabeloi.  Quand  la-constante  a 
Rçoit  une  vateiir  partîeuUèfe  ,  Téquatioo  F  {« ,  «  •  jf« ,  «}  =so. .  • 
devient  une  imigirûb  fdràeuBkre  de  Z=o  »  ^après  le  sens  que  nous 
avons  attaché  à  cette  expression  dans  le  n*.  576  ;  les  équations 
F  {*,'»..>'..-.}  =*0. . .  (y,)  ,  V{x,a„y,,„)==o...  (  ^0  ,  etc. 
appartiennent  donc  à  des  lignes  représentant  les  diverses  intégrales 
particulières  qui  naissent  des  valeurs  a, ,  a, ,  etc.  attribuées  à  la 
constante  a ,  et  il  est  évident  que  l'équation  F  {  at,  ,  <z,  ,y„ , ,,}  =0  , 
répond  dans  la  première  au  point  consécutif  k  celui  que  désignent 
les  cootdonnées  x'  et y^^^.Ea  établissant  donc  lldentité  de     ,  et 

JKn.««  et  conndérant  les  équations 
F  {  *.  ^  .}  »  F  { *M  «»f  J'-». .}  =  o. . .  (V) , 
COflune  ayant  lieu  simultanément ,  on  exprime  que  les  lignes  donnée» 
par  les  équations  et  se  coupent  au  point  dont  l'abscisse 
est  X,  et  l'ordonnée  y,,  fl=yri  .^i  »  ou  que  la  série  dont  le  terme 
général  est  déterminé  par  la  première  équation  ,  coïncide  dans  soa 
deuxième  terme  ,avec  celle  dont  le  terme  général  dépend  de  U. se- 
conde équation. 

Maintenant  si,  dans  les  équations  {W) ,  la  quantité  «  reçoit  des 
valeurs  snccesnTesconforméaient  à  \b,  relation  qu'elles  asngnent  entre 
cette  quantité  et  les  autres TariaUes,  on  aura  ces  nouTdleséipiatiQns- 

F{*o«.,^*».«'}=so,     F  {*„#.,jr«,„}=o. 
d*oîi  il  résultera  encore  y^^„  —yM-,.ax ,  «t  qui  par  conséquent  étiF 
bliront  l'intersection  de  la  courbe  désignée  par  (A',)  avec  cdle  que 
représente  (F,) ,  au  point  dont  les  coordonnées  sont    ,  y  ^^^y 
En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  obtiendra  ttoesnite-de 
lésulats  compris  dans  les  équations 

qui  supposent  que^,j„,,  ^,)==y,(,).^,^,) ,  et  établissent  par  conséquent 
an  point  dont  les  coordonnées  sont  *^,y^,,  .(„)=j'^,).  ,  une  in- 
tersection entre  les  courbes  désignées  par  {^^^  et  {F^  • 

Les  coordonnées  des  dÎTCfs  pointa  iPintersection  que  nons  venons 
de  £ûre  lemarquer ,  étant  conq^riscs  dans  la  suât» 
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vérifient  l'équation  Z=o,  cary.t ,  se  trouve  dans  la  seconde  ligne 
consécutif  à  et  antécédent  à  ,  et  ainsi  des  autres.  11  suit 
de  lâ  que  /e  syseénu  dts  iqtuuUms  (W)  expnm*  la  loi  smvam  iûfttdte  ii 
/ont  fiiit  varier  B^pMrqiu  Us  Mverses  ini^alts  pardaiSkns  résHUaaus 
dt  ettu  variation  u  coupent  smeeessivemem  dans  des  pomts  qm  virifieiu 
/éjuaiion  aux  différences  Z  =  o. 

Si  donc  l'on  détermine  au  moyen  de  ces  équations  ^  la  yaleur  de  a 
en  JT ,  et  qu'on  la  substitue  dans  f(x ,  a  ,y,,  a)=o ,  on  aura  l'équa- 
tion commune  h  tous  ces  points,  d'oii  dc[>end  le  terme  général  det 
valeurs  de  j,,    torraées  d'après  la  série  précédente. 

Il  faut  remarquer  que  cette  série  n'emporte  pas  nécessairement 
l'équation  y,,,,  =ytt,  «.  »  et  celles  qui  en  dérivent ,  et  que  par  con- 
séquent elle  vérifie  bien  l'équation  aux  diffifrenccs  premières  Z=o  ^ 
mais  abn  >as  U  différence  de  cellc-d  ,  ou  l'équation  ans  différcncct 
ttcondet. 

Si  Péqnanon  V{x^ a)  =  o ,  que  pour  abr^gfr^  aous  repré- 
senterons par  FzstOf  contient  des  radicaux,  ou  si,  lorsqu'elle  en  est 
dégagée,  la  constante  a  y  monte  au-(felà  du  premier  degré,  les 

équations  (  ïï')  conduiront  à  une  nouvelle  intégrale  que  nous  nom» 
merons  inrJ^rjle  indirecte ,  mais  elles  n'en  donneront  pas  d'autres 
que  y=o,  si  ne  passe  pas  la  premicre  puissance.  Edaircissons  ceci 
par  quelques  exemples. 

1007.  Soit  l'équation  <a*. .  .(f).  Si  l'on  en  prend 

la  différence  dans  l'hypothèse  de  Ax=jir,  on  aura  Ay=MCf  d'où  oa 

^ïrem  lass— et  par  conséquent 

kl  équations  (JT)  deviendront  alors 

J'».. —«*•—'«*»  (^), 

let  donneront  par  conséquent  la  suivante 

«"««.«i—  <f  ou  (".—«)*.—(«.'—«,} « o  {U), 
qui  se  décompose  dans  les  deux  âcteurs 

a,—  a=zo,     X.— (tf,+  tf)  =  o. 

Le  premier,  d'oii  il  résulte  «  =  coast,  nous  ramène  à  l'équation 

prioùtive 
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primitive  (f') ,  et  le  second  étant  intégré  par  lè  procédé da  n*.  988, 
^>iès  aVtMT  mis     au  lieu  «le  x, ,  conduit  à 

•  •  •  - 

substituant  cette  valeur  de  a  dans  l'équation  {y)^  ou  la  changera  en 

'  si* 

Pour  construire  cette  nouvelle  intégrale,  il  faut  d^abord  déter- 
miner les  arbitraires  <t  et  ^ ,  de  manière  qu'au  premier  point ,  que  l'on" 
suppose  donné,  on  ait  y^.b—J^i.a-  £>a  désignant  donc  par  «  et  ^ 
lés  coordonnées  de  ce  point ,  on  aura 

I<C  lie»  . 

d'où  l'on  tirera  deux  valeurs  pour  â  et  autant  pour  b  ,  qui  fourniront 
en  tout  quatre  séries  satisfaisant  à  l'cquation  (Z), 

'Vi^tÀ  visible  qne  les  deux  yaleuts  de  t  seront  de  la  ferme 

1  «  '.  u 

ét  que  par  conséquent  Pon  nura  ces  deux  équations 

'  la:— 1«  9(Ur— 1«) 
2  X*       h  X  '  •  J  •  ,     '  ■ 

J'..s*=Y  f  (-0  ^*  -n-i)  . 

Soit  maintenant  AX,fig.  4,  Taxe  des  i\bscisses  sur  lequel  on  ait  FIG. 
pris  AP=*  :  les  valeurs  AP„ ,  AP,^ ,  AP^ ,  et  ^Z*' ,  AP' ,  ^i>"',. . . 
les  unes  antécédentes  k  AP  et  les  autres  suivantes ,  serdnt  déterminées 
par  ^intégrale  de  Téquation  x'sfsxx^  qui  donne  «tsbi'a;  d'où  l'on 

voit  qu'à  chacune  de  ces  abscisses ,  la  quantité  est  égale 


à  ua  nombre  entier  i  que  ( — i)  1  ou  — i ,  selon  que  n  est 

,  un  nombre  pair  ou  impair,  et  qu'enfin  ( — i)    ^    =t ,  Cela  posé, 
Apptndiu,  \     '  ^  -        H  h 


•  ■  \  «■ 

14%  Çn*l,,J>vCALeirt 

on  contfcrtiîn  k  ^rabde  CQ  donnée  par  Péquation 

2*' 

y=  —      et  la  droite  jéRf  représentant  l'équation  v''=+^'ji:; 

•  .  9 

on  obtiendra  les  ordonnées  de  rang  impair  ^  savoir  : 

en  aiotttam  Poidonnée  de  la  ligne  .dr«Mte  ^it,' à  celle  de  la  para- 
bole y  et  les  ordonnées'  de  rang  pair ,  savmr  t 

*      •  •  •  •  ^g^t  9       JP'AI*»  •  •  • 
èn  retranchant  l'ordonnée  de  la  ligne  droite.  Cela  fait ,  toutes  les  " 
.  droites  M,,M„ ,  «tC.  qui  joignent  deux  points  consécutifr 

de  la  nouvelle  intégrale ,  seront  comprises  dans  réquadonjr=jjr-.j*^ 
ce  qui  vérifie  la  conclusion  du  n".  précident.  * 
Une  semblable  construction  appliquée  à  l'équation  formée  p.ir  la 
seconde  valeur  de  ^,  donne  une  troisième^ intégrale  dont  les  points  % 
successifs  sont  désignés  par  les  lettres 

«  •  •  •fftgft        f  '  ^  >  •••» 

Cet  pdnts ,  ainsi  que  ceux  de  lintégrate  précédenie ,  sont  joints  par 
des  droites  afin  d'en  rendre  l'ensemble  plus  évident. 
.  '  il  convient  de  remarquer  que  les  deux  intégrales  ind&ectes  se  ré- 
■dttiroient  à  une  seule ,  si  Ton  avoit    /B  =b  ^  «*. 

ioo8*  La  méthode  précédente  suppose  que  t'équa^on  ans  diflë^ 
rences  passe  le  premier  degré  et  qu'elle  ne  puisse  se  décomposer  en 
facteurs  rationnels.  Si  l'on  avoir,  par  exemple,  A) •==(;•,  dans  l'hy- 
pothèse de  Axz=i  ,  cette  équation  donnant  Ay=4-c,  Ay=s— 
deux  intégrales  distinctes       *  .  " 

Jm..=  cx+  M,     Xm.,= — cx  +  a. 
En  fiiisaat  varier  les  constaotca  de  ces  éqnaâons  oà  a^obâcndrmt  ■ 
point  de  nouvellct  int^ales»  qudqu*il  soit  évident  que  les  inté- 
grales parUcttlîèret  que  fournit  la  première ,  puissent  coïncider  avec  * . 
Cellct*  qin  résultent  de  la  seconde»  de  manière  à  satisfinie  à  . 
féquation  aux  diflérences  coma»  le  montrent  les  séries 

formées  d'après  celles  du  n°.  ioo6. 
n  est  Êidle  d'appercevoir  pourquoi  ce  cas  dtfiirc  de  celui  que 
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nous  avons  considère  en  premier  lieu.  Les  deux  intégrales  de  l'équa- 
tion A>'*=:i.',  consldirées  séparément,  ne  fournissent  que  des  droites 
parallèles  qui  ne  sauroient  se  rencontrer  ;  de  plus  ces  intégrales 
n*étant  point  liées  entr'elles  par  une  irrationalité  conunune,  et  se 
trouvint  exprimée  p«r  deux  équations  dittinct»,  on  ne  «mrmt, 
par  une  niftnie  opératidn ,  fiuce  variàr  à  la  fob  »  les  ariûtraires  m  et  d. 
de  maniire  qne  les  dnûtes  dônn^  par  Tune  coapent  celles  qiit  résul* 
tent  de  Taiitre }  mais  cette  difficulté  dîqiaroSt  lorsqu'on  a  recottrs  k 
l'équation  âux  difFcrences. 

En  effet,  les  diverses  intégrales  complètes  que  peut  avoir  une 
équation  aux  différences ,  ne  sauroient  s*accorder  indéfiniment  dans 
les  différences  de  tous  les  ordres ,  sans  quoi  elles  seroient  identiques  ; 
lorsqu'on  fait  j'„.a=r„,«,  il  en  résulte  bien  Vx.  «=j'„,.„ 
mais  non  pasjKn,.=.x«i.«a>  ainsi  qnll  te  &.udroit  pour  <|ue  les  diife-. 
fKncM  secondes  fiissëai  comoinnes  aux  deux  équadons.  Nous  con* 
durons  de  là  que  les  diverses  intégrales  d'une  même  équaiion  du 
pRiiuer  ordre»  doîrent  »  en  gèiéral ,  répondre  à  diverses  équadons 
4tt  second  ordre  ;  et  Monge  a  montré  le  premier  que  l'on  obienpit 
ces  dernières  en  différentiant  l'équation  du  premier  ordre ,  parce  que 
le  résultat  se  décompose  en  plusieurs  facteurs  rationnels.  C'est  l'ap- 
plication du  procédé  exposé  dans  le  a°.  673  ,  qui  Ta  conduit  à  cette 
remarque. 

Si  l'on  prend  la  différence  de  l'équation  Ay*=c*,on  auraTéquatioa 

aA^A>  +  Ay=o, 
;  fDÎ  se  décowpoBC  danfiles^etaws 

le  preflûer  donne  a>ssb^»  utf  étant  une  censimte,  etpar  iménoiN 
vetle  ii|t^atîoa  nèie  à  ys^Ax-^a,  La  consfaMe  A  n'est  pas  arbi- 
'  ikaire,  puisque  l'équation  «â^Àitf  doit  nécessaiieaieots'aoconler  avcc 
la  proposée  Ay*=t*  ;  ona  donc^=d=«  et  y=dttcx+^  :  telle  est 

.  l'intégrale  qui  se  présente  la  première.  Le  second  facteur  xày-\-L*yszo 
s'intègre  facilement  et  conduit  d'abord  k  xy  hyssb»  ce  .dfTftitff 
résultat  donne,  par  le  n%  97» ^     '  v 

Hh» 
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en  réduisant  et  changeant  l'arbitraire  *  en  i  ^.  Tirant  ensuite  de 
cette  expression  la  valeur  de  a  v  pour  la  comparer  à  l'équation  Aj'rsc*, 
afin  de  déterminer  l'une  des  arbitraires,  on  trouvera  Ay=— 0% 

Soix  on  déduira  B=iz-^  ;  on  aura  donc  pour  rÂjuation  propo- 
sée ày=t^  les  quatre  intégrales  suivantes , 

y,f^=sex+a  (0»J'»>.  =  —  cA+<ï...(i) 

Voilà  ce  que  Monge  avoit  trouvé,  et  Biot  a  fait  voir  ensuite  que, 
s)»  auUcu  de  prendre  simplement  27 s=^-^,  on  supposoit 

j5  =  de  — ( —  I  )",  en  désignant  par  a  l'abscisse  qui  répond  à  l'ori- 

i^ne,  que  l'on  fît  varier*  de  manière  que  *  —  «  fut  toujours  un 
nombre  entier,  c'est-à-dire,  que  (— 1)*^'"*>=+ »  ,  les  deux  inté- 
grales indirectes  devenant 

y„ ,  =  -  (-  I         *. . . .  (î) ,    j',.  »  =»— 
-•        i  ■ 

dofuwtoiènt  pour  les  abscisses 

*,  «4-1,  *+3> 
des  ordonnées  communes  aux  droites  qui  résultent  des  intégrales 
directes,  lorsqu'on  détermine  les  arbitraires  d  et  ^  par  la  condi- 
tion que  la  valeur  de  de  l'équation  (i)  soit  égale  à  celle  de  jk*.  * 
de  l'équation  (4),  quand ou  que  dans  la  mêoie  hypothèse 
y  m.  m*  pris  dans  l'équation  (»),  sottégalà^,.  » ,  pris  dansPéquation  (3). 

1009.  Pour  appliquer  commodément  le  procédé  4e  Mpnge:^ 
'  réquattondtt  A*.  10079 .  . 

dans  laquelle  A  «  8  jr ,  Kot  la  change  en 

.  en  fusant  Pc= —  ;  et  prenant  la  dSiSfrence,  il  obtient 

* 
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ce  qui  se  réduit  à 

A  1  X  +  1  P -f  A  P)  r=  O  , 

CA  mettant  pour     sa  valeur  Px,  et. en  observant  que  a x  =  x, 

Xe premier  facteur  Ai'sOttent  int^^ré  donne  Pzs^ssa  on 

AysBOx ,  valeur  qui  substituée  dans  l'équation  proposée  aux  diffi- 
rencet,  «onduit  inmédiatmnt  à  tlnt^le  ^lêcte  ya«jir— a*. 

Le  second  fiicteur  ai*  4*    s»    peut  être  éait  ainsi  P. 
En  y  appliquant  le  procédé  du  n*.  988  «  on  a  d'abord  à  intégrer 
réquation  x^ssxx,^  puisque  x^^iX  f  et  on  parvient  à  ««ssi*-; 
puis' en  opérant  sur  l'équation 


on  trouve 


maU  de  3=^,  il.résttlte 

Ay.=-(-0Hc-»-.-ï(-Nr}=-<^(-»m(4)%.  ■ 

d'oïl  l'on  déduit 

temettant  ponr  t  sa  Taleor  7-  tirée  de  l'équation  «^.=1',  on  ama 

la 

Li  "  ,  ' 

Cette  équation  contenant  deux  arbitraires,  il  s'en  trouve  une  de 
surabondante  qu'il  faat  déternûner  »  •  en.  substituant  cette  valeur  àe^, 

A  y' 

-  dans  l'équation  aux  difiércnces  ^y^^Ax^  -~ ,  qui  se  réduit  alors 

•  C  — 
à  Css —  —  (— I   ^  »  et  Ton  a  par  conséquent 

9  * 

9       y  .  -r  , 
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résultat  qui  deviept  identique '.à  cel|ii  dun'.  1007,  en  prenant 

• 

loio.  L'analogie  de»  nouvelles  intégrales  que  nous  venons  de. 
trouver  pour  les  équations  aux  différences  «  ivce  tel  solutions  partie 
Cttlièris  des  équations  diffiSrenddIes  est  frappante:  les  vues  et  les 
autres  Vobliennent,  soit  en  ftisant  vai^er  \k  constante  acUtraire 
dans  nntégrale<oinplète,  soit  en  diSSrcntiaat  de  nouveau  l'équation 
aux  diffirences  à,ms  Ufl  CBS  et  l'équation  différentielle  dans  l'autre; 
mais  malgré  ces  diverses  conformités  ,  les  solutions  particulières  des 
équations  diflPérentiellesont,  dans  l'absence  de  la  constante  arbitraire , 

.  un  caractère  disrinctlf ,  auquel  il  faut  bien  faire  attention  pour  éviter 
l'erreur  dans  laquelle  Charles,  Géomètre  mort  il  y  a  quelques 
années ,  e»t  tombé ,  et  qui  Ta  conduit  aux  plus  étranges  paradoxes 

,  relativement  au  Calcul  intégral.  H  remarqua  le  premier  >  dans  le 
tome  X ,  5kv«iu  ktâ»gm  «  b  ptoraUté  dintégnies  dont  ponviMC 
être  susceptible  une  équatioii  aux  difBreftces^  mais  il  crut  dans  la 
suite  (  NSm,  di  fjtcud,  ànait  1788  )  en  pouvoir  conclure  les  so- 
lutions particulières  des  dquatimis  différentielles  correspondantes , 
en  faisant  seulemmtAffsaeo^  pour  répondre  à  la  supposition  de^ 
infiniment  petit;  «  par  ce  moyen,  dit*  il,  on  obtiendra  des  so- 
»  lutions  particulières  plus  générales  que  celles  qui  sont  connues 
M  jusqu'à  présent,  et  l'on  en  pourra  déduire,  comme  un  cas  par- 
»  ticulicr  ,  la  solution  particulière  ordinaire,  dans  tout  ceci  on  sup- 
I»  pose  Ax  constante  >».  Charles  appuie  cette  assertion  sur  le  raison- 
acment  suivant  réquatSoo  an  diffiSrences:  «  Téquation  aux  difi£- 
I»  lences  . infiniment  petites  (  ^eit-à-dire,  l'équation  difiéren^tle  } 
»  est  la.  limite  de  Péquanon  aux  difiiErences  limes  correspondantes  ; 
t»  donc  la  solution  particulière  de  l'équation  aux  dîl&SNOces  tiifi« 
»  mment  petites  est  ce  que  devient  l'intégrale  nouvelle  de  l'équadon- 
I»  aux  différences  finies ,  quand  on  fait  dans  cette  intégrale  Ax=o  », 
Il  est  bien  vrai  qu'en  faisant  Av=o,  Aysro,  dans  une  équation 
aux  différences ,  on  en  tire  l'équation  différentielle  qui  en  est  la  li- 
mite; parce  que  dans  cette  hypothèse  on  supprime  tous  les  termes 
qui  ne  sont  pas  homogènes  en  ax,  (  n°.  65  )  ;  mais  on  ne 
fauroit  tn  conclttre  que  les  équations  primitives  correspondantes  à 
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l'une  et  à  l'autre  de  ces  équations  soient  liées  entr'elles  de  la  mcme 
manière  ;  car  si  on  tire  les  équations  (^^  du  n".  1006       a=f(*"i  » 

^x.,  „,=  f (*.»".)»  on  aura  ,«.)— ^(^ , ,  =  o»  résultat 
qui  prendra  la  forme  Adf  (x, , a,  A<i)=o  lorsqu'on  le  développera 
après  y  avoir  changé  a,  en  a  4-  ;  il  donncn  d'abord  4  a  =  o ,  ou 
tfsrfMwi,  Taleiv  qui  ne  conduit  qolà  t^intégrarte  directe.  A  fcite-à  traiter 
PtfquaHon  f/jt-^  ax,  <  «,  Aa)=so,  laquelle  demeure  «Duoie 
susceptible  d'une  TéritaUeint^Sratioii  9  iiMÛsnon  y  lait  a*  et  a« 
infimmeat  pedti  *  dSe  te  transforme  en' une  équatiôii  prinitiv*  »  et 
nédonné'plus  qu'une  valeur  particulière  pour  a.  Lors  donc  que  Ton 
veut  passer  de  la  nouvelle  intégrale  de  l'équation  aux  différences  à 
la  solution  particulière  de  l'équation  difFcrcntiellc ,  il  faut  faire 
disparoître  la  constante  ,  sans  néanmoins  lui  assigner  aucune  valeur 
particulière,  ce  qui  ne  se  peut  qu'en  revenant  aux  différences  et 
en  effectuant  essuite.  sur  le  résultat  le  passage  des  dificreaces  aux 


■En  ffrentnt  «ne  marelie  eontrure.  Chartes  obtenoit  une  équation 
priinitifre  ^  ne  pooToit  pat  satisfaire  à  Téquatioa  difiîIreAtielie',  et 
pour  parer  à  «et  inconvénient,  il.  introduisoit  dans  lintégrale  de 
i'éqnation  aux  différences  un  terme  affecté  des  di£Srences  ,  qui 
devenoit  une  différentielle  du  premier  erdre  et  détruisoit  ainsi  llib- 
mogéncîté  qui  fait  la  base  du  Calcul  différentiel  ;  cette  conséquence 
auroit  sufH  seule  pour  montrer  Terreur  dans  laquelle  il  éîoit  tombé } 
mais  il  yen  ajoutoit  une  autre  qui  n'étoit  pas  moins  paradoxale. 
C'est  que  tous  les  polygones  inscrits  ^  une  même  courbe  ne  se  con- 
fondent pas  avec  elle .  quand  on  suppose  le  nombre  de  leurs  côtes 
infinies  et  qu'il  yn  un  chrài  &  faire  entre  ces  polygonesjponr  tonbèr 
sur  celui  .dont  la  fimite  condwse  à  l'expresnon  de  n^cUnaison  ' 
de  la  tangente» 

loii.  Nous  avons  fait  voir  (  n°.  894  ),  qvie  les  fonctions  de     De  l'intégration 
deux  variables  engendroicnt  des  scries  formant  des  tables  à  double  ifiérenTetT^t'oû 
entrée;  un  terme  quelconque  de  ces  séries  peut  être  exprimé  par  *'*™ *n<f 
ceux  qui  te  précèdent ,  et  de  la  naissent  Us  équations  aux  diffirincts  blei. 
partielles.  .      •   *  '  . 

Soit  y,,t  une  fonction  'i]a«lc9nqw  des  deus  variables  «  et  /  ; 
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on  en  déduî»  par  les  variations  de  «  et  de  /  la  table  suivante  à 
double  entrée , 

^.,0»    ^1».»    j'.».»    j'i»  y*f9  y>^tf 

y»fmt   St*t$    ymftf    y\9t*»'»»y*f t9  'JVm»h 

y...»     J'.».»     y.t.»  J^^nt.»    ««•  > 

J'oflf      J'»»»,»     -J'-M»       J^îtlV^'J^^tl»    •  y»H»»» 

j'o»!»    j'i»*»    y^ft    y\fi  .y»»*»  j'»+i>'» 

etc.        etc.         etc.        etc  etc.         etc.  etc. 

Supposons  que  la  loi  de  cette  sciie  soit  exprimée  par  l'cquation 
du  premier  degré 

•  » 

^y,9'+^ 

.+^'j'.»«+.+^'.yx+.,M..  +A'>x+,»_, 

dans  .laquelle  lâ  coeffidens  JpB^B^^  C,  C^^  C%.  • .  ,  N*,.  etc; 
sont  constans,  elle  scm  lbrmée  sur  le  modèle  de  celles  que  nous 
avons  nommées  récurrentes.  (  n".  9S3  ) ,  et  nous  l'en  distingueront 

en  l'appelant,  avec  Lagrange,  séries  récurrentes  doubles, 

ion.  Occupons-nous  d'abord  du  cas  oii  l'équation  proposée 
n'ayant  que  quatre  termes ,  est  de  la  forme 

\-   •  ■ -'.>',»»+i'.y,+.»»+'5jxw+,4-C>,+,,^.,=  o; 

frisons  .y^  ,  a  et  /)  étant  des  constantes  indétcraunées  > 

nous. aurons  .  *  . 

en  Sttbstituant.les  valeurs  dans  l'équation  proposée»  nous  obtiendrons 

urf  +  J»  +  ^'|  +  C«/le30. 
Cette  équadon  donne  la  valeur  de  l*une  des  deux  indéterminées  «  et 

par  le  moyen  de  l'autre  ;  on  en  tire  jB  =s  ~  ^^Cm,  *  ^'^^  ^ 

expression 


C^oogle 
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expression  dans  l.iqiitlle  la  quantité  «  demeure  entièrement  aibi- 
traire,  aussi  bien  que  a  ,  mais  qi'i  n'est  pas  la  plus  géncralc  de  celles 
qui  satisfont  à  l'équation  proposée. 

Si  l'on  réduit  en  série  descendante,  ordonnée  Siùvant  les  puis- 

$ances  âe  «  ,  la  quantité  (—  ^.^^^^  »  «n  sorte  qu'on  ait 

^t^*y = r*'' '+ Ta"'  - + r<-+  r +  etc. 

Ses  coeffidens  T,  T,  V,  etc.  contenant  avec  les  lettres  A^B^ 

C,  la  variable/,  Texpression  dey,,,  prendra  alors  la  fbràie 

changeant  successivement  les  constantes  «  et  en  ^  et  ca  f 
et  >,  etc.  on  auroit  aussi 

y. y  c=^T^y^'"- + rv^'^'*'-' + T'<:>'^'-'+  r'"t}.**'"-'+  ett 

etc. 

ces  diverses  valeurs  iatisiàisahten  particulier  iréquadon  proposée  ; 
qui  n*est  que  du  premier  degré  ^  leur  somme  y  satisfera  paretUe> 
ment,  eti'on  ponm  prendrt 

jr„,=:7'(fl*-+'"  +etc.) 

+  r  (ii«t'+'"-  +  ^^'*''-'.-i-£>'-+^'-'+  etc.) 
+  T''(a«'+'"-»  +  A;î'+''— +  0'+'"-»+  etc.) 

+  J"  (a«'^'"-^+*r-*''"-'+^>'*'*'-'+  etc.  ) 
etc. 

Chacune  des  lignes  de  cette  expression ,  qui  contient  un  nombre  in- 
défini de  constantes  arbitraires  «  peut  être  Remplacée  par  une  fonc* 
,tion  arbitraire  de, l'exposant  varsiUe  dont  ses  ternes  sont  aflèctés^ 
et  Ton  obtient  alors 

en  désirant  par  %  cette  fonction  arbitraire. 

Pour  se  convaincre  de  la  possibilité  de  substituer  tue  fiMKâQU- 
vbitraire  à  la  place  des  séries 

+*j8**-'"-'  +c>^'"-'  +  etc.  • 

etç. 
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îl  suffit  d'observer  que  l'expression  de  j,,,  ne  satisfait  à  l'cquation 
proposée ,  indépendamment  de  toute  valeur  particulière  des  quan- 
tités it ,  jS ,  ^ ,  etc.  que  parce  que  les  termes  oh  ces  quantités  se  trou> 
vent  afièctées  dà  mfiiiict  exposans ,  après  la  substituâoa  des  râleurs 
^  yMtif  y„i^»  y»**f*»  yM^m.t  »  «e  détruisent  mutudleneitf 
d'après  la  fonne  des  coeffiâens  T,  T%  etc.  car  il  est  vinUe 
que  ces  conditions  seront  également  remplies  par  h  foncdon  f , 
puisque  Ici  termes  affectés  des  mêmes  exposans  dans  le  premier  cas 
se  trouveront  multiplies  par  une  môme  fonction  dans  le  second  ,  et 
se  détruiront  de  même  indépendamment  de  la  forme  de  cette  foncdon. 
Quand  on  a  r  =  o ,  l'expression  de  ,  devient  d'abord 
>„.=7'?(.r)  +  r>(x-i)  +  T'>(4r-i)+r'?(x-3)+  etc. 
et  se  réduit  à  y,,  >  parce  que  dans  ce  cas 

Tsai,  T'œo,  r'=o,  T"=o,  etc. 
d'oàl'on  voit  que      i^est  autre  que  la  Taleur  de^,,f ,  lorsqu'on 
y  fiût  t=Of  que  l'on  doit  avoir  en  général  e(«+|tf)a^»,^  ».  «  et 
que  par  conséquent 

J'.»«=?>»*vMi .+  Ty^Hi-Bt .+  rV*w«»-*f  •+  etc. 
Les  quantités  . ,  y^Mi-i  » .  »  J'*+;u/-, , . ,  ne  sont  autre  chose 
que  les  termes  pris  à  partir  de  l'indice  x  +  i^t  ,  et  en  revenant  vers 
l'indice  o ,  dans  la  première  ligne  horizontale  de  la  série  à  double 
entrée ,  correspondante  à  l'équation  proposée.  Il  suit  de  là  que  la 
détermination  de  la  fonction  arbitraire  suppose  que  l'on  connoisse 
tons  les  termes  qui  forment  cette  preoûère  ligne,  et  qu'il  faut  même 
pouvoir  la  continuer  en  arrière,  c'est-à-dire»  rétendre  aux  indices 
•  négaâs  — *i ,  — &  »  ~3 ,  etc.  La  valeur  de^,«,  se  trouvera  formée 
abn  ^un  nomlwe  infini  de  termes;  mms  elle  n'en  «onticndroit  qu'im 
nombre  fini ,  si  tous  ceux  qui  répondent  aux  indices  n^ati£s  de- 
venmcnt  nuls  >  comme  cda  arrive  dans  quelques  séries  »  et  Ton  auioit 
seulement 

La  mcme  expression  se  termitieroit  encore  si  l'on  avoit  B'—O, 
ou  C'=o;  car  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  développemeat  de  la 

quantité  ~(  )  n'aura  qu'un  nombre  t+ 1  de  termes  »  tant 

que  /  sera  un  nombre  entier  positit 
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I0I3*  Pvcoont  pour  exempte  la  série  réeurrcote  double 


«» 

I» 

I, 

I» 

I 

«> 

»> 

3* 

4. 

5 

o» 

«f 

3f 

lO 

.0, 

o» 

1» 

4f 

to 

0, 

0, 

o. 

0, 

1* 

5 

0, 

o. 

1 

etc. 

dont  chaque  terme  se  forme  en  prenant  h  aomme  de  celui  qui  le 
précède  dans  la  ligne  horizontale  oii  il  se  troure  placé ,  et  de  cdtti 
qnî  précède  ce  dernier  dans  la  colonne  Yerticale :  le  terme  io,par 

exemple,  placé  à  la  troisième  ligne  dans  la  sixième  colonne,  est 
égA\  à  6  qui  le  précède  plus  à  4  qui  se  trouve  au-dessus  de  6, 
Cette  propriété  donne  évidemment  l'équation 

en  la  rapportant  :\  Tcquation  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans 
le  n".  précédent ,  nous  aurons 

It  quantité  (—  -^7^^)  dmoiui  .  00m  àonamt  h 

térie 

et  comparant  cette  térie  ftvfc  la  sétie  conespondante  dn  u*.  cité» 
il  en  résultera 

à  l'aide  de  ces  valeurs ,  la  formule  générale  de  ce  a%  se  ^"^^  ta 

^m»  1=  JV-«f  •  +  -ym~t-x  »  .  +      ,  .      ^«-lUa  >  #  +  CtC. 
I  I«X 

Faisons  à  présent  Araso»  potur  aTràr 

^.,1—^-1. .+  -^-i-. , ,+  — -—^y^^t .+  etc. 

et  en  observant  que  tous  les  termes  de  la  première  colonne  verticale 

li  a 
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de  la  série  proposée  sont  nuls,  à  l'exception  dit  premier  J  nous  «n 
conclurons  que  l'expression  de  y,,,  doit  être  nulle  pour  toutes  les 
▼aleurs  entières  et  positives  de  r,  condition  de  laquelle  il  résulte 

s  désignant  un  nombre  entier  positif.  La  série  qui  exprime  y^,,  de- 
vient donc  lînie  pour  le  cas  qui  nous  occupe  >  et  nous  aurons 
cenlement 

y»9t=^»^f  +  7j'#-fc-;».+  — — - — j^*-i-flt»«  •  

I  I  •  B  • 


1.1  0  » 


mais  comme  tons  les  termes  de  la  première  ligne  de  la  séfie  pro- 
posée sonl  égiàwt  â  ryjtité ,  nous  pourrons  écrire 

et  y  ca  sommant  le  second  membre, 

1.2.3  0  ' 

Nous  ferons  remarquer  que  la  série  proposée  renferme  le  erîangU 

arîthmiùque  de  Pascal ,  dans  lequel  chaque  colonne  verticale  donne 
les  coefficiens  numériques  des  termes  de  la  puissance  du  binôme 
ayant  pour  exposant  le  nombre  qui  marque  le  rang  de  la  colonne  , 
diminué  de.  Inanité. 

1014.  fXsctttons  en  partîcnlicr  les  cas  ob  l'on  a  C'=0y  «u 
tien  ff^o ,  et  dans  lesquels  Pexprèssion  de  ^, « ,  aTarrête  (  n*.  lot  î  }^ 

I*.  Lorsque  C'=b     Féquation  proposée  qui  devient 

a^est  pliâ  que  du  premier  ordre  ;  et  si  pour  abr^er,  on  &it 

(  ÎT- )=''(■+ J» 

développant  et  comparant  à  la  série  générale,  on  obtiendra' 

r=:/,  T^{p'q,  etc.-  ^ 
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d^où  on  dcdulra 

Cette  expression ,  évidemment  fiçie  lorsque  <  est  an  nombre  entier 
positif,  ne  contient  que  des  termes  delà  forme t  daignant 
«tt  nonibre  entier  positif. 
x\  Lorsque  ^=0 ,  i*équation  proposée  réduite  à 

est  cncofe  du  second  ordre;  ùàssïnt'^^^p,  turons 

(-^)=,(..iy, 

tirant  de  là  les  râleurs  des  letues     T,  T,  T',  etc.  nous  arrÎTerons  k 


expression  qui  demeure  êt&t  tant  que  t  est  an|aomi>re  cnder  positif, 
mais  <pii  renferme  un  nombre  limité  de  ternes  de  la  formie  ^^y., 
lorsque  r>x;  il  ne  sufHt  donc  pas  dans  ce  cas,  comme  pour  le 
précédent,  de  connoître  tous  les  termes  de  la  première  ligne  de  la 
proposée,  correspondans  à  des  indices  positifs ,  il  faut  encore  pou- 
voir prolonger  cette  ligne  en  arrière  pour  obtenir  ceux  qui  répondent 

aux  indices  négatifs  ;  savoir   y^t^^^,. 

Si  pourtant  on  ne  connoissoic  pas  immédiatement  ces  derniers 
termes ,  on  pbnrroit  les  d^îre  de  (eux  de  la  première  colonne  ver* 
ticale  ainsi  qu^l  suit  :  on  prendroît  «sso,  et  donnant  mccessivci^ 
ment  i  «  les  valeurs  i ,  & ,  3  ,  «ic.  on  auroit 

y,u-F'iy» .+  7  f  ^-i»  •+       fy-**  ;+  ««.  )  * 

s  1  •  A 
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d'où  ôn  tireroit 

t 

l  2 

—j'.,. — y-y*u  +^.». 


I 


L'analogie  de  ces  expressions  avec  les  fonnulcs  des  diflEiffaeci 
successives  (  n*.  86o  )  est  Orappante;  et  si  on  fepràente  par 

la  termes  de  la  série 

1  I  I  I 

j^y»»»»  "jt-y*»»»  ~^y\f9^^  '^ymfi 

et  par 

r,  r,  1",  l'h  âte. 

ceux  de  la  série 

»  11 

"^'•nt   "^ytttt   j^y^tif  •t^» 

OB  aura  par  ce-qû  précède 
etc. 

d'où  Ton  conclura 

en  observant  de  remplacer  dans  la  série  du  second  membre,  les 
termes  aflèctés  d%idices  négatifi,  par  des  diiEirences  dont  i'cxpoiant 
toit  ^1  à  cet  indice,  c'est-à-dire»,  de  substituer       à  r^. 
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101 Ç.  La  méthode  du  n*.  toi i  peut  s'appliquer  aux  équations 
de  tous  les  ordres ,  comprises  dans  la  formule  générale  du  n'.  loi  i. 
En  y  faisant ,  comme  pour  celles  du  second  ordre  dont  nous  nous 
sommes  occupés  ,  ^„f=  elle  devient 


mais  cette  dernière  ne  pouvant  donner  en  général  la  valeur  de  ^  en  « 
que  par  une  série  infinie,  ne  fournira  non  plus,  pour  exprimer  j',,,, 
qu'une  série  infinie.  11  s'offre  ,  à  la  vérité,  un  assez  grand  nombre 
de  cas  particuliers ,  dans  lesquels  on  peut  exprimev  d'une  mamire 
tutîoniidle  et  cun'dénoiiimatettr  complexe  les  quantités  «  et  jB  par 
le  m<^ea  d*mie  oouTelle  indéterminée  «*  :  Téquadon 

.     J  +  Ba-^-C  et*  ^ 

dédvée  de  Féquation  complète  du  second  ordre 

est  dans  un  de  ces  cas  ;  mais  au  lieu  de  nous  y  arrêter ,  nous  allons 
exposer  la  méthode  qui  convient  à  tons  les  cas  eh- général. 
*  .  Cette  médiode     fondée  snr  ce  que  l'expresdon  de   ne  contient 
que  f  y  et  que  e  étynt  >»,  il  est  toi^ours  posaUe,  au  moyen  de 

réquation  (  i  ) ,  d'exprimer  /S'  par  et  et  par  les  puissances  de  $ 
ififérieures  i  En  effets  pnisque l'on  aura iasjiiii'f^,ndéngnanr 
un  nombre  entier  quelconque ,  et  p  un  nombre  entier  moindre 

que  n,  on  pourra  donc  écrire  /3'=(jS"')'".f'' ;  on  prendra  la  valeur 
de  /3'  dans  l'équation  (i) ,  pour  l'élever  à  la  puissance  de  m  et  la 
multiplier  ensuite  par  /S',  puis,  toujours  avec  le  secours  de  l'équa» 
tion  (  I  ) ,  on  éliminera  successivement  du  résultat  toutes  les 
puissances  de  {i,  égales  ou  supérieures  à  jS*.  On  conçoit  facilement 


z^J  Ch.    I.    Du  Calcul 

<jue  le  rcsultat  <lc  cette  opciation  doit  ctre  de  la  forme 


les  coefficiens  T*  T',...Tt,  T*.*  etc.  étant  des  fonctions  ration- 
nelles de    et  des  coefficiens  A^  B^ttc^ét  Téquation  (i). 

On  obtiendra  d'abord  «pe  Taleur  particulière  de  ^,«c*  en  ouilti» 
pliant  cette  expressioo  de  ^'  par       et  thangeant  les  constantes 

arbitraires  «et  «,  ainsi  qu'on  Ta  fait  dans  le  n*.  toi  a, on  formera 
une  suite  d«  valeurs  particulières  de  j^^,,,. dont  la  tomme  satisfera 
encore  à  réquatlon  proposée,  parce  qu'elle  est  du  premier  degré; 
enfin  ,  les  considc-rations  du  n%  cité»  étant  applicables  au  cas  actudn 
permettront  de  changer  en 

ne*).  rf(*-n),   rf<*+ii,  etc. 

les  ternes  de  bi  première  ligne  « 

T.',  r-*^',  T'**^,  etc. 

Ici  tcrm^  de  la  seconde  ligne,  .       .  ■* 

•  etc. 

f»  4érffnant  P^r  f  (f)  »  f,(v),  f,(.v)  ,  etc.  des  fonctions  arbitraires 
dex,  indépendantes  les  unes  des  autres.  Le  nombre  de  ces  fonction^ 
sera  évidemment  égal  à  n ,  çar^  la  dernière  ligpe 

Ipornif»  les  termes 

et 
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tt  Fou  aura 

y.,^rf(*)+rf(»+o+rf(*+a)+r'f(x+3)  

...... +  rOf(x+/) 

+  T.f.(x)+r.f.(x+i)+r.f.(4f+x)..,  

 +r^*V.(T+»-i) 

+T.f.(x)+r.f.(x+i)  

 +  T**"V(x+i^*) 

Ia  déttmiiiatkm  de  ces  IbaecuMis  arbitraires  s'opère  au  moyen 
des  M  premiers  rangs  homontaox  de  la  taUe  du  n*.  loti ,  d*est-à« 
dire  y  en  supposant  que  Ton  cona<»sse  les  valeurs  de 

quelle  que  soit  celle  de  x;  car  il  est  visible  que  Pexpresnon  de 
devant  se  réduire  successivement  è  i ,  jl  j  iB%  /i%  etc.  il  en  résulte- 
que  dans  ces  hypothèses,  lorsqu'on  yÊntiso,  =i,  =s%,etc. 

T=i  ,      r  =0,      T'  «o,      T''«o,  etc. 

T.=i,      r,=o,      T'.=o,  T-'.^o.etc 

r.sai,      r.=o,  '  T'.=so,      T^sso.etc  . 

etc. 

et  que  l'expression  générale  de  j,, ,  donne  par  conséquent 

■  y.y~H^)i    J',».=  U*)»    J'.M==f,(*),  etc. 
d*oii  l'on  conclura 


+  "^n-ty*  »  i»-t  •  •  •  •  +  >'ï+<-»»+t  » 

10 1 6.  On  peut  aussi  parvenir  à  déterminer  j,,  ,parla  connoissance 
t!es  premiers  rangs  horizontaux  et  des  n — m  premières  colonnes 
verticales  de  la  table  du  n".  loi  i  ;  c'est-à-dire ,  lorsque  les  valeurs  de 

ymf»     ymyi»     yMtf  *  *  *  »ystm^M 

pendue,  Kk 
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seront  données' aussi  bi^n -que  celles  de 

En.faisant  toujours  j',,,= a ce  qui  conduit  à  l'équation  (i) , 
on  peut  tirer  de  cette  dernière  la  valeur  du  produit  a"-"'^",  au  lieu 
de  celle  de  jS' ,  pour  la  substituer  dans  l'expression  décomposée 
en  afin  d'en  climincr  tous  les  termes  affectes  d.i  pro- 
duit de  «"""jS"",  ou  des  puissances  de  ce  produit,  et  qu'il  n'y  reste 
plus  par  conséquent  que  des  termes  dans  lesquels  les  ejtposaus  de  * 
•oient  moindres  que  a-hr ,  lorsque  celui  de  est  ég^l  à  a,  ou  sur- 
passe A ,  et  des  termes  oii  Texposant  de  «  dtant  n-^i» ,  ou  surpassant 
A^jR,  celui  de  /S  soit  toujours  moindre  que  «.  11  est  £icile  de  voir 
^uececte  équation  doit  donner  un  résultat  de  la  forme 
•V=^       +f^*   ,  +  ^('+'>«^' 

+  f'./3       +r.*j8'  +f^.«*i8  

dans  laquelle  les  lettres  etc.     ,  r',,  etc.  désignent  des 

fonction^  rationnelles  de  t  et  des  coefficièns  de  Téquation  (i). 

Il  suit  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques  des  racines  des 
équations,  que  les  différens  termes  de  l'expression  précédente  sont 
absolument  irréductibles,  parce  que  le  terme  ne  s'y  trouvant 

plus  ,  toutes  les  autres  puissances  et  produits  des  lettres  <t  et  ^  ren- 
ferment nécessairement  des  quantités  irrationnelles  distinctes  et  irré- 
ductibles enti'elles.  Si  donc  on  subtitue,  dans  l'équation  proposée 
aux  différences ,  la  Tileur  de  ,y.,  i,  déduite- de  cette  ctpression,  il 
isttdia  que  tous  les  termes  afiectés  des  mêmes  puissances  de  «  et  de  il 
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se  détruisent  séparément ,  ce  qui  arriveroit  encore  si  l'on  remplaçoit 
chaque  produit  de  la  forme  n'ii'  par  une  fonction  quelconque  de  r  et 
Ats.  Au  moyen  de  cette  remarque ,  nottt  obd«iidrom>  pOnrbTiktir' 
complète  de  y,,tt  Texpression  tui vante: 

y.,  ,=y  f(o,  0)  +  ^'  f(i ,  o)  +  r'  f(z , 0)+  ^"  £(3 ,  o)  

 +f^'+')f(*+f,o) 

+  f,f(o,i)  +  0(i.i)+^".f(x,i)  +  ^V(3,i)  

.......  05  . 

.     +''.<î[o,ji)+r.£(i,*)+n<(i.a)+^*<(3»»)  .  . V  •  .  • 
 f(«+/— 


+  r^,f(o,/«)  f(l,/»)     +f"«  f(l,«)  

+  ^-+.f(O>'«+0+^'m+,f(l,'"+l)  +  ^V.f(i»'"+0..  •  •  •' 

 Kn^m-i,m+i) 

(1» — m—») 

  •  •+''_^  !,«+») 

+      f(0,  *4-  /)  -f  ^     f(  I  ,  ^+  0  +  ^"W,  f(i ,  ^+,0  

•          î .  I,  *+!).. 

n  nous  reste  à  déterminer  le  fonction      ce  que  nous  cllêo- 
luerons  en  faisant  succesâTement 

V 

•    r  =  o,     =if     =1,     =  3  ,  etc....(OT — 1), 
puis    *=  o,     =1,'     =»,     =3»       •  •  (" — — '  ) » 

indices  qui  répondent  aux  valeurs  données  de  nous  connoî- 

trons  pour  chacune  de  ces  hypothèses  les  coefficiens  f-^  F',  etc. 
en  examinant  ce  que  devient  alors  le  produit  «'/S'.  Lorsque  /=p, 
ce  prodittt  w  réduisant  à  «%  il  ne  doit  rester  dans  son  développement 
que  le  seul  terme  f^^'Vt  l'on  doit  donc  avoir  9^"^=!^  et  tous  les 
^  autrescoeffidcosderienaenttiécesnvrenent  nnis  dans  cette liypotfiise. 

•  •    Kk  a 
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Quand  x=ri ,  U  vienl  f^',*&',  ce  qui  dpnne  F't^i ,  et  les  autre» 

coefficiens  nuls. 
En  général  lorsque  x=n — m — i,  on  a 

et  tous  les  autres  coefficiens  nuls. 

En  établissant  les  mômes  hypothèses,  et  leurs  conséquences , dans 
l'expression  générale  de  j'd,  on  reconnoît  que 

jjuel  qu«  soit  «,  et  ensuite  que 

f  r.f  »"=  f  (o»  0»    J'.M=  f  (  «  »0  !•  •  •J'«-».iti=f(»— »!  }t 
quel  que  soit  •.  "  ^ 

On  aura  par  ce  moyen 


•  •  •  •  •  .  .ymlê.iti 


'¥r„   y.*m    ^f^m    yttm    +'^-    ^M- •  

I»—.) 

 T  ^  J»-m^t  1  m 

m 

••;  +^.*.  ^^.^-..4. 

+  ^«M*J'«» '•<*"^^<M«yi»«M«*^''*"*4«J'«»»+*  •  •••••••• 

(n—n—i) 

•  •  .  -  J^»-M-ijm4« 
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ICI 7.  Le  moyen  que  nous  avons  indiqué  dans  le  n'.  1015  ,  pour 
obtenir  l'expression  de  peut  suffire  pour  chaque  cas  p.irticu'ier  ; 
mais  cependiint  il  ne  sera  pas  inutile  d'en  exposer  un  autre  d'aprcs 
lequel  on  puisse  construire  des  formules  générales  i  pour  cela  prenons 

désignant  des  polynômes. eç,  a,  le  premier  du. 
degré  t ,  le  second  du  degré       y  ainsi  de  suite  j  jusqu'à  , 
dans  lequel  «  ne-  doit  monter  qn^u  premier  degré.  Reprcseolons 
par  ^'y  fi\  0'",  etc.  les  divers»  racues  de  l'équation  (1) ,  nous 
aurons  ces  équations 

etc. 

dont  le  nombre  sera  suffisant  pour  déterminer  les  polynôme» 
^  >  .  ,  etc.  il  ne  restera  plus  qu'à  mettre  pour  &\  fi\  etc. 
leurs  expressions  en  «  }  mais  l'cquaiion  (2)  devant  être  identique, 
indépendamment  d*aiicttne  valeur  particulière  de  il  sufHra  d'y 
substituer  pour  A  une  expression  en  série  ascendante  suivant  les 
puissances  de  «;  et  par  ^onsé^enton  a'aura  qu*à  chercher  par  de 
pareilles  séries  les  valeurs  des  radnes  fi,',  0%  etc.  pour  les  substituer 
dans  les  valeurs  de  ^ ,  ^, ,  ^, ,  etc.  en  observant  de  les  pousser 
juscju'à  la  puissance  /  de  «  dans  le  premier  polynôme  y/,  à  la  puis* 
sance  /— i  dans  'J, ,  et  ainsi  de  suite  ,  jusqu'à  A^, ,  oU  l'on  pourra 
s'arrêter  à  la  première  puissance  de  «• 

* 

U  n'est  besoin  de  déterminer  par  cette  méthode  que  le  premier 

terme  de  chacun  des  polynômes  A  y  A,,  ^, ,  etc.  parce  qu'on  peut 
trouver  la  relation  que  les  autres  ont  entr'eux  à  l'aide  de  la  différen-  ' 
tiation  relative  à  a,  comme  dans  le  n%  98. L'équation  (x)  doime 
successivement 

*Jl _  JA-^fiJA.-^fi'JA^^exc.  +  (A,  +xAji^ 3^t/3'+  etc.  yjfi  ^ 
/•  A+A.^-i-Ajl'+ttc^  » 
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on  climlnera  de  cette  dernière  ,  à  l'aide  de  la  difFcrentielle  immé- 
diate de  l'cquation  (i);  on  fera  disparoître  les  dénominateurs  du 
résultat  que  Ton  Ordonnera  par  rapport  aux  puissances  de  /B  et  de  <t, 
et  dont  oii  chassera  »  au  moyen  de  Téquation  (  i  ) ,  les  puissances  de  /8  , 
dont  Pexposancest  à  ou  surpasse  ce  nombre  :  égalant  ensuite 
à  zéro  les  coeffidens  de  diaque  puissance  de  jB,  on  aura  »— 
équations  dtfférentieUes  du  premier  ordre  entre  «  et  les  polynômes 
A^A^^Jti  ctÇ*  ^  polynômes  étant  mis  sous  la  forme 

^  =r  +  r'  *+  T'  «•+ r'V  + r^v 

^.=r.+  r..+rv  .  .+T^-- 
^,=^,+r.«  + 

etc.  .  •        ■  ■ 

on  en  prendra  les  différentielles  par  rapport  à  *,  et  substituant  dans 

les  équations  dlflfcrentielles  dont  on  vient  de  parler,  la  compa- 
raison des  termes  affectes  des  mêmes  puissances  de  *,  fera  connoitre 
Us  relations  qu'ont  entr'eux  les  coefHciens  T,  T',  T\...T,  ^  T\ ,  etc. 

Il  ne  sera  pas  difficile  de  trouver,  d'après  ces  indications,  deS 
méthodes  applicables  à  la  détermination  des  coefficiens 
y,  y,  F\..,y^,  y,  $  etc.  du  n'.  1016.  Si  Ton  prend  la  différentielle 
du  logarithme  de  chaque  membre  de  l'équation  tL'f^issf^+ttc,  de 
ce  n*.  9  que  Ton  dusse  Jli  du  résultat ,  au  moyen  de  l'équa- 
.tion  (t)  diffirentiée,  enfin  qu'on  élimine  le  produit  mT'/r  et  ses 
fflttlûplcs  f  on  obtiendra  une  dernière  équation ,  dont  chaque  terme  , 
égalé  séparément  à  zéro,  fera  connoitre  les  relations  des  coeffidens 

1018.  Nous  allons  parcourir  les  diverses  remarques  que L^^nge a 

f  j't?';  sur  les  méthodes  qiienous  venons  d'exposer  et  dont  il  a  enridii 
l'analyse.  Il  est  d'abord  évident  que  l'on  peut  obtenir  pour  y  , ,  autant 
d'expressions  différentes  qu'il  y  a  de  termes,  dans  la  dernière  colonne 
de  l'équation  proposée  aux  différences ,  en  éliminant  successivement 
du  développement  de  a"^' ,  chacun  des  produits  en  a  et  ^  ,  qui  af- 
fectent la  dermèreoplonnede  Téquation  (i). 
Lorsque  féquation  (x)  psut  se  décomposer  en  £icfeurs  raitonocls» 
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on  considère  séparément  ces  divers  facteurs ,  pour  arriver  à  l'expres- 
sion de  y^,t  qu'ils  donnent  chacun  en  particulier  ,  expressions  qui 
sont  autant  de  valeurs  particulières  de  et  dont  la  somme  fournit 
la  valeur  complète  cherchée. 

Pour  éclaircir  ce  fait  analytique ,  supposons  que  l'équation  (i)  soit 
le  produit  de  deux  fiKteors  raâoands ,  Pun  du  degré  '/> ,  l'autre  du 
degré  q/,  nous  allons  moatier  qu'en  désignant  par 

+  5'.i8  +  C",*i3  .  .  .  .  .  1=0,      +£',Ô  +  C>j8.  .  .  .  l  =o, 

 J  +<:'./6'  J 

ees  fiicteors,  l'équation  proposée  aux  diffîrences  sera  satisfaite  sé^- 
parémeat  par  les  deux  équations 

+  ....  >  =o 

 etc.  j 

+  <^.r,»*M   J 

l'une  de  l'ordre  p  et  l'autre  de  Tordre  q  ;  et  que  par  conséquent  si 
l'on  représente  par  y,,i,  la  valeur  complète  tirée  de  la  première  , 
et  par  , ,  celle  que  donne  la  seconde ,  on  aura  y, ,  t^y^  »  i +^', ,  <• 
Cette  dernière  expression  sera,  complète,  car  elle  reoftrmera  p+q 
fonctions  arbitraires  :  savoir,  /r  provenant  de  la  valeur  ile  y,,,, 
et  f  de  la  valeur  de  ^'«ft. 

Pour  parvenir  à  la  propoiiôon  précédente ,  nous  aÛons  dierclicr 
quelle  doit  être  Téquation  de  l'ordre  /  qtn  sBtis£dt  à  l'équatioa  pro- 
posée. En  représentant  la  prenûère  par 

aj'- 1  < + b      , ,  +  c  y,+,  yt  +  k  y^^_^ , , 


*>H-JR 
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et  faisant  successivement  varier  *  et  /,  pour  obtenir  les  consccii- 
tiycSf  nous  en  déduirons 

ay,,«4.,+brM..»M-«  +cy*^fnn  +  etc. 


«te    .  . 

naiotenant  si  nous  multîptions  respectivement  chacune  de  ces  équa- 
tions par  les  coeffictens  indéterminés  F ,  Q,  Q^,  R,  R',  R",  êtc 
que  nom  ajoutions  Us  résduts ,  nous  aurons 

+fb'/'+aQOy.,«u+{«'i'+  b'Q+b  Q'+3/i')>',^.,M.K  >  0, 
TV     T  V/^  (c'T  +  b'Ç'  +  a^"):K.,.^.  ^  J 

comparant  ce  résultat  avec  la  proposée  ,  nous  aurons 

ap—J      hP-^zQ=B,  c  P  -4-b(2  +aA  =C,  etc. 

'     b'P+ae=5'  c'?+b'Q+bQ'+aiî'=£ 

é<|iiations  qui  tont  préaséncnt  ceUes  que  l'on  obûendroit  en  multî- 
pliant  fan  par  l'autre  les  facteurs 

a+b«  +  c'*» +etc.l 

+b'i8+c'«j8  V 

+  cV        J  . 
P+Q  + etc. 

Cl  en  comparant  le  produit  avec  Téquation  (1). 
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n  eit  filcîte  de  ponniâm  le  calcul  que  nous  venons  d*indi<|tter  ec 
■i8medeledél»msserde  toute  induction ,  et  de  voir  eu  même  tenu 
qu'on  en  peut  faire  un  semblable  sur  les  équations  aux  différences 
contenant  deux  variables  et  aussi  sur  les  équations  difrérentïelles, 
11  en  résulte  bien  évidemment  que  l'équation  aux  ditTcrences ,  cor- 
respondante à  chacun  des  facteurs  de  l'équation  (i),  satisfait  à  la 
proposée. 

Lois  donc  qu'on  emi  éiScompoeé  l'dqualioii  (i)  en  deux  bdeurs  i 
fnn  dn  degré^.  Tautre  du  degré  f,  et  qu*on  sera  parvenu  aux  es* 
pressions  complètes  dey.,  t  et  dejr*.,  • ,  oo  en  détermincni  Ice  feno» 
•dons  arliittaifcs  en  supposant  doiuiées  les  Taleuff 

Pour  passer  ensuite  de  ces  valeurs  à  celles  de 

il  ne  iTiigira  plu«,  que  de  cOinlMner  les  équations  nix  ^fiifirenees 
•ny.ff»  J^.»  t»  •▼«oWfw«ionjf.„«y'.„+y,„,  afin  d'en  tirer 
furrâifflination ,  les  expresnoos  des  fonctionsjf'«y«  er^',,«»  au 
-moyen  de  la  fonction  y^u^  ^  *»  difléNuces^n de  set  valeun 
coniécutiTes» 

'2019.  Si  l'équation  (i)  se  décomposoit  en  facteurs  qui  fussent  des 
puissances  parfiûtes  d'autres  fréteurs ,  Texpressioa  y,, , ,  pbtenue 
dTaprès  les  remarques  précédentes,,  ne  seroit  plus  complète.  Si  l'on 
«▼oit,  par  exemple,  ii*sbo,  ce  qui  dooneroit  «  fitctenrs  égaux 
à  ibBO,  on  ne  déduiroit  de  duoin  ^eux  que  la  même  équation 
,  ux  diflKrenoee,  et  par  conséquent  que  la  même  int^ale  ;  mais 
il  faut  observer  que  l'équation  aux  différences ,  correspondante 
à  n"sso,  admet,  outre  la  solution jr«,f=«V>  les  suivantes, 

■ 

on  celles-ci 

OU  enfin  celles-d 

"-Jffmiki^  Ll 


I 
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qui  se  tirent  de  la  iiremière  en  prenant,  jusqu^  Tordre  m-^i  tndu- 

sivcmcnt,  ses  difFérentielles ,  soit  par  rapport  à  <c ,  soit  par  rapport 
à  /3 ,  et  en  faisant  mcme  succéder  ces  différentlations  les  unes  aux 
autres  dans  tel  ordre  qu'on  voudra.  Ceci  est  fondé  sur  des  raison- 
nemcns  analogues  ;\  ceux  du  n°.  648  ,  d'après  lesquels  on  substitue , 
au  lieu  des  valeurs  de  <t  ou  de  qui  sont  égales  ,  d'autres  valeurs 
très-peu  différentes  entr'eUes. 

Connomanc  an  nombre  m  de  valeurs  partieulièfci  de^,, 
«Q  am-a  une  phis  générale  en  prenant  la  mmoe  dee  produits  3e  cei 
Tatenrs  par  dee  iccmstaniei  arintraircs  diffirentei  ;  et  il  vicndia 

a*'^'+a'Ar«'-'j8'  +  a''ar(*— I  )«— etc. 

mais  pour  arriver  à  l'expression  complète,  il  faudra  substituer 
aux  produits 

tf«'i8',  i3',  etc. 

des  fonctione 

on  aura  ainsi 

i=Ùt'.%  1+  *y •  ,<  +  *(«—  I  )y'm—  1 1+  «te. 

en  observant  que  les  fonctions  y», «,      y\%*%     J'"»»!!  «te. 

doivent  '  satisfaire  à  Téquadon  aux  différences ,  correspondante 
à  n=o.  Les  fonctions  arbitraires  qui  entreront  dans  la  compo- 
sition de  celles-ci  seront  les  mêmes  j  mais  en  passant  dans  les  valeurs 
de  ^,,»»  prendront  chacune  un  indice  particulier.  Pour  les 
déterminer  on  se  conduira  comme  dans  le  n°.  1016  ;  on  les  exprimera 
d*abord  au  moyen  des  premières  valeurs 

y mi*9  ^'*»«»*tc.  y,f«»  j^'iii»  etc. 

etc. 

et  l'on  introduira  çnsnîie  les  valeurs 

y*f  ym%\*  «te»     y*%%9  J'cf*»«te. 

en  éliminant  les  premières,  à  faide  de  la  relation  qid cnste  entre 
les  fonctions  Xmy*%  y«»'»  i^'«>o  «te.  et  des  équations  «a 
y.»«»    y,,,,  f*c  déduites  de  n=sa 
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Nous  n*entreroos  pas  dans  de  plus  gnuuU  détaili  «ic  cette  matière 

qui  devient  très-compliquée  ;  ce  que  nous  avons  dit  suffit  pour 
mettre  sur  la  voie  les  lecteurs  intelligens  qui  auront  présentes  à  l'esprit 
les  diverses  remarques  semées  dans  cet  ouvrage.  Nous  passerons 
aussi  sous  silence  ,  par  cette  raison  ,  la  théorie  des  équations  entre 
plusieurs  fonctions,  que  Ton  peut  traitçr  à  peti  près  comme  les 
équations  diffirenddltt  «Itt  'n'.  656 ,  ou  comme  les  équations  aux 
dÎKrenccs  du  n*.  996. 

1090.  On  parvient  à  des  résultats  analogncf  pour  les  équatîoqi 
aux  différences ,  contenant  quatre  ou  un  plus  grand  nombre  4e 
variables,  qui  répondent  aux  séries  récurrentes  «n/r/tf,  fiipàifpA»j  ete* 
Pour  se  former  l'idée  d'une  série  récurrente  triple ,  par  exemple ,  il 
suffit  de  concevoir  une  fonction  qui  varie  de  trois  manières  diffé- 
rentes, ou  qui  renferme  trois  variables  indépendantes  ;  une  semblable 
série  se  disposeroit  naturellement  dans  les  cases  d'un  parallélépipède , 
formeroit  alors  une  tahU  à  tripU  entra ,  et  si  on  en  désignoit  le 
terne  général  par  , , . . ,  l'une  des  arrêtes  contigues  è  un  même  angle 
do  parallélépipède ,  seroit  la  bande  des  Xf  Yw»xt  celle  des  r>  et  It 
troiâèae  cdle  des  «. 

Nous  nous  bornerons  è  tndter  féquationt  . 

+ '0  J^»f  «««««t 

contenant  une  fonction  dépendante  de  trois  variables,  et  que  l'on 
ditnt  t^isrder  comme  étant  du  troisième  ordre ,  à  cause  du  terme 
^r,^., ,  i+. , •  En  y  faisant  y. . ,53W«'^y,  et  dtvîsaRt|p«r 
après  la  substitution  ,  il  viendra 

d'ohontinni  ^.^^.^^^«^^^^  .  ...... 

et  Pou  tm  par  conséquent  dans  l'ezpccsaîdn 

Ll  a 


}... 
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pour  la  fontion  cherchée  ,  une  valeur  contenant  trois  arbitraires  ,  * 
et  0  ;  mais  cette  valeur  n'est  encore  que  particulière  »  et  si  on  donne 
à  celle  de  >  la  forme 

£'    B  A 


«     /B  «il 


C"  C  3"* 
27+—+--+-- 


en  divisant  par  ajS,  son  numcrateur  ainsi  que  son  dénominateur, 
et  qu'ensuite  on  en  développe  la  puissance  u ,  en  série  ordonnée  par 

rapport  aux  puissanccft  des  qjiaBtitès  ^,       on  obtiendra  un 
mltat  de  h  forme 

+  eic»  ' 

n  n*entrera  dans  les  coefficicns  ^,  f^. . .  f , ,  etc.'que  les  constantes 
AfB,  etc.  et  Texposant  variable  u.  Par  la  substitution  de  cette 
série  le  produit  «*^'>*  ne  contiendra  plus  que  dès  tenncs  de  b 

forme  F.  -r^  ;  et  par  an  raisonoemcnt  semblable  à  celui  du  n*.  xoi6£  * 

on  s^  coavaincni  que  cet  termes  peuvent  être  rcmph^  par  d'autre» 
'  de  la  forme      f(r,j^,  f  dés^nant  une  fiMielîoai  arbitraire,  ce 
qui  donnera  > 

+  ;>',f(x,f-i)+r,f(.v— I,/— i)+/".f(x-.i,*— i)+etc. 

+  r,f(x,r— z)+_etc 

etc. 
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Cette  expresùon  peut  le  traduire  en  une  autre  qûi  ne  dépende  que 
dei  valfuf^  de  .       •  -  ^ 

S^»ftf9,       ya^9*%*9  J^«u^lf>'»t  •^C* 

y»%t~.ti*t       >'M»<-l»«'t       ^«-a»*-!»**  ^* 

etc.  . 

contenues  dans  «ne  table  à  double  entrée,  qui  résulte  des  seules  va- 
riations de  jr  et  de  / ,  et  qui  formeroit  une  des  faces  de  la  table  pa- 
rallclcpipcde  ou  à  triple  entr<ie.  En  effet ,  lorsque «=o ,  on  a  y"—i , 
d'où  on  conclut  F=i ,  et  tous  les  autres  coefficiens  sont  nuls, 
îl  vient  donc  1,  .=  f  (  ' )  ;  puis  suivant  à  cet  ^ard  la  marche 
tracée  dans  les  n**.  toi  1 ,  1 5  et  16 ,  on  obtient 

+ 'V*» '-.».+ ^^y,-, ,  I-. +etc.. 
+^i^*»«-i».+etc. 
etc. 

flésultat  parfritcment  analogue  à  celui  du  n*.  1011,  et  ayant  aussi 
nncon?étticnt  d'être  indéfini,  à  moin* que  trois  'des  quatre  quan- 
tités  B%  C,  C',D^nt  s'évanouissent, ou  que  les  valeurs  de j^,, „ „ 
lelatives  aux  indices  négatift- ne  soient  toutes  nulles.  On  pare  à  cet 
inconvénient  par  le  moyen  d'une  méthode  absolument  semblable 
à  celle  du  n\  toi  ^  ,  et  sur  laquelle  nous  ne  saurions  nous  arrêter. 

loai.  La  nétbode  que  Mme  woons  ^exposer  suppose  que  les 
coefficiens  C^tts,  ét  Féquation  aux  diffiirtnccs  soient 

constans  j  Laplace,  qui  le  premier  s*est  occupé  de  ce  genre  d'équa- 
tions ,  k  donné  un  procédé  un  peu  mdns  simple ,  mais  aussi  à  l'aide 
duquel,  oa  peut  intégrer  une  classe  aisex  étcadiM  d'équations  à 
coefficiens  variablles.  Il  a  6it  temarquer  en -premier  lieu  qiie 
équation  « 

dans  laquelle  les  deux  variables  indépendantes  décroissent  delà  même 
manière ,  peyt  se  changer  en  une  autte ,  oit  l'on  n*a  plus  à  considérer 
quelaieuleTanabIejp.Eaefièt,  siron prend  /»r— JC«  i: étant  une 
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constante  ,  et  que  Ton  mette  cette  valeur  dans  les  coeflkîens 
^*>< >        « t      )  f  >  etc.       ,  que  Ton  repr^ntcra  ensuite  par 
X',,  X\,  .et  iT,,  et  que  l'on  change  jr«,»ea      on  aura 

l*SntégraIe  de  cette  nouvelle  équation  donnera  l'expression  ét  y^^  «, 
lorsqu'on  y  substituera  x — t  au  lieu  de  JC ,  et  il  faudra  regarder  , 
les  arUtraires  comme  des  fonctions  de  x-^. 

loii.  Lorsque  les  deux  variables  ne  décroissent  pas  de  la  même 
manière  ,  les  fonctions  arbitraires  paroisscnt  devoir  être  afieCtéesdu 
signe  d'intégration  x.  Si  l'on  a  ,  par  exemple  , 

y  il  t~j'x—i  >  l'^j^i—t  *  *— I  • 

et  que  Ton  fasse  d'abord ,—f(.v),  il  en  rcsnlte  r__,,,=fl[r— i)j 
prenant  ensuite  l'équation  proposes  devient 

^x».=^Jx_,,,+J.--'.  .  >   donne  j-,,  ,  d'oîi  Ton 

conclut  A,j,_,,.=  f(Ar— i),  par  conséquent  A^,j,=  f(*)  et 
^„,=  ïf(*):  passant  k  i=3,  on  aûra 

augroentani  l'indice  x  de  l'unité ,  il  viendra 

Si  l'on  continue  ainsi,  on  obtiendra      ,  <=2;'f  (v) ,  formule  peu 
commode  ,  quoiqu'il  soit  possible  d'exprimer  le  second  membre  par 
une  suite  de  termes  affectés  d'un  seul  signe  d'intégration  (  a°.  918  ). 
1013.  G>nsidlérons  à  présent  réquation 

+  B^y^,     +  B\j,_, ,  ^,  +  B\y,_,,^,  +  etc. 

qui  n'est  que  du  premier  ordre  par  rapport  à  la  variable  / ,  et  com- 
mençons par  nout  Occuper  du  cas  particutîer 

Cette  équation  suppose  que  x  et  <  surpassent  l'unité.  Si  nous  faisons 
successivement        ,  *=3  ,  nous  en  tirerons 

,  t—^\  JK. ,    ^5    ,    + c*,  —  (^) , 
et  de  ccidemiùres  nous  déduirons  une  résultante  ddos  laquelle  Hadice 
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relatif  à  a:  ne  sera  que  i  ou  3  ,  en  éliminant  les  termes  j^, ,     ct>', , 
Pour  nous  procurer  un  nombre  suffisant  d'équations ,  nous  change- 
rons  /  en  r —  i  dans  {}) ,  qui  deviendra 

chassons  maintenant  des  trois  équations  {a) ,  (h) ,  {b')  ,  tes  quantités  • 

jK, ,0  y^y  t-,  ,  comme  des  inconnues  distinctes;  pour  cela,  multi- 
plions respectivement  par  a  et  /3  les  équations  {a)  et  {j>  ) ,  que  nous 
ajouternos  avec  (/>)  et  nous  aurons, 

égalant  à  zéro  les  coe^kiens  de  j^. , ,  et  dey^  *-.  >  tixm  obtiendront 

A^-^-msso  oa  «^.4-M|=o  ou  1=—^., 

«Toh  U  lésulten 

S  on  désigne  par  ♦  (f)  la  fonction j-, évidemment  arbitraire, 
cette  équation  pourra  toe  -traitée  comme  «e  renfermant  plus  que 
la  seule  variable  puisque  les  indices  relatifs  à  x  sont  les  mêmes 
dans  tous  les  terme»,  ou  que  tous  ces  termes  seroicnt  placés 
sur  une  même  ligne  horiaontaîe ,  dans  la  table  â  double  entrée,  qui 
représenteroit  la  série  proposée. 

Prenant  «=54 ,  l'équation  proposée  donne 

yi^t  =^4>',,.  +^4>'4»iL.+C,  .   .  (*)  t 

en  diminuant  l'indice  r  de  i  et  a  successivement ,  on  aura 

J'4»^-I='4|J'^»^..+i^4J'4♦«-.  +  ^^4  {c') 

J'4»fc-«=M|J'!»*-+*4j'4»i-l  +  Q  •••(); 

les.équationsc,  c',  c",  combinées  avec  l'cquation  (3) ,  fourniront  le  ' 
«oyend'éUmîaerjr,,,,jr,,,_,  et  d'arriver  à  une  cquation 

e[ui  ne  contienne  plus  que    .  o  ^4,1-. ,  J'4 ,  *^  .  y, , ,  et  la  fonc- 
tion arbitraire  jr, , Cette  équation  sera 

j'4 ♦^».+ ^î+ir*)/*» -K  ir.ff, + + B,  '?,)V4 ,  ,..-B,B,B^., , , 


Digitized  by  Google 


C      h  D  u  C  d  L-  c  V  z 
en  faisant  pour  abr^er 

Passons  encore  à       ,  noos  troumons  suecesâvemeot 

^î,i_,=-^îr4><-.  +  -^S>'î»»-.-i-^î  .  .  .  .  (^') 

équations  qui  serviront  à  éliminer ^^4, J'^ii.r^  J^4»»-«»  ^4H-J 

l'équation  (4) ,  et  conduiront  k 

JîM— +  i9,  +  ^4  +  50j,  , 

^iB,B,B,+B^  È,  B^  +  B,B^B^  +  B^B^B^)y^ ,  ^,  l  «0(5^ 

en  faisant 

La  composition  de  ces  équations  est  facile  à  saisir  «  et  si  l'on  re« 
présente  le  dernier  résultat  par 

les  coefficiens  Ai,,  A^, ,  P,,,,D^^  y  seront  formés  d'après  la  loi 
déjà  bien  évidente  de  ceux  que  nous  avons  calculés  précédemment. 
On  peut  aussi  les  dé4uire  «uccess^vement  les  uns  des  autres,  ea 
'  éliniaant 

entre  l'équation 

fX  les  ndiraiites,  dont  le  nombre  doit  être  égal  à  «^t^ 

y,ii-x=^.yM.*tt-i+B,y„f^,+c, 


9 
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et  en  comparant  la  résultante  avec  Tcquation  {x)  ^  car  on  trouvera 

i>l=— i*^+etc). 

équations  qui  ne  sont  que  du  premier  ordre,  et  qui' ne  renftmcnt 
que  la  seule  variable  s, 

La  valeur  dejr, tirée  de  l'équation  (x),  contiendra  un  nombre  x 
de  constantes  aHiitraircty  qui  seront  surabondantes,  puisque  la 
proposée  n'étantque  du  premier  ordre,  ne  doit  avoir  dans  son  intégrale 
que  la  fonction  arbitraire  f  (/) ,  introduite  pour  jr,,^;  il  fiiudra  donc 
déterminer  ces  arbitraires  par  la  substitution  de  l'expression  de^',,|, 
dans  la  proposée  et  par  la  comparaison  des  termes  semblables  en  ar. 

1024.  L'équation  générale  du  n*.  précéd.  donne  d'abord 

'jftti  — •^sy»,  i—x"^^  *y»>  »"l"-^  iyi.t—\  ••••••••••Ji^ 

^»»i=^»^i»'-«+^')>'}»«-«+^Vj»«-i  ;  .  .  . 

J'»»»-.  • .  •  •   

^î,*_i«'iyn*-*+''iyiti.^+'^*iyu«-*  •  

+^jJ'M»-.+^ïy*»*-î+^V«>f-*   

etc. 

Si  on  multiplie  respectivement  la  troisième  ,  la  quatrième  ,  etc. 
de  ces  équations,  par  etc.  et  qu'on  les  retranche  de  la 

seconde,  en  écrivant  le  résultat  ai-^ci: 

r'^.Lj'i»  t-x—A  y^  »  M-,  3 

'—'^»iy\)t^*—^iy\yu.\ .     i .  3 

+     ^iLyii»t-»""'^t  j'*,*-*  •  •  •  •  3 
-f-*   •«•••••* 

Afpcndiu,  '\  Mm 
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oa  reconnoîtra  sur  le  champ  la  possibilité  d'éliminer  les  quantités 

yt,  *-i — j'î,  I— *•  •  •  • 


au  moyen  de  l'équation  (i) ,  qui  les  donnera  successivement  en 
J'iK-i  >  Jit  et  de  parvenir  à  un  résultat  de  la  forme 

dam  lequel  on  n'a  plus  à  considérer  que  la  sente  variable  et  qui 
^intègre  par  les  méthodes  des  n**  973  ,  979. 

La  fliftme  narche  conduira  à  des  équâtions  semblables  par  rapport 
^yk.*»y^i%**»y*tf  Les  Goeffictens  etc.  seront  aisés  à 

.former  par  induction  ;  il  n*en  sera  pas  ainsi  de  la  fonction  aw>*» 
flttis  on  y  parnent  en  déduisant  de  réquation 

les  suivantes 
etc. 

dont  la  somme  faite  membre  à  membre  est 

B,y,., , ,+  B',y^, , 4-  etc. 

[  B^y^  ,     +  B',y,_,         etc.  J 
5x  y,-.,, etc.] 


+  Br"s^,',t+B' II, etc. 
Si  Ton  y  substitue  pour  les  quantités 

etc. 

■5r.yx- . .    +  -5      ,     +  etc. 
■   -SxJKx-.j  etc. 
leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  proposée ,  on  la  changera  en 

y*  »  ♦""•^i-v»  1  i-i"""-'^  X  y*  s  1-1*  •  •  • 

^-^x-.  [j'xil-,— ^xr,»»-a  —^,1 
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et  en  ordonnaat  les  différens  ternes  de'  èette  dernière ,  ^  rapport 
«UK  vaieuri  successives  de        oa  ann 

+  ^,«,^. ,  g + 1 1-,  +  etc. 
+(«— etc.  : 
comparant  avec  l'équation  {x) ,  on  en  condura 

=« 

•*»*=5x«,_„  •4-^',«,_,,«_,+  etc. 

+ 1  (  I  etc.  )  A^,. 

^  Lcscocfficienstf.,  a'.,  ne  dépendent  que  de  la  seule  va- 
liable«:  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  fonction»,,,;  mais  cependant 
.réquation  qui  la  renferme»  se  tir^  avec  assez  de  facilité,  en 
observant  que  quand  on  prend  pour  une  fonction  arbitraire 
der»  on  a  aussi  n.,«sBsf(«),  dV»h  l'on  coodut 
_m^u     «(i-;-,-i/.-etc.)i»^.+iï.  £(/)  f(m-,)+elc 


=     •  <^m   -^tK  Ht)      J,b\  f( etc. 

=  C,.,4-*_.f(0  f  (/-!)+ etc. 

^.-^i*-^—  <^—.+*-.^^C'—0+*'*-.f  etc. 


etc. 

Lorsqu'on  «et  les  Taleun  de  «,_.,„  «c.  dans  l'équation 

en  ir,,«,  obtenue  pricédemment,  elle  denent 

«.ii=(»^^— etc.  )  iv; 
etc. 

:+*-*-^(')+(^-*'^.+.^A..)f(*-i)+etc. 
tfoù  y  par  la  compardsonavec  la  râleur  ' 


.  -'^nOntïfe 
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L*întégratjon  de  ces  équations ,  et  raddition  des  cçikiBntes  don- 
neront les  valeurs  complètes  de  ,  ,  etc.  C^.  Les  constantes  se  dé- 
termineront  en  observant  que  lorsque  jr=  i ,  on  doit  avoir  ifv|(=f(/)> 
d'où  il  suit  C,=o  ,  ^,  =  1  ,  ^,=0,  *",=o  ,  etc. 

L'intcgration  de  l'cquation  (a)  introduira  un  nombre  x  de  cens- 
•  tantes  arbitraires  qui  pourront  être  des  fonctions  de  at;  mais  ces 
fonctions  doivent ,  pour  satisfaire  à  la  proposée ,  cesser  d'être  arbi- 
traires ,  puisque  rintcgrale  dé  cette  dernière  nedoit  renfermer  d'antre 
arbitraire  que  f(/).'  On  les  détemùnera  par  la  substitution  de  Vcxr 
prpssion  générale  de^.,  »  dans  Téquatton  jflroposée. 

10&5.  Pour  api^ner  cette  méthode  à  un  exemple  particulier ,  oe- 
cupont>nous  de  réquadott 

qui,  lorsqu'on  y  fait 

J'.,i=o»     J^.,.=t,     ^..»=0,    >'ï».=0,  etc. 
fournit  cette  série  à  double  entrée 


I 

% 

3 

4 

5. .  .X 

I 

I 

0 

0 

0 

0  etc. 

1 

1 

3 

0 

0 

0 

3 

4 

8 

4 

0 

• 

0 

4 

8 

14 

14 

8 

0 

16 

64 

96 

64 

iS 

3» 

i6e 

310 

i6ù 

7 

384 

960 

• 

nous  aurons  dans  cet  exemple 

v/,=i,  ^,=0,  etc.  5,=o,  B',=i,  £\=:o,etc 
et  les  équations  du  n°.  précédent  nous  donneront 


I 


..+.1 


OU 


d*oîi  nous  conclure^ 
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et  seulement  a^_^=  z  (.v — 1),  en  ne  faisant  commencer  l'équation 
proposée  que  lorsque  x=ssu  Nous  aurons  ensuite 


ci  il  ÙLuân  encore  supprimer  la  eonstaate  pour  que  N^^sso^ 
lorsque  xsBi  ;  passant  à 

»  t 
et  supprinuiiit  c%  nous  aurons  cette  suite  de  yalenrs 

I  I.l'  1.J.3 

dont  la  loi  est  évidente.   Il  ne  nous  reste  plus  que  l'équatîon 
i=itf_^_, , , ,  dans  laquelle  on  doit  regarder  t  comme  constant. 
Nous  en  tirerons  u^,,=  yx^^  et  comnett,,^  doit  s'évanouir  quand 
*=i ,  il  faut  que  j'^o. 
Ces  divers  résultats  nous  condubent  à  réquation 

-44 

k  laquelle  on  satisfiût  en  prenant  y^fg=sK\  la  ioatHàmi  jk  étaftt 
donnée  par  l'équation 

i--[ok*]x+WW~M[»3^+etc.=»o,  . 

qui  n'est  autre  chose  que  =o^etoe  donnant  par  conséquent .' 

pour  A  que  la  seule  valeur  assx ,  ne  mène  qu'à  une  ezîwession  par-< 
.  ticulière  de  ^«tiî'  ^est  pourquoi  nous  6rons  ^,,«=n,,|a'.  La 
substitution  de  cc|te  valeur  change»  Féquation  ci-dessus  en 

+CÔÎ  [A]n„^^+ete,     ,  J 
qui  revient  à    n^^iag  (  o*.  860  }  ;  mais  on  satisËiit  cette 


•  1 
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équation  en  prenant  pour  n_,,,  une  fonction  qui ,  par  rapport  à  / 
soie  rationnelle  et  entière  et  du  degré  x — i.  On  pourra  donc 
(n%  861  ),  donner  à  la  fonction  n,,,  lafome 

n„^^i  [r^]+ctw  i^l+C^  if^y}  +  etc. 

•ubcthawiit  ensuite  daas  Texprcsaoïi  àty,,tt  P*ùi  cettt  denUre  dans 
r^quatioa  proposée»  en  dMeryaat  que 

»— I  — f+T  » — I      — ■>+!  * — X 

•Lo]  C'-O^Lo]         W  C'-a] 

[o]  [^-l]=£o]  \i^t]+io} 
etc. 

et  fttsant  Tirier,  par  rapport  à  »,  les  irbîtiaSrcs  C„  ctc; 
il  TÎen^ 

C.[o]  [r-i]+(c;+C',)[o]  [r~2]+(C'.+cg[o]  [r-i]+etc; 

La  comparaison  des  termes  semblables  donnera 

C=C,  Cs+C',^C^+C^,  C'.+r'.=C'.+  C'^.,  etc. 
ce  qui  se  réduit  à  C,  =^,_, ,  ^  1  rte. 

d*oîi  Ton  doit  conclure  C,=c ,  C,—t! y  etc. 

c  et  c'  désignant  ici  des  constantes  ;  pour  déterminer  ces  dernières  , 
on  prendra  dans  la  première  ligne  de  la  table  de  la  page  176 ,  les 

VelcjW  de  J^. ,  ^.  » .  »  «te 
Quand  jr=si»  on  a 

[o]  [o]  [f— i]r=o,     [o]       i]=o,  etc. 

d'oU  ^  résulte  l'y ^,„=&c,  et  par  conséquent  «s^; 

—1  1 

quand  «=a«^  il  vient  ^^..««'([0]  [^tH«')  9  cxpKSiîon  d'oïl 
l'on  tire  y^ti—*^  et  c'eso,  puisque  dans  h  tiUe  ,x.»,aBO.  Ea  . 
poursuivant  de  cette  manière ,  on  troitrera  sacoeisi?enieiit 

c'y  =0^  «"^so  y  et  on  obtiendra 

— «+t    *— I 

po«r  le  terme  général  de  la  série  conprisedaos  b  table  de  la  page  vj6. 
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La  complication  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer,  ne 
paroît  ôtre  due  qu'à  celle  du  sujet  ;  cette  méthode  a  d'ailleurs ,  sur 
celle  du  n°.  973  ,  qui  parcît  beaucoup  plus  simple,  l'avantage  d'offrir 
un  véritable  procédé  d'intégration,  fondé  sur  la  nature  même  des 
équations  aux  différences  partielles ,  tandis  que  le  succès  de  l'autre 
ne  tient  qu'à  reflet  d'une  substitaiion  particulière  aux  équations 
du  premier  degré  à  coeflidens  constans;  ie  regrette,  pour  cette 
raison  9  de  ne  pouvoir  m*étendre  davantage  sur  les  diverses  ap« 
pticaiions  que  Laplace  a  faites 'de  sa  médiode»  et  d'être  obl^  de 
tenvoyer  à  son  Mémoire  ;  mais  pour  terminer  cette  matière,  je  vais 
rapporter  une  méthode  proposée  par  M.  Paoli ,  dans  laqudlc  se 
trouve  comprise  celle  de  Lagrange  et  qui  s'applique  à  un  genit 
d'équations  dont  l'ordre  est  indéterminé. 

ï0z6.  Soit ,  proposé  d'intégrer  l'équation 

+^'*.y.-i»i+^'x.y,-i>#-,  .  •  .   

dont  l'ordre,  rdativenent  à  la  variable  change  ï.  chaque  valeur 
de  X*  Supposons  tjue  rSnté^e  cherchée  ait  cette  ferme 

«  «  » 

j'.,,=«flX-*]+«^'l>,J+/'«'I>.J+  etc. 

dans  laquelle  [«J  =«,.«^,.«^  «, ,  et  ainsi  des  autres; 

et  les  quantités  a ,  h ,  c.  .  .  ,  m ,  n ,  p,  .  \  .  désignent  dcs  C0ni« 
tantes.  Tirant  de  cette  expression  les  valeurs  de  j'.>»_,  etc. 

pour  les  substituer  dans  la  proposée ,  nous  aurons 

ai«'[«J  etc. 

+a^>'  [«^J+«i5'^-'[-rî  +air^--[*.t3 

•'+«^,*'':'[^,]   -^nXJ'-'la'l 

'-^nA'J'  Dijr.J+nO'-'U^J  -^«^'J^-'iCh 

'+p^^'  bJ!7i+/'^'.c'-[y^î ....  i>,rj 
etc. 
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ayant  introduit  un  nombre  suffisant  de  fonctions  indéterminées 
*-r  >  K  t  7x  t  etc.  dan«  réquation  proposée,  nous  y  pourrons  sa- 
lis taire  en  posant  • 


ma*M^mji^*-'[*,]  .....  -hmX,^*^ 

*  *  «       ■  '  m 


éic. 

Les  quantités  m ,  n,p,  etc.  disparoîssent  dci  ces  équations ,  par  h 
seule  diviâon  et  demeurent  par  conséquent  arbîtrûres;  on  peut  ans» 

chasser  les  fonctions  [«,_.]  ,  ,  ,  etc.  puisque 

■m  *  «—I  ■  «  *— i 

Ideséquations  simplifiées  par  ces  réductions  donnerontiespectirement 

•  •  •  . 

.  .  .  . 

I— ^^-—fl^-  ....  —j:^-: 

etc. 

s         s  s 

d'où  on  déduira  les  valeurs  de        i  [>*]>  *^c.  mais  pour 

faire  usage  de  celles-ci ,  il  faudra  les  réduire  en  séries  descendantes  , 
miyant  les  puissances  de  a ,  ^,     etc.  et  d  Ton  8 

etc. 

[^,î=>^+^*-'+^'ir«+^^-»+ etc. 

[7,]=^+ -4 '«"•+ -rf^'É-' +.  etc. 
.  etc, 

on 
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+ y/ (/na— etc.) 

en  raisonnant  ici  comme  dans  le  a*,  loix,  00  tnnsfomeni  cette 
txpresaion  dans  la  suivante  '  ...  . 

qui  scfà  rint^grale  cooplèie  de  récpiadoA  proposée  aux 

La  méthode  ci-dessus  se  rédiût  Tisiblement  à  faire  y^^t—'^'l'^s}  > 
A  tirer  de  la  substitution  dans  Téquation  proposée  la  valoir  de 

M 

et  ik  conrertir  ensuite  [u,]  en  une  série  de  la  forme 

'      J+^a-'+A''à-*-^A"a-'+  etc.  - 

d*oji  l'on  déduit  sur  lechamp 

y.u=^9  (')+^f  (*— (/— 1) 3)  +  etc. 
S0&7.  Prenons  pour  premier  exemple  l'équation 


qui  engendre  la  série 


4    Ç  ^. 


a 

7 
M 

63 
117 


o 

o. 
o 

I 

6 

15 
90 

301 


000 

.000 
6  O.  e 

000 

000 
000 
100 
10  o  o 


lorsqu'on  fait  ^,,.=  1,  ^.,,=0,  >'„_.=o,  etc.  Chaque  terme 
de  cette  série  est  égal  à  celui  qui  le  précède  dans  la  colonne  verticale 
oh  il  est  placé  ,  multiplié  par  «  et  augmenté  de  cèlni  qui ,  dans  la  co- 
tonne  précédente,  ^cn  trouve  éloigné  de      r  lan^horîzontauz  : 
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pour  le  troisième  terme  de  la  septième  ligne,  par  exemple  y  on  a 
*=3 ,  <=7 ,  et  / — .v+i^5,  et  par  là  on  trouve 
^,,,=3x15  +  1^  =  90. 

Faisant,  comme  le  prescrit  la  règle  ci- dessus  ,  1=  , 
l'équation  proposée  se  change  en  «.ss^a—a^-i-a"**"'  et  donne 

■         ■ ,  d'oii  ron  conclut 

'  s         «a  «fi 

-**(«-«) 


(l—tf"')  (!—»<»-'} (l—j<»-').  .  .  .(1— «a-') 

Soit  .  '  . 

I 


on  aura  premièrement  j4=  i ,  puis  il  s'agira  de  mettre  le  dénominateur 
du  premier  membre  sous  la  forme 

I  +  P  a-'  +  etc.. 

pour  ptnrenîr  «1  développenent  de  ce  aiembre;  of  Hest  visiblfe 
.que 

<2=i.3+i.3.  +»,y+ete, 

iî= — i.a.^— etc. 

et  que  ces  quantités  peuvent  s'exprimer  par  la  somme  des  puissances 
de  la  progression  1 ,  z,  3,  4i  etc.  au  moyen  dct  fetfflntet  du 
n*.  158,  qui  donnent 

•     P  =  -S, 

Q  1  — 

ji=ï—  : 


I  » 


etc. 
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et  on  aura  cnnûte,  pour  ébtmÙMS  Jt^       de.  las 

àiiuuioni 

etc. 

reste  à  tirer  les  valeurs  des  coefficiens  A,  A\  A\  A'\  etc.  mais 
on  y  parvieadra  plus  facilement,  en  comparant  les  équations  qui 
M  conespondent  dans  les  deux  suites  ;  car  on  auia  ^nsi: 

etc-  V 

d'où  l'on  conclura       >  *'  -  '  

•  •       *  •     •    •  > 

A       3        î      Va  1/3 


(*)  Ces  (btniulet  ne  sont  qu'on  cas  paiticulier  de  celles  que  donne  M.  Paoli,  pour 
tkîétt  CD  iérie ,  {Mr  le  moyen  dn  somniM  dn  paasaoces ,  dne  fiaetiattiaiioMcllet 
fimulct  irap  A%niitt  pmir        tninm  place  ici. 
^  Si  Pon  a  U  fraction'  .  ^ 

Nn  X      •  ^ 
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tt  '  par  conséquent 


*  +etc. 


et  qu'on  prenne  tes  logarithmes ,  il  vioidn 

J^:z^f)i;(t^[]i!('■I^H:::::;}=•{l+■'r^+>i•+-<•^f+«i 

poil  en  difibentiant,  on  obtiendta 

les  termes  du  premier  membre  étant  dévil.>pp<t  n  tèrit,  3  « 

+b'+b'«t-H''i*+«»c, 
+c'+c'*c+c'V+«»e. 

 V  ^  A'^iA'\+%A"Y^^tç. 

— b-i.b»;;+L'^»  — etc. 
— C  — c\  +c'i»  —  «c. 


et  si  l'on  £ut  ,    '  \ 


etc. 

•a  anr«.  ^ 


â'où  l'on  tireiA 

Vf  ttl '  l." 


•  J!  -A  5. 
iA"-AS,JtAS, 
^A"'=J"S,-^A'S,+ASs 

etc. 


i; 

i 
I 
l 
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ptr.  le  noyea  de  cette  deroière'  expiewon ,  on  aunt 


A 


Cd  fimnaUi  SMt  pciacïpikinan  «ppUnbki,  looqM  ks  qoaa^iéi  . 
.  «.b,  e  a'»b',c'..  

foniiîtuMt  dmlito  doat  on  peot  obtenir  Cwileaicrt  U«<iiiim<»  lowqiiBlaiif  dM^ 

rences  prcmièreî  ,  par  exemple  ,  sont  constantes  ;  dans  ce  cas  on  peut  aussi  trouTer 
immédiatciacot  les  coefficiens  des  puissances  de  ^ ,  dans  le  développement  du  prodait 
(  I  —  a )  (  i  — b^O  (  1 —c  {)  etc. 

par  on  moyen  que  nom  allons  exposer,  parce  qu'il  peut  être  ntih  dut  planeur» 
occflsions ,  ain»!  que  1*a  montré  Lagran^e. 

■neiuite  de  quantités  croissant  par  une  différence  constante  et  égale  îiA;  on  fera 

(*  +  j)(x  +  .»  +  A)(x  +  tf  +  î*)  (*  +  tf  +  (/7i-i)A) 

■=i X-+  A'x-- ' -f  a""-"'  4-^t"0  ( j )  ; 

les  coefficiens  A',  A",  A"',  +A^''^  donneront  les  sommes  demandées. 

bï  l'on  substitue  x+k  à  x ,  dans  les  deux  membres  de  cette  équation ,  elle  deviendra 

.    s=^^*+*}"+^'(*  +  *)""-+-*"C*  +  *^"'"  
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SïVon  fait  *=0,  les  sommes  5, ,  5", ,  5",. . . .  s'évanouiront  »  et  il 
ne  restera  que     ,     ^  (r) ,  en  sorte  que  la  détermination  de  la  fonc- 
tion 9  dépendra  de  la  colonne  verticale  qui  précéderoit  la  première 
de  U  table  de  U  page  z8 1  ,  et  qui  n'est  pas  donnée. 


en  cofrpirattt  «Hi  jiiniwr  MUiiihre  «wc-celiii  d>k  pricédeni»,  «m  <wit 

qae  le  second 

dfivdoppant  cctte'noinrene  é({aatîoii  ^  oa  obtlcadca  vaeettànmeat 

=b(«+j+«*){«»+^'»— +^'««-^   .+i*t->}«k 


•  I  i.a 

+^'*-+  rr'^'Ax— +  triiMrril  ^  etc. 

4>  ^'j  etc. 

+  -^"'a»-*+ etc. 

•fe«. 

+    <i*"4-  -4'-*"—+  A"ja"-*+ etc. 

Cette  dernière  équation  devant  être  identique  doimt 

i.a  t. 9 

etc. 
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Maintenant  voyons  comment  nous  passerons  de  l'une  à  l'autre;  fat* 
sons  Ar=i  ,  l'équation  proposiie  nous  donnera  >',,,=  + 
^*^^y»it~Ji%r—y,ftt  «  nous  montre  que  la  valeur  de  y,,, 
doit  touiouK  ttte  nulle  tant  que  /  est  un  nombre  entier  positif  dif- 
ftrent  de  l*amté ,  puisque  la  table  de  la  page  iSt  donne  dans  tous  ces 
«M  Pour  obtenir  les  valeurs  de        lorsque rest  nul  ou 

négatif  y  U  laut  continuer  en  arrière  la  sétie  résultante  de  l'équation 
proposée,  ce  qui  s'effectuent  en  formant^  par  le  moyen  de  cette 
équation,  le  tableau  suivant  : 


etc. 


etc* 


J'ii»=  y,ti+y*^^  etc. 
etc. 


A  la  troisième  ligne  de  h  troisième  colonne  «  on  trouve  l'équa- 

=  3 J'îi.  +  J.,.»  qui,  pair  le  moyen  des  valeurs  de 

J'i». .  ^v».,  tirées  de  la  table  de  la  page  281 ,  donne ,  =  0, 
cette  valeur ,  substituée  dans  la  seconde  ligne  de  la  deuxième  colonne, 
qui  est  j,'.,,=2j>',,  „  +  conduit  ày,,„=o;  en  prolongeant 

plus  loin  le  tableau,  on  trouveroit  dans  la  quatrième  colonne ,  à 
la  quatrième  Hgne,      ^=4^^,.+^,,,,  équation  de  laquelle  il 


d'où  l'on  déduit 


1 


4 


»  «.»  J-a  l.t.j  * 

,^'=2^?^",+ ^j::=i)t=lA'A+  i::=L>^=!L^',A 

Là  loi  de  eei  exptenioai  eit  àSfi  mn  évidente  pojr  nom  dispeiiMr  d'aller  plut  . 

loin.  Nous  cb^ervercir;  que,  poJt  let  laosner  à  celU  dî  Lagrangu",  il  fhodroie  ' 
faire  rf=i ,  A^i ,  (t  ccr  rc  «—1  an  Utn  dcin.  (  AUai.  di  l'A.aJimU  dt  P.trlin  , 
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résulte  ,  ,  cette  valeur  mise  dans  la  troisième  ligne  de  U 
deuxième  colonne ,  montre  que  j, ,  _,=o,  et  par  la  seconde  ligne  de 
la  première  colonne  on  a  alors  ^,  ,_,=o,  puis  par  la  première  ligne 
de  la  même  colonne^.,  ,—o.  On  s'assurera  par  la  même  voie  que 
les  vileurs  de  j', ,  «  sont  tontes  nulles  lorsque  «  ert  ntd  oô  négatif; 
on  conclura  donc  de  Vk  qtte^.,,sy,,,^«j^,,,ssi  :  cfeit  U  seule 
Taleur  de  «  qui  ne  soit  pas  nulle. 
Cels  posé ,  puisque         # ('} »  on  aun 

et   y,»  «-••  •  •  • + ''**'*îr.f  umic* 

Cette  série»  d'après  ce  qui  précède,  se  réduira  pour  chaque  cas  par- 
ticulier de  la  question  qui  nous  occupe»  au  seul  terme  daitt  Icqud 

il  vient  atoriT  '  j»  + 1  —y —  — i  ;  mettant  cette  Taleur  dani 

Texpression  générale  du  coei&cient  A^""^'^,  donnée  plus  haut ,  on 
obtiendra 

■>'»<—: — r~7- — — 


— 0— ? 


+  (£i+^.il+(£i+5.£l)£i)iî=fMi=i^+  etc." 

Soit,  pour  appliquer  cette  formule  y=3  «  f=8  ;  les  quatre  tenues 
écrits  ci-dessus  suffiront  pour  ce  cas  particulier ,  puisqu'on  a 
m^.  is=4,  et  on  trouvera 

tfoii  Ton  déduira. 

$8   6.36  14  . 

4-4  4  ' 

6   ■  WOL 

+  (ii+x.i4+(7+i8)i)-s=---ï='}oi. 

4  4 
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1018.  Condorcet ,  à  q\u  l'on  doit  la  théorie  générale  des  équations  équarioi» 
de  condition  relatives  à  l'intégrabilité  des  fonctions  différentielles,  a  ^}  condition  reU- 
donné  les  éfji^attons  de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu'une  ûlitédesfônctfow 
fbflciioii  tnx  ^Mmices  soit  înt^nble;  nons  vrom  ttam  jusqu'à  >w  difitcoca. 
ptéseotàtciitcr  cet  objet  parce  qu'il  est  plus  curieux  qu'utile; 
Soh  ^  une  fiMieâoii  qndcoaque  des  TaiiaMcs  »  ,  ^ ,  {  et  de  kofs 

I  »  mclunTement  (  tt  on  la  lourde  comne  h 
complète  d'une  fonction     ,  on  aura 

d'oU  l'on  déduira  successivement 

dv_jAy^     dv  dt^y^     dv  _d£^y,     dv  d^ 
dx    IT*  dÂi^lÂ^'   dlÇ^TI^i*   dii'x~~d6}x  ' 

etc. 


dv  di^v^     dV  dt.y,     dv    di^y^     dy  dt^y^ 


dy       dy  *    d^y     d6.y  '    dù.*y     dù.*y  '     di.^y     dA^y  * 

dv_d^v^    dV  d^v^     dy    dAf^     dy  _dAy^ 

di~  di    '     dx~dAl*     dA\'^dA*l*  'd^~d^'^ 

'     d^y  ' 
nais  en  tran^osant  la  caiactérisdque  A,  dans  — 7-^  »  on  dMîent 

dx 

A-^»  puis  en  observant  que 

dy        dj^  dv 
^  dy      dy        dy  dy 


prenant  ensuite  les  difiécences  de  dnqttcicnne  de  cette  dernière  ez- 
pcesiiooyquî  donnent- 

dy         dy       dy  dy 

A  rÇj.dx=:A--r-!;dx  +~L^dAxJ^A^.dAM 

dx  dx  dx  dx 

dy         dy       dy  dy 

A-;—^dAx=  A  -r^,dùx-k—:r^  dA'x+A  —^,dA'x. 

dAX  ■  dAX  dàx  dAX  \ 

etc. 

Jpptndktt  Oo 


t 
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pour  former  le  développement  de  Ad^^,  et  comparant  enfiit  ce 
dévek^pement  terne  à  terme;  ivec  cdui  de  df^^  on  aura  les 
équations  suîmtes,' 

dx  dx 

d^        d^x  '   dx  dx 

dy        df^,  dj^^ 

 =A  -A  ^+ A  <^ 

dù,*x       dù'x     d^  d^x 


pareillement ,  par  rapport  aux  variables  j^.  et 

df^     dy   dr,  dir. 

=A— — 'H  A- 


dik.y  dùky       dy  dy 

dV       dV\    dV\_  d_y\ 

àù,*y         dtk'y      dù^y  dsjr 


dt\      dài  di 

dy    dv,  dp^^  df^, 

  =A  Ljf.   LJ^  A  1. 

dà,*^         dù"^      d^l  d^ 

dy     di^,  df^^  dy. 


</A^£  </a'{  t/A*^ 


Il  reste  maintenant  à  éliminer  les  cocfficiens  diffcrentiels  de 
on  y  parvient  de  proche  en  proche  par  un  procédé  semblable  i  cdui 
qtfoa  '»  iBÎp  co  usage  dans  le  a*.  8^,  En  prenant  d*abord  la  difié* 
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rence  de  la  seconde  des  équations  relatives  à  la  variable  ,  on  a  ce 
résultat  : 

dàx        dAx        dx-  dx 

ttû  devient 

dV        iy     dV  dy 

A   =:A*  -  H  h  A  i 

dù.x         dux  ^  dx  ^     dx  * 

* 

dy  dy. 

en  rertu  de  la  {nremière  équation    —  =  a 

Prenant  ensuite  la  différence  seconde  de  la  troisième  équation  j 
on  aura  ' 

dA*X  dA*X  ^      dAX  ^      dAX  • 

j/^  dy 

équation  de  laquelle  on  éliminera  lei  telrffles  a*        ,  a'  ,par 

le  moyen  de  celle  que  nous  venons  d'obtenir  et  dv  sa  iàSkmee  » 
ce  qui  donnera 

dy    ^dy,    dy     ày     dy  ' 

A*  jgA*          —  —     tft  ft'  • 

■  dA*X        rfAVt       dXi^^dT  dx 

.     dy  dy 

A— — +A'-— r.* 

dAX  dAX 

Si  Ton  prend  encore  la  différence  troisième  de  la  quatrième  équation  , 

dy  dy 

qu'on  en  chasse  les  termes  ^^2^'  ^*dàFx  *  ^        ^  ^ 
dente  et  dé  sa  diffirénce,  on  dttiendra - 


,  dy    .dy,  dy^  dy^  ^  .dy , dy 


dy  -   dy  dy 

dAX-  dAX  dAx 


.   .  dy  ^dy 

En  suivant  la  marche  que  nous  venons  de  tracer ,  et  en  observant 
que  puisque  ^esi  de  l'ordre  n,      doit  être  de  l'ordre  n — x  ,  d'où 

Oo  % 
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il  suit  <{tte  — ^bo«  on  arrima  enfin  à 

dùrx . 

.  dy     ^  Uy   n  dy    n(n—\)     dp^  dr  \ 

rfA"jf         Kdx     \    dx        i.i        </a  dx  ) 

(  dy  ^èy  .  ^  jy\ 

spetc. 

I!  est  visible  que  les  équations  relatives  aux  autres  variables  y^T^t 
doivent  être  absolument  dj  la  même  forme,  mais  que  s'il  y  avoit 
une  variable  dont  la  ditîcrcnce  première  fût  constante,  elle  ne 
fqurotroit  point  d'équation  de  condition.  ' 

On  déduiroit  aisément  de  ce  qui  précède  les  équadons  qui  doivent 
avoir  lien  pour  que  la  fenctioii  V  soit  la  diffétenee  seconde  d'une 
fonction  y^^tA  fermant  d*abofd  celles  qm  doivent  avc^lieu  pour 
que  V,  soit  la  différence  première  de  et  qur  sont  semblables  aux 
précédentes,  nais  seulement  de  l'ordre  /l'^i  ;  puis  diassant  ensuite 
les  coef&ciens  diiKrentiels  de  V^,  par  le  moyen  des  expressions  de 
leurs  différences,  que  l'on  obtiendroit  à  peu  près  comme  ci-dessus. 
Nous  laissons  au  lecteur ,  que  cette  matière  pourroit  intéresser ,  le 
soin  de  développer  ces  calculs  qui  n'exigent  que  de  la  patience  et 
de  Pattention  ;  nous  ne  nous  arrêterons  pas  non  plus  à  montrer 
eomment  on  peut  trouver  les  équations  de  coofitidii  relatives  â 
llnt^grabilité  des  équadons  aux  di£tfrences  ;  car  il  est  éindcot  quo 
'  si  ^so  désigne  FéquatiOB proposée,  il  finit cberdierks  équadons 
de  conditions  relatives  à  la  fonction  UV^  qui  doivent  être  em- 
ployées à  la  détermination  du  £wteur  M ,  après  avoir  été  réduites 
autant  qu'il  est  possible  par  la  suppression  des  termes  dont  l'équa- 
tion F=:o  et  ses  différences ,  indiquent  la  nullité.  ' 

'  ioa9.'Nous  avons  déjà  ftic remarquer ,  dans  le  dernier  Chapitre  da 
second  volume  de  cet  ouvrage ,  l'analogie  que  les  équations  de  condi- 
tion relatives  aux  différentielles,  ont  avec  les  équations  qui  donnent  les 
maxima  et  les  minima  de»  formules  intégrales  indéterminées  i  'û  existe 
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une  semblable  liaison  entre  les  équations  de  condition  relatives  aux 

diiFérences  et  celles  qui  donnent  les  max'ma  et  les  mînima  des  fonctions 
indéterminées,  exprimée  par  des  intégrales  aux  différences. 

En  prenant  la  variation  de  ces  fonctions  ,  on  a  /  2  A' =  s  <r  Z',  et 
lorsqu'on  cherche  leurs  maxima  ou  leurs  minima^  'iX  faut  que  xS"F=:o  i 
mais  il  convient  de  lépgffer  Pesprenion  de  en  deux  t»arties , 
en  int^rant  autant  qu'il  est  possible^ les  direis  termes  de  ce  qui 
fournit  denz  espèces  de  rMtats  les  uns  dégagés  du  ngne  :t ,  et  les 
autres  qiû  ne  peuvent  admettre  d'intégration  tant  qu'on  n'assi- 
gne aucune  relation  particulière  entre  les  variables  qui  entrent  dans 
la  fonction  F.  On  doit  égaler  séparément  à  zéro  chacune  de  ces 
parties,  pour  obtenir  les  équations  qui  doivent  dctermlner  la  forme 
de  la  fonction  cherchée  et  celles  qui  sont  relatives  aux  limites  de 
rintégrale. 

SU  s'a^oit  de  dierdier  les  coadfitions  d!apris  lesqueUce  la 
fonction  F  doit  être  une  diffiSréiice  complète,  on  Terroit  &ci* 
kment  que  dans  cette  hypothèse  doit  être  pareUlencnt  une 
diffiîrence  complète,  sans  qu'il  s<Mt  besoin,  pour  h  rendre  înté* 
grable ,  de  supposer  aucune  relation  entre  les  variables  de  la  fonc» 
tion  y.  II  suit  de  là  qu'après  avoir  intégré  autant  qu'il  est  pos- 
sible chaque  terme  de  J^f ,  la  partie  qui  reste  sous  le  signe  2  doit 
s'évanouir  d'elle-même,  ce  qui  fournit  évidemment  des  équations 
de  condition  absolument  semblables  è  cdles  qui  résultent  de  la  même 
partie  de  la  formule  pour  les  numlmû  et  les  mitùma;  quant  A  la 
partie  dégagée  du  signe  z,  ce  n'est  antie.cbose  que  la  fooctioii  prî* 
miâve  Hit  x^FfttA  ça  l'intègce  pav  rapport  à  la  caractérisâqne  / 
le  résultat  sera  l'expression  de 

En  prenant,  comme  ci-dcssns 9  . 

,  dy     jf^      dy  dj^ 

on  en  conclura 

ly     s^y      ly  si^ 

Si  l'onintègre,  par  rapport  tu-rigne      d'après  les  formules  du 
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n*.  910,  chaque  terme  de  cette  dernière  expieaàon»  oo'iiut  sue^ 

cessîvement 

X—  =    XA-7  /*, 

làx  /ÛX  /AJt  . 

//^    ^  ^  tJ^  ^ 

X  aVx==--— -a/*— Sa-— -  a/^x, 

/^'x  /a'x  J^a'jt 

'//^  /JP^ 
/A»x  /A'*      •  • 

etc.' 

Il  en  seroit  de  même  à  T^rd  des  autres  ▼arîables  y»  etc*  et  «a 
ne  considérant  que  les  termes  qui  demeurent  sounm  au  signe  S  «  on 
formera  l'équation  • 

Sfr             spr  J-'^  , 
 /x  —  A  J'jr.  +  A'  /jf,....3=A''-— -cTjt,, 

^etc. 

dans  laquelle  il  faudra  réduire  les  variations       ,  «Tx, ,  /x,  , 

^y'x  >  Pfc.  au  plus  petit  nombre  possible.  Cette  réduction 
s'opère  sur  le  champ  en  substituant  aux  quantités 

—  ,      A-T^»  A»——,  etc. 

les  suivantes 

"/.v(.)     *  /  A  v(n— l)    *         *  <rA'.v(/2— 1)  ' 

qui  en  désignent  les  valeurs  ultérieures ,  lorsque  x  se  change  en 
*»»         '«r^j  etc.  parce  qu'il  est  évident  que  x— /ar.nedif- 

ftre  de  S  ^  ^x,  que  d'unç  constante ,  que  x  •jrj^x  ne  diffère 

de  s        *<'»-0_       que  d'une  constante ,  et  ainsi  des  autres  termes 

rdatift  à  X  et  de  ceux  que  donnent  les  autres  variables.  D'après 
ces  considérations,  il  ne  irestera  que  le$  seules  variations  indépen- 
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dantes  <r.T„  ,  ,  etc.  dont  il  faudra  par  conscq.ient  c^.ilcr  sc-^jic- 
ment  à  z«5ro  les  cotfficicnsi  on  aura  donc,  par  rapport  à  la  va- 
mble;r,  Téquation 

ioaintenant  on  sait  que 


etc. 

la  substîtudoii  d«  cet  valeun  /  dans  Téquatioii  précédente  ;  fait  pré- 
càséiiKiit  retomber  sar  réqpoaâon  de  conditioii  idatîre  à  x ,  obtenue 
dans  le  n*.  précédent. 

1030.  La  question  la  plus  générale  qu'on  puisse  se  proposer  sut 
les  variations,  par  rapport  aux  différences,  consiste  ;\  trouver  la 
variation  d*ttne  fonction  qui  n'est  donnée  que  par  une  équation  aux 
différences.  Pour  la  résoudre,  on  multiplie  la  variation  de  l'équa- 
tion proposée  par  un  ÊKtenr;  on  int^ire  ensuite  le  résultat  par 
parties  comme  «Hkasus.  et  en  ^nt  séparément  à  zéro  les  termes 
qui  contiennent  encore  sous  le  signe  x  la  mation.  de  la  fonction 
cherchée ,  on  se  procure  une  équation  aux  différences  et  du  premier 
degré,  qui  sert  à  déterminer  le  facteur.  Ce  calcul  est  trop  facile  à 
effectuer  d'après  celui  du  o%  841,  pour  qu'il  soit  besoin  de  nous 
y  arrêter.  •  >  ' 

ioji.  Pour  donner  un  exemple  de  l'application  du  Calcul  des 
dillérences  à  la  recherche  des  mmiui  et  des  wimmû  ,  nonsrésoudrons  , 
d'après  Lagrange ,  cette  question  :  trouver  entre  tous  tes  pofygma  fui 
mt  un  même  nomtrt  décotes  donnis  ,  ediù  dont  tare  est  U  'jflus gramU, 
^jiMM!M\,  etc.     5  »  ce  poîygoiw,  rapporté  iuneligne^iTy  nc. 


/ 
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nenée  par  l'un  de  ses  angles;  la  difierence  de  son  aire  est  le  tra- 

peze  PMMF'^  dottt  FaÎK,  mesorée  par  ^  PP*,  aura 

pouf  expression  (y+ji^y)àx  ;  celle  de  l'aire  du  polygone  entier  sera 
en  conséquence  l'intégrale  S  (y  +  î  )  »  prÎM  cntic  les  Uoites 
marquées  par  les  points  extrêmes  du  polygones  on  aura  de  plut 

JUihCsB  V^P?+lrïasV^A*»+Ay,  MaînttiMint  les  conditions  de 
h  qnesdoa  proposée  donneroot  les  équations 

dont  la  première  exprime  que  Taire  du  polygone  cherché  doit 
être  un  maximum  ou  un  minimum  ,  et  la  seconde  que  ses  cô  tés  sont 
invariables.  En  développant  ces  équations ,  on  obtient 

ï  {  A  X  C      +  i  A  ^jr  )  +  ( jr  +  l  A  jr  )  A }  =  O 

KA*»+AJ^  , 

on  conclut  de  la  seconde  de  ccUcKÎ  «  a  /"«ss  .  suhsti- 

tuant  dans  la  première,  on  la  diangs  en 

et  taisant  pour  abréger 

-Ax^y-^  ^=»<; 

il  restera  à  intégrer  par  parties  la  fonction  {aJ^jt.  On  en  dédiûra 

Z  {  A  J'jr  =  (/jr— s  A  , 

résultat  qu'on  transformera  en  i  S'y — 2  a  ^ .     ,  si  l'on  désigne  par  ^ 
la  valeur  que  prend  [  lorsqu'on  y  mer  x — .a*,  au  lieu  de  x;  et  ' 
la  première  équation  du  problême  deviendra 

.  Dans  le  cas  où  le  polygone  coupe  l'axe  en  deux  points,  c'est-à- 
dire»  oU  la  ligne  JB  passe  par  deux  angles  opposés,  la  première  et 

.la 
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ia  dcniîère  ordonnées  sont  nnlles «  aînn  que  leurs  dUGirences,  et  Ton 
a  /^aso;  il  ne  reste  que  réqiiaâoa 

qui  donne  A»— A(,s=o,  ou  »^=C^  ce  qui  revient  à  4r+  a«<-{=bC 
et  foiinût  par  conséquent  Téquatton 

+         -Ax+  h  -  - —  =  t, 

£a  la  oniltipliant  par  i  a««  il  viendra 

A*)AX+ A^)  AjraplCA*;  * 

dont  llntégrale  est 

équadon  appartenante  à  un  cercle  dont  le  centre  est  placé  sur  Taxe 

des  ;r  ,  et  qui  se  rédvità  *^+yssxCx,  lorsqu'on  veut  que  «et y 
•oient  nuls  en  même  temps.  H  résulte  de  là  que  le  polygone  de> 
mandé  doit  être  inscrit  dans  une  demi- circonférence  de  cercle. 

*  Si  la  partie  de  l'axe  des  abscisses ,  comprise  entre  les  deux  point» 
extrêmes  du  polygone,  c'est-à-dire,  la  base  de  ce  polygone  étoit 
donnée ,  le  dernier  «Tx  seroit  nécessairement  nul;  et  comme  l'équation 

A#*=  4 — =^*, donne  s-i— Ufaudroit  que  U 

valeur  totale  de  l'intégrale  S         ■  fut  nulle  aussi  bien  que  celle  de 

/I  Av       1  A  v*\  , 

or  on  peut  appliquer  évidemment  ici  ce  qid  a  été  dit,  n*.  851 ,  sur 
la  combinaison  des  conditions  simultanées  auxquelles  les  auueimm  et 
les  tmmma  des  intégrales  aux  ^fférentidles  pouvoicnt  tee  assujettis, 
et  l'on  aura  en  conséquence 

k  désignant  le  coefHcient  indéterminé  par  lequel  on  a  multiplié  la 
formule  z  tZ^IZ  avant  de  rajouter  à  celle  que  donne  la  oondi» 

jipptndice,  P  P 
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ticm  priaiitive  du  maximum.  Si  Ton  fait  comme  ci' dessus 

'Ay    I  Ay      t  Ay* 

Ax    %  a  Ax  ^ 

en  obtiendra  encore  l'équetion  x-l*  A3r— {;sCt  de  laquelle  ott 
dreri  ensuite 

a  *y  +  *'  +  y=a  X     +  C: 

-cette  dernière  équation  est  cdle  d'un  cercle  dont  le  centre  est  situe 
d*une  manière  quelconque  par  rapport  aux  coordonnées  :  ainsi  parmi 
tous  Us  polygones  que  ton  peut  construire  sur  des  côtés  donnés  ,  cdui 
qui  sera  inscriptible  dans  un  cercle  renfermera  le  plus  S  aire, 

1031.  Si  les  côtés  du  polygone  ne  sont  pas  donnés  chacun  en 
particulier ,  mais  qu'on  en  ait  seulement  la  somme ,  alors  l'équation 

/V^Ax'4-A^'=o  doit  être  remplacée  par  /ÂjF+ÂpsOy  on 
équation  qu!  fimt  être  combinée  avec  celle  dtf 

ï{AAAy+  ^AxAJ^y  +  Cy+  ÎAy)A/x}  =0, 

comme  nous  l'ayons  indiqué  plus  haut ,  et  d'après  laquelle  on  a 
»  {  A^y/^  +  C  -  A  *  +  -  JÎ-jL-^ 

+  (y  +  7  V  +  )  ) 

Pour  abréger ,  faisons 

I  *Ay  I  Aax 

*  I^AX'+Ajr*  *  1^AAr*+A,^ 

nous  aurons 

ïCAjc/jr  +  ^A/y +«A^*)=sO|  ■ 

« 

en  intégrant  cette  équa^n-parpartîes,  dem&Be  que  ccUe  du  &*.pié- 
cèdent ,  elle  donnera 
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d*oii  on  déduira  .  * 

os 

Si  00  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  i  a««  Ut  seconde 
ptr  ftAy,  puisqu'on  les  ajoute»  on  fermera  U  suivante 

(»»  +  AK)àx  +  (aj^  +  Ajr)Ajf«  »Ca*  +  aCAj^; 
dont  liot^irale  est 

et  apptnîent  à  un  cerde  quelconque.  Faisant  aussi  disparaître  les 
ladicaux  dans  les  équations  d^où  cdie-d  est  tirée  »  on  obdcndn 

en  ajoutant  ces  lésultafs  il  Tiendra 

.  mais'par  ÎSntéirale  d^  obtenue»  on  a  . 
^aC«— aC>  + 
...  a(  Ax^  aCC-i-jr)  Ajr -1- Ax*+ A^*»o: 

^  il  testera  donc  seutenent 

résultat  d'après  lequel  il  est  vliâMe  que  la  quantité  Ar*+A^*doit 
être  constante,  et  que  par  conséquent  les  côtés  du  polygone  cherché 
d<Hyent  £tre  tous  é^niz; 
Les  ternies  i^y  et  »Px  ^évanouissent  d'eux-mêmes  lorsque  les 
.  points  extrêmes  du  polygone  sont  donnés  ;  mais  dans  le  cas  oîi  la 
base  seule  seroit  donnée ,  c'est-à-dire ,  où  Ton  auroît  la  dernière 
valeur  de  x  =  ay  la  première  étant  zéro,  il  faudroit ,  pour  faire 
disparoître  ces  termes ,  prendre  «=o  Ct  {=o^  lorsque  x^^a,  cc 
qui,  en  vertu  des  équations 
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doaaeffMt  C=a,  C'=o,  et  conduiroit  à  Téquadon  x*-\'y*=C'*l 
appartenante  au  cercle  dontlediamèCfecstU  base  même  du  polygone. 
Il  est  facile  de  conclure  de  là  que  parmi  tous  Us  polygonts  et  un  mimt 
nombre  de  côtés  a  (f un  même  périmitre  ^  (4M  Ufolygm*  rifptiur  inw'u 
au  cercle  qui  renferme  Uflu4  d  aire. 
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C  H  A  P  I  T  R  E   1 1. 

TAéûrif  des  suite*  ,  àrée  de  la  considéradon  de  latrs  Fonctions 

génénufieesm. 

1033.  Le  Chapitre  précédent  a  du  montrer  que  ce  que  le  Calcul 
aux  différences  offroit  de  plus  satisfaisant ,  consistoit  principalement 
dans  les  fonnulet  d'interpolation ,  dans  qudques  séries  générales 
pour  rintégratioa  des  fonctions  d'une  seule  Taciable  et  dus  llnté- 
gntû»  des  équations  du  pfcmier  d^ré  à  coeffidens  constans. 
Laplace.t  en  1779  ,  pamnt  à  tirer  ces  4îverstt  théories  «Pùne  même 
source  ;  savoir,  de  h  considération  de  ce  qull  appda  les  Fotudons 
^niratrîces  ;  SOUS  ce  nouveau  point  de  vue  elles  présentent  un 
ensemble  aussi  simple  que  lumineux ,  et  constituent  une  nouvelle 
espèce  de  calcul  qu'il  est  très-important  de  cultiver  avec  soin.  Nous 
allons  donc  le  faire  connoître  dans  ce  Chapitre,  qui,  pour  être 
entendu,  n'exigera,  sur  les  différences  et  sur  les  int^prales,  que  les 
actions  les  plus  simples ,  et  pouna  «nsi  former  un  tiuié  €oni|det 
sur  ces  matières. 

Une  série  quelconque  étant  fepfésentéecçmmell  suit;  Dn   

«=y.+j.*+jr^+y/. . . .  -^y^-Vy^n^»  «c.  • 

le  second  membre  est  le  développement  du  premier ,  suivant  les 
puissances  de  la  variable  ,  r,  u  est  la  fonction  génératrice  de  ce 
second  membre;  mais  par  ce  qu'il  est  contenu  implicitement  dans  son 
terme  général  y^c'^  nous  dirons  que  u  est  la  fonction  génératrice  de  , 
qui  sera  le  coefficient  de  r*  dans  le  développement  de  la  fonction  «. 

Lorsque  la  série  proposée  procède  comme  ci-dessus ,  suivant  les 
puissances  entières  de  /  ,  le  théorème  de  Taylor  donne  sur  le  champ 

■^'"^  1. rfi*  * 
mus  on  peut  varier  d^uae  infintté.de  manièfes  la  ferme  du  dévdop-' 
pciiwm  de  U  fenction  » ,  et  de  tt  naît  un 
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déterminer  les  coefficiens  par  le  moyen  des  fonctions  génératrices , 
et  un  calcul  inverse,  quand  on  veut  remonter  des  coefHciens  aux 
fonctions  génératrices, 

1034.  La  première  question  qui  va  nous  occuper  aura  pour  but 
de  déduire  du  coefficient  relatif  à  la  fonction  génératrice  «  celui 
de  quelques  autres  fonctions  liées  à  celle-là  d'une  manière  fort  simple. 

i'.  Il  est  visible  que  le  coefficient  de    àmt  être  égal  à  y,_i  dans  ut^ 
à^,_,  dans  «/%  et  en  généni  i^y^-m  <î*M 
•  ï*.  Le  même  coefficient  de  i*  doit  être  ^al  à  y,^,  dans  le  dêvélop- 

pement  de  j,  ày,^  dans  celui  de      et  en  général  ^y^  (ians  celui 

lyaprètcekiecoefficientde    dans»^-^— i^,  ou^— est 
évîdenment  égal  ^y^^^—y, ,  ou  à  a^,  ;  puis  à  cause  que 
n^l^x^ssii^-  —  '^Ct"'^'       ^^'^  coefEcient 
de<*daas  le  dMoppemcnt  de  cette  denûère  fonctioa ,  AXW*— Ajr^- 

En  continuant  ainsi ,  oa  fecomoitta  nas  peine  que  le  coefficient 

U  sait  de  là  aussi  que  af^i«—     est  la  fonction  génératrice  de 

A>,»  et  que  «'"^^  —  «) 
)*.  Passons  à  la  fonction  plus  générale 

/■        a'      a"  a''''\ 

 +  -7-> 

dans  hqndle      a',  tepréscntent  des  constantes;  le 

coefficient  de  i*  dans  le  développement  de  cette  fonction ,  qiie  l*oa 
peut  mettre  sous  la  forme 
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sera,  d'après  ce  qui  précède, 

J'x •  •  •  î 
comme  cette  dernière  cxpicsàon  reviendra  souvent ,  nous  la  dési» 
gneioiis  par  vy»  1  ^  ^^^^  dirons  que  U  fonction  génératrice  de 

/a'     a"  a^'\ 

est  u\^-^-j-\-~**c^  —y. 

composant  avec  ▼jr.  rexprcsdon 

semUaUe  à. la  pcécédente,  et  ^  nous  déstgnerons pu  vV»i^ 
tara  pour  fonciio&  génératrice 

n  est  aisé  malhtenant  de  poursuivre  cette  notation  et:d%a«0Bdttra 
que  les  fonctions  gèiératriccs  des  esprcssioiis  vVw*  ***^**^^"' 


/      a'     a      a"       .  a^'\' 


-  4*.  En  combinant  les  résultats  que  aont  venons  d'dbtenir ,  nons 
en  condnrons  que  la  fonction  génénurice  de  respresitofi  a*?^.^  est 

X035.  ^  ^  P^*^        ^  d^obtenir  le 

coeffident  de  f  dans  le  développement  ^  m' ,  si  «  désigne  une  fonc- 
tion quelconque  de  ^  ;  il  suffit  pour  cela  de  développer  suivant 

les  puissances  de  -,  et  représentant  un  terme  quelconque  de  ce 

dernier  dérdoppeflieift  par  ^»  le  terme  affecté  de  f  dans  le  produit 
Ku 

aura  pour  coefficient  cdui  de.  «'t"  dans     multiplié  par  IC , 
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t 

ou  Ky^j^ ,  ce  qui  rerioit  à  changer  h  puissance  m  de  <j  en 

On  v<Ht  par  là  qu'en  écrivant  dans  y,  au  lieu  de  et  dé^ 
Tdoppant  ensuite  suivant  les  puissances  de     ,  il  n'y  aura  qu'à 

le  développement  de  «4^  ;  cTést  ainsi  qu'on  formera  celui  de  v^^jî 
en  prenant 

•     a'     a*     a*'  a^")  • 

*=«+—  +  — +—....+-7-»  ■ 

On  introduira  les  diflirenccs  de    au  lieu  des  valeurs  succesâves 

• 

de  cette  foncdon ,  ^  on  développe  «'smvant  les  puissances  de  - 
en  stete  qnluienw  qttdcanqne  -^(7*^  i  ^  de  ce  dévddppenait 
donne  Ku  j  KàTy^  sera  le  coefHcient  de  /'  dans  ce 

denier^  et  puisqull^t  sûbttitudr  a*^«  ^(7^'}'  ^  ^ 

  . . .  ^.  j  . 

visible  qu*il  suffit  de  changer  d^abord        i  en  A^,»  on 

en  i  +Ay, ,  puis  de  développer  le  résultat  suivant  les  puissances 
de  Ay, ,  et  d'écrire  ensuite  ^'y,  »  ou  y, ,  au  lieu  de  (Ay,)° ,  Ay,  au 
lieu  de  (a^,)'  ,  et  en  général  h'y,  au  lieu  de  (^Jx)". 

1036.  Le  développement  de  s'obtient  avec  la  même  facilité, 
en  observant  que  s'il  a  ^  pour  fonction  génératrice ,  le  coefficient^» 

qui  revient  à  a'.  jTy, ,  aura  pour  fonction  génératrice  (  ) 
(  n*.  précéd.  ),  tt  que  par  conséquent  il  inendra 


•  C7-O 


tu  fiûsant  àbstnctiott  des  constantes  â^traires  btroduiies  par  inté- 
gration ;  et  il  ne  s'agira  plus  que  de  passer  de  la  fonction  génératrice 
pu  coefficient  p  d*afvis  les  précepte»  donnés  dans  le  n*«  précédent 

Ce 
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Ce  rcsultat  rend  cvidente  l'analogie  des  intégrales  avec  les  puis- 
sances négatives,  déjà  remarquée  dans  le  n°.  914;  car  il  montre 
qu'on  peat,  en  changeant  seulement  te  Signe  de  fexposant  passer 

de  la  fonction  génératrice  de  égale  à  «^j — i^,  à  celle 

de  i'>', ,  égale  k  u\^-—\^  ,et  réciproquement. 

Lorsqu'on  veut  tenir  compte  des  coqstanter  arbitraires  »  il  &ut 
ajouter  à  »  les  termes 

J    B     C  F 
~—  +  — r+— ••••  +'Trf 

dont  le  nombre  est  égal  ù  l'exposant  /» ,  qui  désigne  l'ordre  de  l'in- 

Llntcrpolatioii  des  suites  ii*cst  au  fond  que  11  manièffl  de 
passer  du  terme ^«  et  de  ceux  qiû  le  précèdent  ou  qid  le  smTent» 
A  ùa  terme       ,  dans  lequel  n  représenté  un  nombre  quelconque  ; 

01  ^  est  dvidemmept  le  coefficient  de  t'  dans  ^  :  toutes  les  ma- 
Bières  de  dérdopper  —dcnvent  donc  fournir  des  formules  propres 
à  l'interpolation.  La  plus  simple  consiste  à  mettre  ^  sous  la  forme 
(j  +  7~"  *)  »  ^  <l*wlopper  1 1  +  ^  1  —  1^  j  ,  suivant  les  puissances 

de  ™  I ,  et  à  remplacer  ces  puissances  par  les  diffiSrencei  corres* 

pondantes  de  y^.  On  aura  de  cette  manière 

et  le  coefficient  de  <*  dans  le  second  membre  de  cette  équation 
donnera 


*  i%a«j 

rcsultat  conforme  à  celui  du  n°.  873, 


i 
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Sironfait^ssi  +  «y,  et  qu'on  développe  ^  suivant  ks 
puiffiBflces  de    par  k  moyen  du  Aiofêae'dii  n*.  1 1 1 ,  on  trouvera 

^  *^  .      !•         •      I.»  1.1.3 

Mais  de  ^  =  i  +  «y,  on  tire  «  =  *'(j— i^,  et  puisque  le 

.^coefficient  de  est  dans  «  ày,^,  dans  v«%  et  ainsi  de 
suite  (  n*.  1034  )  «  on  aura 

.«(a+3r— i)(/i+3y— 
+  j-—  

ii(i»+4r-i)(n4-4^-i)  («4-.4r->3)  ^4y_^ . 

1.1.3 -4  -^—^^ 

I038,  Si  l'on  prend  r  ^  ^  —  1^  et  quPon  cherdie  la  valeur 
de  -p-  en  {,  on  aura  des  fbrmwîes  analofue»  à  ccito  des  n**.  879  et  880^ 

Pour  développer  suivant  les  puissances  de  { ,  il  faut  observer 
què  -^cst  le  cociBcient  de  «*  dans  le  dévdoppeaMnff  de  la>fiictioft 

résultat  les.radicaux  que  domeroît'PéqnatSon  proposée ,  entre  r  er 

Or  en  mul&pliant  par  i — «/  les  deux  termes  de  la  fraaion  , 

I— - 
# 

on  aura  — ■  ^  ;  et  comme  1  cqualion  r  C~""*)^l 
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TIRÉE  DES  FoirCTIOftS  CÉrféEATMICM^,  $07 
donne  --4-/  =  i4-r,  il  viendra  ,   '  !^ —  i  mais  il  est  facile 


^  voir  que 


3.S 


il  reste  à  développer  diacone  des  fractions  du  second  membre  de 
cette  équation  et  à  rassembler  les  quantités  qui  multiplient  «"  dans 
le  résultat  final.  Le  cocff cient  de  «'  dans  le  dévcloppemcM  de 

(î— «y  ï~ï~3 — *"  «=rO,  après  les  différcmia- 

tions,  cequi  doiuie 

P«r  cette  formule  le  coeAdeaft  de  V  at 

dans 


1  (i-^)- 

(l— «)♦ 

1.1.3.4.5  (!—•)• 

etc. 

en  nommant  dow  Z  le  coefficient  de      dans  Ijc  développement 
de  • ,  nom  auront 

'  1.1.3  1.1. 3. 4. 5  ^ 

,  0"(^-4'0(^4-x)(/:-h3)(/i+4). 

1. 1.3. 4. 5.6.7  r+«e» 

expression  qu'il  est  facile  de  changer  en 

I  l.l.)  1.2.5.4.Ç        ~  ^ 

(«4- OK^H-  i)--i][(n-f  i}'-4][("-f  0'-93  , ,  ^ 
^  1.1.3.4.5.6.7  l  +  etc. 
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3o8    Cn»  II,  TxioRig  JtiMs  sff^iTEsi. 
Si  l'on  y  met      i  ^  aa  lieu  de  a  ,  die  donnera  le  coefficient  de 


dans  k  dévdoppement  de  ^,^^y__^~>  sa.Y<ni: 

S       ■•X.3  .         I. a. 3. 4,5 

i.a.3.4.5.6.7  ^ 
maïs  il  est  évident  que  le  coefficient  de  «%  dans  le  déTcloppement 

et  <|He  par  consë^nt 

la  question  proposée  revient  donc  à  chercher  le  coefficient  de  t'  dans 
le  second  menbct  de  cette  équadon  »  celui  de  la  même  puissance  de  t 
dans  le  premier  étant  y,^.  Or  un  terme  quelconque  de  uZ  pouvant 

être  représente  par      iL«{'=/C«f'^-— ,  donnera,  d'après 

le  n°.  1034,  K^*y,_r%  tandb  qu'un  terme  quelconque  de  n/^i 
représenté  par  Xiii/^'  dQnnera  iC^'y,^,  ;  on  aura  donc 

1.1.3.4.5 

»  n(V— l) 

-  7  — nr"  '^'-  ■ 


1 . 2. 3.4. 5  » 


Nous  déduirons  de  la  yaleur  précédente  de  —  ,  de  nouvelles  ex- 
pressions de  jr,,  en  y  changeant  n  en  /i<->x  ;  car  en  désignant  par  Z' 
ce  que  devient  dans  ce  cas  Z',  qui  représente  ce  que  devient  alors  Z , 
nous  transformions  l'équation 

4-  — Z— Z'/,  en -ir  =  Z'-.Z'/; 
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de  cette  dernière  nous  tuerons  —  = -j- — .  Z",  et  prenant  la 

moitié,  de  k  sonmie  des  deux  ▼aleurs  de     ,  nous  aurons 

/■      a        i         1  / 
Mettons  pour  Z,      et  Z\  leurs  valeurs,  nous  obtiendrons 

&        %         il    I  1.2.3  ^ 

if« — I  (n — i)(n — i)rt     .1  **  • 

xl    t  1.1.3  ' 

s=i  + — ^1+ — i  -i  — rV +««^ 

i.i^      1.1.3.4    ^    1,1,3.4. 5.6  * 

pm  chassant  { ,  il  viendra'^ 

— '(-  — i)   -^'H — 1> 

r       l     1.1  \/      /     1.2.3.4    \/  / 

1.1.3.4.5.6     Vf      /  '  } 

t    ,  ^  fn/t        \  1)  /I  \' 

i.i.3*4.5      \t      /  * 

et  formant  les  coeflîcwns  de    ,  pour  chaque  membre ,  d'après  le» 
règles  du  n%  1034 ,  on  en  conctuni 

j^*Hi=J'*+  —  TTT7  ^^"^  • 

1.1.3.4.5.0 

fonnule  semblaUe  à  celte  du  o*.  879. 
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•  Si  l'on  en  prend  la  différence  en  £iisant  vatkr  n  de  l'unité ,  on  aitn 


Z  liai 

+ 1  ^  7  VT  ^        (  )  +  etc. 


écrivons  maintenant  y,  au  fieu  de  a^,  ,  et  ■       an  lieu  de  n , 

n 

nous  changerons  ce  dernier  résultat  en 

1.4.0.0.10 

formule  qui  icntrt  dans  celle  du  a%  880^ 

1039.  Nous  allons  parvenir  dans  cet  article  à  une  formule  d*iAter^ 
polation ,  plus  générale  que  toutes  celles  que  nous  avons  données 
jusqu'ici ,  et  qui  s'étend  à  toutes  les  séries  qui  tendent  sans  cesse  k 
devenir  récurrentes.  Soit 

Ifi  question  se  réduit  à  trouver  une  ejfpressjon  de  ~, ordonnée  sul- 


TIRÉE  DEsFoNCTIOltS  G  É  S  ERAT  RI  C  E  S»  Jll 


I 


Vint  les  puSssânees  de^ ,  et  qui  ne  coo^ienoe  que  des  puissanoes  de  - 

ioférieures  à       La  méthode  qui  s'oâre  la  première  est  rélimioa- 

tion  des  paissaaces  pr>  pï»  ^»  c^^*      ^»  suivant  le  procédé 

indiqué  dans  le  n*^  1 01  f;  mus  cette  méthode  derlent  impraticable 
lorsque  le  nombre  n  est  un  peu  grand  ;  et  pour  arriver  à  un  déve« 

loppement  général ,  il  faut  avoir  recours  à  d'autres  artifices  ana- 
lytiques. Voici  celui  que  Laplace  employé:  en  multipliant  le  numé- 

ntcur  et  k  dénomimiteiir  de  la  fraction  j  par 

I  —  - 

* 

(—1)1-+  ^1—+  *  r-..,,     +  f , 

et  substituant,  dans  U  nouveau  ouniétateuriciikBait»  P^C  M 
valeur  9  il  vient 

*'-(-7)^-""(-^)+"--(-7>"H-f) 

les  deux  termes  de  cette  Iraaioii  étant  divisés  par      j>  «Uc  pnnd 
la  lorme 

 :+f 

+^(«»^'  


511    Ch.  II.  Théorie  DES  suites. 
Maintenant,  la  qumtité  <~  pourant  être  considérée  comme  le  coeffi* 

cîent  de  f*  dans  le  développement  de  - — ?*  »       aasâ.  le  coem« 

V 

cîent  de  I"  dans  le  développement  de  la  fonction  précédente  ^  déve* 
loppement  qui  ne  dépend  que  de  celui  de.' 

 I  

Faisons  pour  abréger 

a     ^  r-+ c    +*  e—».  • .. +  î =f, 

BOUS  aurons 

 = — \-- — f-- — i-- — +  etc. 

expression  dans  laquelle  il  reste  i  développer  ,  suivant  les  puis» 
fanges  de  '  «  k*  quantités 

1  I  I  1 

.  .r*    "W*    7^*  *  77» 

On  7  pannendra  en  décomposant  la  fraction  ^en  fractions  sloi» 

plet  suivant  les  procédés  du  n*.  368 ,  et  conrertissant  chacune 
de  ces  dernières  en  séries;  alors  si  on  désigne  par  le  coeffi- 

^ent  de  %\  foimé  pw  Ui  réunion  des  terme*  corrçspondans  de  ces 
séries»  les  coe^iciens  de  é*  dans  les  quantités 

"P  »      'y*  t        ^  9    '  "pr  * 
seront  respectivement 

le  coefficient  total  de     dafis.  le  développement  de  ■„  '     ■  sera 

y — ^  9" 

donc 

11^1+  ^  »  iM«mt^ + -Z, ,  etc, 

Substituant 
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Sttbsdiuant  cette  série  dans  l'expression  de     ,  on  obtiendra 

'  •  • 

-      •  +  ^{'^î»«-4»H..+ etc. 

+  etc. 


Les  quantités 
etc. 

ont  été  désignées  respectivement  paï  vy,,  v>,,  vV»*  «te.  dans 
le  a*.  1034  y  et  il  suie  aussi  de  ce  a%  que  le  coeffideat  de  «"^  dans 

la  fonction        est  vy,^i  li  donc  on  multiplie  par  »  l'opfciiibii 

I  9 
de  ^9  trouyée  d-dessus,  on  aura  celle  de  -^t  foacàaa^fj/éaé^ 

ratrice  de  y^^.^,  et  prenant  les  coefficiens  du  second  mtabte^ 


514    Ch»  IL'Taioitis  jf  ES  s  VTTEsi 
suÎTaat  la  icmarqiw  qae  nous  venons  de  &ire , .  on  en  déduira  cette 
focmiile 

4-  7%  {*Z.  ,  +  «Z„|^,|^ +«Z.,,.,M4.1  •  •  •  +^  ^«l  } 

+ vj'^  {«2,  . . , . +f Z.,,.^} 

+fç!y»nii-,Z.,,_,»^,+  etc;  • 

Les  diverses  séries  dont  cette  expression  est  composée ,  étant 
ordonnées  suivant  les  quantités  vy^,  ^^.•••'ry,^^  >  v*JW«» 
sont  convcfjgentes  toutes  ks  fois  que  ces  quantités  vont  en  ié- 

croissant  h  mesure  que  l'exposant  de  leiir  caractéristique  augmente  ; 
on  en  tirera  par  conséquent  des  valeurs  de  j,^, ,  qui  seront  d'autant 
plus  approchées  que  la  convergence  sera  rapide:  ces  valeurs  seroient 
entièrement  exactes  si  l'on  avoit  vy^=o ,  puisqu'alors  chacune  des 
séries  qui  les  forment  ne  renfermeroit  qu'un  nombre  de  termes 
limité. 

L'équation  A^^so  développée,  revenant  à  '  i 

*  v'->,+*V->^.+cv'->,4^. . . .  +f  7'-y,^=  O, 
appartient  I  une  série  récurrente  dont  le  terme  général  serait  ex- 
prime par  v'~'y,  (  9^3  )  »  ce  qui  6ut  voir  que  fat  formule  d*inteiw 
polatSon  obtenue  d^lesstis ,  donnera  Peapresnon  du  terme  itérai 
de  toutes  les  séries  qui ,  par  des  copririnutons  d'un  nombre  m  de 
termes,  effectuées  d'après  les  formules  vy»»  v^»»  etc*COBdniioat 
«nfin  à  une  série  récurrente. 

Si  l'on  avoit  sitnplemem  vy«=BOj  ou  .  , 

*JVh + «  J'»^' •  •  • +f J'f-^ 

on  en  condurmt 
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en  changeant  X  en»;  etfiûsant  «=6  daàs  U  v«lear  de  jr^,  U 
en  fésulteroit 

{*^o»»-ji»4.i»  •  •  •  •  •  +f  ^«j 

Cette  dernière  expression  ctFrç  l'intégrale  complète  de  l'cquation  aux 
différences  posée  précédemment;  jr^,  ytt  ^f'^m-i  ^  ^^^^ 
constante»  arbitraires. 

Si  Pon  K  proposoît  réqnatioo  v*y,—  o,  h-fonmik  gâiéfale 
donncroit  pour  ce  cas  na  fésvAtat  dans  leqnd  enticnment  conune 
arbitraires,  les  quantités  vy.»  y.j  ^^.••••J'-.-.»  Ay^:  leur 
nombre  est  ^1  à  tm ,  parce  que  l'équation  vy.=o  monte  à  Tordre 
marqué  par  xjb  ;  car  son  développement  est 

u  en  serolt  de  même  des  cquaiion«  plus  clevées  v'^«— o ,  v*y,=o ,  etc. 

1040.  On  parvîendrolt  encore  par  les  formules  précédentes  à  in- 
tégrale de  réquatloa  v"^,+Jr.=so,  dans  laquelle  X,  désigne  une 
fonction  quelconque  de  x  ,  en  faisant  ^.ssy^+y',.  La  fonction  gé- 
nératrice «  deviendra  dans  cette  hypothèse  x<=«'4-«",  «'  et  u'  re- 
présentant les  fonctions  génératrices  de  jy',  et  de>'',  ;  supposons  que 
u  (=\,  et  que  X,^^  soit  le  coefficient  de  t'"*''  dans  le  développement 
de  A,  nous  aurons  (  n°.  1034  )  X^^—v'y^^^i^miii 
i__  ^'  

et  le  coefficient  de  dans  le  développement  de  cette  fonction  , 
sera  évidemment  le  même  que  celui  de  0^^^*^  dans  celui  de 

Rr  1 
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coefficient  qui ,  d'après  le  n*.  précédcera  désigné  par  Z«_„  ^.^2 

Itsttit  de  là  que  y',,  coefficient  de       dans  «%  ou  dans  -^,sera 

et  reviendra  par  conséquent  à  s  A'^Z,^„_„,_r ,  en  prenant  l'infcgrale 
depuis  r— o  ,  jusqu'ù  r  =  x-{-n — ms;  maintenant  si  l'on  écrit  dans 
l'expression  générale  de  du  n°.  précédent ,  y^+„ ,  puis  qu'on 
fasse  *=o^.ct  qu'on  mette  pour  y\  sa  valeur 


+    vy,{^Z,,„_,„^,    +  cZ„,„. 


»-«M4.i* ••••••••••••••••  -irg^«-.f>i>  «mw  t}. 


 +f  V  ~>„.,Z^,,,_, 


•  Cette  série  s'arrêtera  tontes  les  fois  qu'on  an»  o ,  ou 

v'y\-^9'yu~o ,  ou  enfin  v'y\  +X^sssot  elle  donnera  alors  llnté- 
grale  de  cette  dernière  équation }  et  les  quantités  y.,  v^«,...^,y 
Aj^,,...etc.  tiendront  lieu  des  constantes  arbitraires. 

1041,  Tout  ce  qui  précède  repose  sur  le  développement  en  série 

de  la  fonction  —  (  n\  109  )»  recherche  qui  renferme  impltdtemettt 

celle  du  terme  général  d'une  suite  récurrente,  c'est  pourquoi  nous 

allons  nous  en  occuper  en  détail.  Nous  prendrons,  au  lieu  de  lé 

I  .      U  , 

fraction  ^  »  la  fraction  — ,  £/  et  f  étant  des  fonctions  rationnelles 

et  entières  de      l'une  du  dq^é  j^i,  Tautre  du  degré  s,  Snp- 
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posant  que  f^ss  Q nous  aurons,  par  le  n*.  369V 
et  les  constantes^,  -rf, . .  •^»^»sefOnt  données  par  les  éqiuiions 


1.1.3... («—lyr'-'*'' '•■Ç* 

utiq  étant  ce  que  deviennent  UttQ,  lorsqu'on  y  change  x  cn  tfj 
et  il  faut  observer  aussi  de  faire  la  mcme  substitution  dans 


Le  coefficient  de  *%  dans  îe  développement  de     ^     ,  ordonné 

Suivant  les  puissances  positives  de  x ,  sera  """^ 

i.a.)....r  •  . 

dans  celui  de  '-r:*-  sera 

i.2.3....r  .        .  *  .  . 

A       '  '  ' 

dans  celui  de;  — «sera 

\x — a 


i.i.3...r  a'-^'-» 
etc.  . 

en  réunissant  ces  diverses  parties,  et  faisant  usage  de  la  notation 


J\%     CH,  II.  TxàOMiM  DSS  s  1/ ITÉS  9 
du  a*.  909»  U  viendra- 

 ...-wM- 

Mettant  pour  le$  Dumératewn  4»  A»  ■'•-t»  valeuM, 

on  aura 


r  r  —t 


r  —1 


^    -=*= —  — IF^-      -  '  Q 

r  — n+i 

 •   Jti"     'QJ'  • 

que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

en  oUervant ,  pour  le  prcmiet  terme ,  que 


[o][«+iw.,]:=  J  =!-:^:::p'=[ii+r-.]  [o] , 
pour  le  second,  que 

['][—»]        t— 0 

et  de  inCaM  4ci  tcnliei  minai.  Cda  i»té ,  puii^t* 


-I 


tî±^z!]==±_i_,r-'.-^ ,  a  «t  vîiible  q^e  le  développement 
^*dessui  revient  à 
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pourvu  qu'après  les  différentUtions  on  change  x  en  a.  Voilà  dent 
uni  expiesâon  fort  nmplc  du  coeffidcnt  de  x'  dans  .la  partie  du 

dévéloppenent  ^ ,  qui  résulté  du  facteur  de  son  déno* 


V 

mlnateiir.  Si  l'on  suppose  que  ce  dénominateur  se  décompose  dans 
les  facteurs  (v — {x — hj ,  (v — <•)%  etc.  on  obtiendra  de  sem- 
blables expressions  pour  les  parties  résultantes  des  facteurs  {x — A)% 
(r— <:)%  etc.  et  le  terme  général  du  développement  de  la  fraction 

V  '    .  • 

rattonmlle  de       ordonaé  suiTaaC  lei  pumacet  pteittret  de  jtj 

« 

fera  par  conséquent 

etc. 

pourvu  qu'après  les  difFcrentiations  on  substitue,  au  lieu  dejr,  <i 
dans  la  première  ligne,  b  dans  la  seconde j,  c  dans  la  troi- 
sième, etc. 

'  Quand  même  les  quantités  4,  ^,  e,  etie.  iMToieiit  imaginaires, 
on  o*en  parnendroit  pas  m^ns  ait  terme  génénd  demandé  :  tl  con- 
tîendroit  à  la  vérité  des  expressions  îmappaires  ;  mais,  pu  ft*en  dé- 
liorras^oit  en  combinant  convenablement  Id  termes  Iminds  par  un 
même  couple  -ûk  6icfeurs  imaginaires. 

1041.  En  appliquant  ce  qui  précède  à  U  fonction 

•         •!   •*■  • 

1 

du  n".  1039 1  il  taut  supposer  que 

et  prenant  •    "  '  ' . 

T   f  *  

•  etc.  ' 


320     Ch.  \\,  T  H  i  o  R  I E  DEê  s  u  t  T  s  s  9 
le  coefficient  de     ou  Z^,,,  aura  pour  expvessioa 

+  •  '   

t 


4-  etc. 


en  observant  de  faire,  après  la  dîfferentiation  ,  t—a.  dans  la  première 
ligne,  fi=^  dans  la  seconde,  i=y  dans  la  troisicme,  et  ainsi  de 
suite. 

1043.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer,  pour  parvenir 
au  terme  général  d'une  suite  récurrente ,  exige  la  décomposition  du 
dénominateur  de  la  ficactioa  génératrice ,  en  facteurs ,  décomposition 
qui  dépend  de  la  lésolùtioA  des  équations.  Lagrange  tn  adonné  une 
qui  ne  présente  point  cette  difficulté  et  qui  conduit  imaiédiatement 
au  termç  général  de  la  série  engendrée  par  le  lElTeloppeiiient  d*une 
fraction  rationnelle  quelconque  ,  la  Toici  ; 

Si  Ton  fait  pour  abr^er 

*  (*)      + + + -^iJc* + etc. 

».  ^      .  . 

les  seconds  Hscffibrca  de  ces  équations  étsnt  terminés^  la  Uraciion 

,  pourra  représenter  une  fracdon  rationnelle  quelconque. 

En  la  développant  d'aiiord  suivant  les  puissances  de  ^(jr)»  on 
trouve 

et  pour  arriver  au  dernier  développement  il  £iut  obtenir  Cû 
ticulier  celui  de  chacune  des  fiactions  ^ 


Qn  peut  lei  tiier  dé'la 'formule. du  binôme;  maison  les  dérive 

successivement 


TIRÉE  DEa  FoNCTIOJrS  CàNinJTMiCES»  %lt' 

Sttccessivcflicat  les  tmci  des  antres»  en  étsetYWt  «pie 

B  —  4.  —  +  etc. 


—-rf  =7-1  -ass  —  +    —  +—...4.  j;^^ — ^  +  etC. 


 r;=—  T+  r*  •  •  +  r-7753  +  «K» 


etc. 

Cela  posé,  la  fraction        fournira  dans  le  terme  général  U  partie 


'Aj^    A.xT  J^xT  . 

'_-*."T"  .  '+    --..■4""         ••••T"  ~» 

qui  s'arrête  au  terme  dhmé  pw  la  première  puissance  de  u  cette 
partie,  étant  réduite  au  nême  dénoninaiettr ,  devient 

^,  w  +  J^u'  +        ....  - 

'  ;?H-  ^  

et  imnt  par  conséquent  à  x",  pourvu  que  l'on  borne  le  déve- 
loppement aux  termes  dans  lesquels  «  est  affecte  d'un  exposant 
négatif.  Cette  conséquence  subsisteroit  encore  quand  on  écriroit 
f  (") )  au  lieu  de  9 (m),  puisque  ce  produit  est  de  la  même 
£ofme  que  ùnsi  le  terme  général  du  développement  de 

'    ^       -  seroit  encore  exprimé  par  •~jfr"^*'j  dans  les  mêmes 


condiiioiis  que  ci«dessns.  «      .      "  * 

Si  mainteaànt  on  didEérenlie  par  rapport  à  » ,  PexpcessSon  ^"^„][f~  , 

on  aura  le  coefficient  de  x*  dans  la  différentielle  de  U  fonction 


u  X 


,  prise  de  mèm  par  rapport  à  »;  or  cette  dernière-est 
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cocffident  de    dans  le  déTcloppement  de  h  fenctioa  —  ^^^^^^f/ ,. 

,  («— *) 
m  obscnmit  tovjonis  de  ne  piendre  que  lei  temct  des»  lesquels  ul 
t  un  exposrat  n^adf.  \ 
Par  les  OKêmes  raisons ,  le  coefficient  de  «*,  dans  le  déreloppement , 

de  ,  seroit     J^^^  ■■  ;  et  différentiant  deux  fois  par  rap» 

-  port  à  u ,  chacune  de  ces  fonctions ,  le  résultat  fourni  par  la  seconde^ 
donnera  le  coefficient  de  .r"  dans  le  développement  de  celui  qu'on  tircr 
de  la  première:  en  eilectuantle  calcul,  on  trouvera 

(il—*)'  «-^'  * 

et  dfivîsant  par  a  »  on  en  conditra  que  ràssemblage  des  terme»  dé- 

Pexpiession  d*  ^  ^  ,  dans  Icsqueb  »  a  un  exposant  né- 
gatif, forme  le  coefficient  de  ^  dans  le  développement  de 

On  prottvêioit  de  la  même  manière  que  le  coefficient  de  dan» 
le  dd?cloppenent  de  U  fonction  — {J^^y 


1  j,f(»H(»)' 
a,}  Al»  * 

et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  le  tenne  général  du  développefflcntr 


» 


en  se  bornant  aux  termes  où  Pexposam  de  n  est  néga^t 
n  est  visible  que  les  diiftrentidlcs  succesuves  de  cette  expressioir^ 

eW 


relatives  à.  u,  correspondent  à  celles  de  la  fonction 
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prises  dans  h  ffiSoM  liypodièse  ;  et  l'on  en  déduit  par  conséquent  par 
de  simples  diffërentiations^  le  cœffiôent  de  Jif  dans  les  dévdop- 
pemens  des  fonctions 

X044.  Nous  allons  appliquer  cette  formule  à  la  £racâon 

P^Qx 

•donnons-lui  la  ferme 


2C0S« 


xcos*  icos« 


tnom  aurons 

4iC0§#  ^cos* 

d^oU  nous  déduiroot 

^^"^''T^'    ^^«^^=5^'.  •^C«)'-5;^,«c- 


iT*"*  4C0SM*  4C0Si^* 
etc. 


différentiels,  pour  les  substituer  dans  la 
fenhnle  générale  que  nous  diviserons  par  1  cos  « ,  nous  obtiendrons  '  ' 

licos*        (icos«)'  i'(icos«/  *^  J 

^''UCOS»         (XCOS»}-  a(2C0SA.)»  *^J» 

Ss» 
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mettant  au  lieu  de  »  sa  râleur  — ^ — ,  noiis  parviendrons  è 

z  cos  « 

.     .  i-UlCOS./    -  C0,.)-  +  <'^?X»-1) 

:+ cos  .r*--^(»  ci»  •)^+^^— »  cot  •  r» 

«  ■  ('^ — ^Y" — OC'* — 4)^ 

— .  > ,      "S  «r  H  etc. } 

expression  qui  ne  doit  point  contenir  de  pwssaflces  natives  de  GOS«î 
puisque  la  précédente  ne  devoit  point  contemr  de  puissances  posi- 
tives de  ».  On  la  simplifie  beaucoup  en  la  comparant  avecla  fornuile 

^ j>{=r;sin{       CMt^'— *-'cost-"4-  3)("— 4)  , . 

_i — ^ — ^  ii"-'co«t"-'+  etc.  )  , 

•  1.1.3 

obtenue  dans  le  n*.  985  ;  car  on  voit  alors  que  la  série  qui  mut» 

tjplie  P  n  est  autre  chose  que  le  développement  de  — ^  et 

que  celle  qui  multipUe  <2  répond  à  --~  :  on  a  donc  pour  le 

*  P+  Qx 

tenue  général  du  développement  de  la  fraction  ^  , 

cette -expresâon  très-simple 

iP — — ^-hQ-. —  \x\ 

{.  sin  «  sin  «  j 

qu'Euler  a  donnée  le  premier  dans  son  introduction  à  l'analyse  de 
rintini. 

La  formule  générale  s'applique  également  aux  fractions 

(t— >l«cos»-4*x*)'  •  (ir-l«COSi»+«')' 
'    on  trouvera  pour  la  'première, 

\    ico>«  (icosw)*  x(cos«)'  *J 

■^^l    icosn  (»cos#)*  i(IcMi7  "^i* 
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I 

et  mettant  pour  «  m  valenr  «  U  viendra 

ICO»» 

^  {(«+ 0  C  C'' — 0  icos6> 

•-  ;4,("-3)(--^)(^-0(^co,,y^-etc.} 

(n — 4)(fl — x)(n — 1).  ^.  .  - 

+  ^ — — iiie  ^(icos»)"-*— e^c.}, 

en  observant  de  ne  faire  entrer  dans  cette  expression  aucune  des 
puissaoccs  n^SatWcs  de  cos«. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  tes  applications  de  la  fimmule 
dun*.  précéd.nons  observerons  qa*dle  ex^  le  dévdoppciiiCAt  dea 
puissances  de  la  fbiictioa 

4(  *  )  =  J.+  È,x  +  B,x>  +  5,*'  +  etc. 

lequel  donnera  lux-même  celui  de  la  traction  rationnelle 

.y+^.y'-f-^^r'  ' 

en  la  nettant  sons  la  forme 

(j^.+^.x. . . . +^,«,)(      J»,«. . . .  ; 

nout'avont  trouvé  dans  le  n«.  98,  les  équations,  d'après  lesquelles 
on  peut  calculer  successivement  les  coeffidcas  de» diverses  puissances 
de  «  »  dans  le  déydoppement  de  la  formule 

(^+1?*+C*'+Z)*'+ etc.  )"; 

mais  pour  en  rendre  l'application  plus  facile,  il  auroit  fallu 
donner  l'expression  immcdiatedeses  coefficiens  :  tel  a  été  l'objet  récent 
des  travaux  de  plusieurs  analystes  Allemands,  MM.  Hindenburg,  PfatF, 
Maurice  de  Presse,  dont  nous  avons  cité  les  ouvrages  dans  la  table. 
L'exposition  de  leur;  recherches  nous  entratneroktrop  loin  ;  il  nous 
suffira  de  dire  qu'elles  reposent  sur  le  Calcul  def  combinaisons ,  ap- 
ptiqué  aux  indices  qui  marquent  le  rang  de  chaque  coefficient.  Calcul 
dont  Lcibnitz  avoit  prévu  Tutilité  »  et  dont  il  a  donné  i|n  cs^  dans 
les  Mm  trudUonua  de  tannée  170e  |  à  la  fin  d'une  réponse  à  quelques  - 


^tS     Ch.  II.  Th  é  0  r  rs  dss  si/r  Ts 
imputations  de  Fatio  de  DuiUicr  {  ▼oyez,  auiû  ses  œiivifi,* 
tome  Ul,  page  365  ). 

1045.  Reprenons  le  Celcul  des  Fonctions  gàiérttrkes.  Laplace 

donne  encore  au  développement  de      une  nouvelle  forme  qui  le 

conduit  à  une  formule  dlnterpolaâon  dépendante  à  la  fus  des  diSë- 
renées  et  des  fonctions  désignées  par  la  caractéristique  v;  mais 
forces  par  l'abondance  des  matières  d'omettre  plusieur?  dét  uls  in- 
téressans,  nous  renvoyons  pour  ceux-ci  au  Mémoire  mcme  d'oh  ce 
qui  précède  est  tiré ,  et  nous  allons  passer  à  l'usage  des  fonctions 
l^énératrices  dans  la  transformation  des  suites. 

Toute  suite  n'étant  autre  chose  qu'on  développement  de  la  fonc* 
tîon  i^y,  prise  depuis  «sso,  iusqu*à  arinfiid,  il  «st  évident  que  let 
diverses  namères  dTeapiinicr  ce  développement  foumifont  4es  suites 
équivalentes  »  ou  des  tfansfonnées  de  la  m&me  snite.'Scit  la  suite 

et  fidsons 

il  suit  du  n*.  1036,  que  le  coefficient  de      dans  la  Ibnctioa 

,  exprimera  la  somme  des  termes  de  la  suite  proposée  depuis j^^ 

1  — - 

t 

inclusivement;  jusqu'à  Tinfini.  En  multipliant  les  deux  termes  de 
cette  fraction  par  • 

etc. etc.) , 

«1  fend  le  numérateur  divisiUe  par  I et  il  se  change  eu 
04-«+«-l-etc.  1 

"  j  +^ (c  +  <  +  etc.)  +        +  etc.)  +  ctc.j  * 
suis  posant 

+  c  +  e  +  etc.  s^iC 
«+*+y+^+etc.=B£, 
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en  aura 


t 


éqnalioii  dont  lé  second  meinliie  développé  par  rapport  à  ^  prend 
cette  fbnne 

etc.  ^ 

+7(^4-*+ etc. )f    f  I      î  1 

|+— (e+etc.)  l 
.+  etc.  3 

maïs  le  coefficient  de  dans  pétant  ég»!  à  A.y^  (  n*.  1034  >,  le 
même  coefficient  dans  le  développement  de  Informulé  à-dessus,  scr» 

Cette  nouvelle  siirîe  équivalente  t  la  proposée,  dèpios  y,  jusqu'à 
Knfîni,  deviendra  convergente  si  les  quantités  vj<, ,  v%,etc.  vont 
en  décroissâirti  elle  s'arrêtera  même  si  Ton  a  vy«:=o,et  donnera 

alors  la  somme  des  <;uîtes  récurrentes.  En'fipîsant  4rse0;i  On  tnuif" 
formeroit  la  série  proposée  à  partir  de  son  or^ine. 

En  général^  si  (  représente  une  fonction  quelconque  de  -, 

et  que  Ton  désigne  par  vy»,  v'j^,,  v^y,,  etc.  les  cocfficiens  de/»- 
dus  tilt  u^,  u^,  etc.  on  parviendra  A  ordonner»  suivant  les 

puissances  de     le  développement  de  — - — ,  ,en  multipliant  les 


m 

I 
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deux  termes  de  cette  fraction  par  K — ç ,  K  étant  une  quantité  égale 
à  ce  que  devient  {  lorsque        »  afia  que         soit  dirtsible  p«r 

/  Il  II 

le  quotient  de  U  diindon ,  et  nous  anroof 
I— - 

+  etc 

et  passant  des  fonedoos  gàiératrices  aux  cecffidedf  »  siûvant  la  con* 
veation  étabtie  â*dcssits ,  nous  obtiendrons 

+f'^+?^+Z^  +  etc. 


"+  etc. 

Pour  avoir  toute  la  série  »  c'est-à-dire  ,  l'intégrale  2^, ,  prise 
depuis  x=o  ,  jusqu'à  x  infini ,  il  faut  faire  dans  la  formule 


1046.  Je  ne  puis  quitter  ^  ttns  faire  coonottre  une  transtr 
formation  parement  algébrique  et  Ibit  dmple  «  qu'Euler  a  employée 
nvec  sttccb  dans  ton  Calcul  dif^fnntîel  |  elle  consiste  ï,  faire  dana 
la  séiîe 

etc. 

-.  En  prenant  le  signe  +  »  * 

— ^+  y*^  y+  y—  y*+eic 

*:•=)'•— ly  H-  3/—  4y'+  P'*—  ^J^'+  etc. 

*»=y^ jy<  +  6y^—  I O^"  +  I  U'— 1      +  etc. 

x<=3:y— 10^— xqy'+3iy*-'56y»+  etc. 

d'oïl 
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.d*oli  Von  déduit 

y — etc. 


1^+  ^ 

y —  a 

1  —1^ 

—3c 

4- 6c 

+  à 

+  « 

Les  coefficieos  des  puissances  de  y  dans  cette  série  |  tont  kl  diffi^ 
rmcei  du  prcnder  terne  «  de  la  tërie 

<i4-^+c-f  +  etc. 

qu*on  obtient  en  faisant  x=i  dans  la  proposée;  et  l'on  conclut 
de  là  que 

A«.^*+A*<i.y+ a'<i.j^+  etc. 
Cette  dernière  série  sera  coavcfgente  lonMjpie  les  SMnasi»  de 
tcfUMS  de  la  prenière  iront  en  ddcroimnt. 

Lorsqu'on  fait  .  on  a  y=  ,  et  la  série  ci-dessus 

devient 

I — *         (i — (i — x)*  (i — - 

térie  équivalente  à  la  proposée. 

Quand  la  série  <i+^+c+<^+«+  etc.  a  des  diifêrences  constantes^ 
on  obtient  exactement  la  somme  S,  Si  l'on  avoit ,  par  exemple , 

4s:  + 1 5  ;c» + 40.V' + 8  5    + 1 5  6** + 1  ç  çx*  +  etc. 
ontrouveroit,  en  prenant  les  différences  des  coefficiens  numériques  , 

4=4,     A<z=:ii,     A*tf=?:»4,     aV=6,  A^a=^^etc. 
ce  qiû  dooneroit 


4* 


II*' 


'4* 


6«« 


_  4x-.A=«.>.4:c»~x^  _  x{i  +A.')(4-^)  . 


Kon>ieiilemcnt  on  arrive  de  cette  namère  &  la  limite  de  In  série 
proposée ,  ou  à  sa  fonction  génératrice»  mais  on  obtient  encore 
la  somme  d'un  nombre  quekonqpie  de  tes  tannes.  En  cAt»  .U  série 

proposée  étant 

Ss^ax +f etc. 
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on  aura  * 
yr*'+'+j*"+*+r*"-*-'+j*'+*+ etc. 

et  en  retranchant  cette  partie  de  l'expression  totale  de  5,  11  viendra 
pour  la  somme  des  termes,  depuis  le  premier,  jusqu'à  celui  qui  e&t 
moltiplié  par  a",  indimvefnent ,  , 

^        'i — X  (* — '(i— *•)' 

Avec  un  peu  d\ittention  on  reconnoit  facilement  que  la  série 
transformée  n'est  convergente  par  eUe>même  que  dans  un  très-petit 
nombre  de  cas,  lorsque  les  difl^eacct  àa,  a*»^  etc.  ne  dé* 
croissenr  pas  très-rapidenent  ;  nuis  û  Von  donne  à  «  le  signe  — , 
la  série  proposée  et  h  transformée  deviendront  respecdvement 

S  SB  «*— «4F*— «  A*— etc. 

Sf         '  X*  3C* 

S=a  — —  A  a  r  +  A'fl  ;  71— a'*»  7  Ti  +  «C. 

l+«  («.+*) 

en  diangeant  le  signe  de  chaque  terme  ;  et  la  secpnde  sera  conTer-  ' 
gente  lorsqu'on  y  supposera  a:=i  et  x<i  :  le  prcnûer  de  ces  cas 
nérite  une  attention,  particulière. 
1047.  On  a,  quand  x^tp 

«fstf— ^  +  c  — i+f — etc. 

J  =  i4— + ^A^tf  +  ete. 

et  par  ces  formules  on  trouve  les  limites  d*un  grand  nombre  de  séries 

divergentes. 

Si  l'on  propose  ^  par  exemple, 
^  I — i  +  i —  1+  I —  1+ etc. 

I — z+3 —  4+  ç —  64- etc.  w 
1 — 4+9— 16+15—36+ etc.       •  > 
«te. 

On  trouve  pour  la  première  série,  a—i ,  a4=0t  A'dso,  etc. 
et  par  conséquent  S^^,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n*.  6  de  lin* 
troduction;  pour  la  deuxième  série  'Tbi,  vassi»  5sss^;  pour  la 
troisième       9  à4t^} ,  A*a^% ,  Ssso^  etc* 
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On  arriveroit  «ncore  à  U  timite  cherchée,  n  la  série  transformée 
étoit  de  ceUei  «pie  Ton  sait  sommer  ;  mais ,  sans  nous  anêter  à  ce» 
ezemplct ,  ptssou  à  la  série  ekCessÎTemefit  divergé , 

I— 3—1.1.3. 4+1.  ».3*4« 
Pour  obtedr  les  diifirences  4u  premier  terme  ,  on  formera  la  table 
suifintc 


ternes. 

I 
1 

6 

.  i>o 

5040 
403*0 

3^1880 
3628800 
etc. 


dlffér.  1*" 

I 

4 

18 

96 
600 
4310 
3p8o 
311560 
3165910 


différ.  a'. 

3 

•  7« 

504 

3710 
309^0 
187x80 
1943}^ 


différ. 

4 

64 

416 
3116 

27140 
156310 
1656080 


Oa  aura  ,  d'après  ce  tableau  , 


16 


64 


4.  iîI?-« 
118 


16687 

116 


148319     1468457    16019^31       1908994H  , 
.+  +  3 —    ^  ^     '+  «c 

)ii  1014  I04ii  4096 

série  un  peu  moins  divergente  que  la  proposée.  Réunissons  les  deux 
premiers  termes  et  représeotoas  le  zeste  par  S',  nous  aurons 

4^  8     16^3*  64 

en  transformant  la  série  S'y  comme  nous  avons  fait  la  pn^Ofée» 
nous  en  dimiauerons  la  divergence  »  car  nous  trouverons 

II 


3  _  5  ,      .„  99  .       _440'.  36585 

X*      i'     1'       1"     1"  i'4 


.1» 


341107  ,^  3^65313  40866515 

— 7- — — 

Les -deux  prcmien  termes  de  cette  série,  réduits  à  un  seul ,  donnent 
S'sss^-^S*,  en  déngnant  pari*  Fassemblag»  de  toi»  la  «mes; 

•       Tt  1 


3)1    Cia,  IL  Thé  oRi  E  DES  striTSSf 
et  transformant  encore  la  aérie  5*,  il  Tiendra 

y— IL  _  _LL  4.112  _  l^+lili  _  if^+lllill 
1»     x'"    i**  a** 

X771097 


Réunissant  dans  cette  dernière  les  quatre  premiers  termes  >  et  dén- 
gnant  le  reste  par  .S"^  nous  aurons 

et  si  Ton  ^arrête  après  les  quatre  premiers  termes  de  S^,  On  aura 

5"=  il5lL  — i!^^,  d'oii  l»on  conclura  5  =  0,40081038, 

TcsuUat  qui  n'est  encore  exict  que  dans  les  deux  premiers  chiffres 
décimaux ,  à  cause  de  l'extrême  divergence  de  la  série  proposée. 
Nous  donnerons  dans  la  suite  un  moyen  plus  expéditif  pour  parvenir 
au  nombre  0,4036514077,  exact  jusqu'au  dernier  chiffire. 

I048«  La  transformation  qui  nous  occupe  étant  appliquée  aux 
séries  '  I— +  +etc. 

T+T— yr+«c. 

dont  la  première  exprime  le  logarithme  népérien  de  a,  et  la 
seconde  la  longueur  de  la  huitième  partie  de  la  circonférence  du 
cercle  (  Int.  n".  16  et  38  ) ,  conduit  à  des  résultats  fort  élégans. 
En  prenant  les  di^cnces-dcs  termes  de  la  première  ,  on  trouve 

diff.a%  +>,   +  »   +  yTTTT  »  +4TÎTI,  etc. 

difF.  4%  +|,etc. 
etc. 

et  l'on  en  conclut 

: +     +  4^  +  î:V:  +  «c. 
On  obtient  pour  la  seconde  série , 

diff.  ^    ,  -   ^  ^,  -^«tc 

«fiff  3%  —ri*ih >  -FTTyf, ,  etc. 
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ce  qui  donne 

«^  =  ¥  +  177  +  1^^-^+  rT'rT+  j-fTrr7T  +  «'^ 
ou    »5=x+  I  +       +  |ifa  +  +«tc. 

■  La  même  néthode  donne  fiicUement  la  liimte  de  la  série 

1*^13 -f- I4  —  I5  +  I6  —  1 7  +  18— Î9+«tc. 

parce  que  les  diii'crences  des  logarithmes  consécutifs  vont  en  dé- 
crt^ssant;  nais  pour  alnr^er  ^opération,  il  £nit-  fomwr  imoié- 
^Batcment  la  valenr  d^  résultat  des  neuf  prémicrs  termes  de  celte 
série ,  taleor  qu'on  trouve  ^le  à  — e,}9i  1 005.  Nous  supprimeront 
le  détaildtt reste  du  calcul  qui  n*offire  aucune  difficulté ,  et  nous  dirons 
seulement  qu'Eulcr  a  trouvé  pour  résultat  0,489x606;  la  différence 
de  ce  nombre  avec  le  précédent  est  0,0980601  ,et,  comme  logarithme  ^ 
répond  au  nombre  1,1^3  3 1 5  :  telle  est  la  limite  de  la  série  proposée. 

1049.  Les  théorèmes  des  n"*.  864,  873,  913,  914  et  915  se 
déduisent  avec  la  plus  grande  facilité  de  la  Théorie  des  fonctions 
génératrices. 

n  est  virible  que 

{(  1+^-1)--!)- J 

on  tire  de  là  • 

les  coefficiens  de  r*,  danS  le  développement  des. termes 

"(7— )•    "(7— )'•     <7-')''««-  , 

fournis  par  le  second  membre,  seront  respectivement 

^Jr,        A*yx»        a'j,,  etc. 
et  par  conséquent  on  obtiendra  le  coefficient  de  /'  dans  le  déve- 
loppement de  ce  membre,  en  dcveluppant  la  quantité 
(  (  1  +  i^y^y —  I        pourvu  qu'on  applique  à  la  caractéristique  A 
les  exposans  des  puissances  de  ^y,  (  n%  1035  ).  Mais  d'un  autre 

u 

côté  f  le  cocffidcDt  de  i*»  dans  le  développement  de  --^      est  égal 


I 
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ky^-^y,i  désignant  cette  nouvelle  espèce  de  différence  pir  la 
canctériràque  Affg,  les  coeAdens  de     dans  le  dérêloppeinent 
,dct  foncdont 

seront  respectivement 

Ax»      ^'>,»  etc. 
et  nous  conclurons  de  là  que 

cette  formule  rentre  clans  celle  du  n".  873  ,  lorsqu'on  y  fait  m=i  et 
qu'on  change  n  en  A',  et  dans  celle  du  a*.  864,  quand  nz=i,  m  de- 
meurant quelconque. 

Si  la  caractéristique  z'  représente  l'intégrale  relative  aux  diffé- 
rences narquées  par  a',  dans  lesquelles  m  vatie  àt  la  quantilé  s»  let 
ConndératiQns  du  n*.  1036 ,  appliquées*  à  ce  cas  ^  feront  yoir  que 
S'?y,  est  le  coeffidest  de    dans  le  dévdoppeoient  de  la  fonction 

ti   1  ^  >  abstraction  faite  des  constantes  arbitraires  introduites 

par  Vim^ation;  et  coamw  on  a 

.(^- 1)""=«  { ( . + i.  ^ .  y- , }-, 

en  en  copdlini  de  même  que  d-dcssits, 

ï'"y,=  {(i  +  A^,)'— i}-  (1); 

fnals  il  faudra  observer  de  changer  les  puissances  négatives  de  Ay, , 
en  termes  de  la  forme  xy^ ,  stX«>  c'^*  P>rce  que  le  coefficient  de  t% 

dans  le  développement  de       —      est         o".  1036):  avec 

cette  atten^on  l'équation  que  nous  venons  d'obtenir  cofflprcnd.cdlas 
des  nr.  913 ,  914  et  915. 

Si  l'on  change  x  en  — ,  la  quantité  x'  variera  de  k ,  lorsque  x 

variera  de  Tunîté ,  et  nk  sera  la  variation  de  x',  relativement  à  la  ca» 
factéristique  a',  c'est-à-dire ,  que  x'  deviendra  x'+k  dans 

•      '  .1 
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et  x'-\-nk  dans  i^'y^  t  il  est  visible  que  les  équations  (i)  et  (i) 
«ubsUteront  encore  dans  cette  hypothèse:  nous  pouvons  donc  les 
regarder  comme  ayant  lien  lorsque  x  deirâcnt  ptr  rapport  à 
;  la  caractéristique  A ,  pourvu  que  nous  supposions  qull  se  diange 
en  te-^r^k  ptr  rapport  è  la  caractéristique  a'.  Si  nous  concevons 
maintenant  qué  k  représente  une  quantité  infiniment  petite,  ou 
raccToissement  dx,€t  que  m  soit  infiniment  grand  ,  nous  pourrons 
écrire  ndx=A,  a.  désignant  une  quantité  finie  >  et  changer 
eo  dy^i  mais  les  équations  (i)  et  (x)  devenant  alors 

doivent  ôtre  ramenées  à  rhomogénéité  conformément  aux  loix  du 
Calcul  diifcrentiel.  Pour  y  parvenir,  il  sufHc  de  remarquer  que 

i  (t +<f «1  (1  +dy,)  «  n  +  etc.  )  ; 

en  ne  prenant  que  le  premier  terine  de  la  série,  on  obtient 
qinantité équivalente  à  ndx^,  ou.  k  et  l'équation 

1(«+^J'.)'=»«-^  conduit  à     +  en  supprimant 

pour  plus  de  simplicité  l'indice  de  y ,  que  l'on  peut  sous>entendrc 
facilement  dans  ce  cas.  Par  le  moyen  de  cette  valeur ,  on  a 

A'*^«(*-«-ir  (3), 

en  observant  ^  transporter  à  la  canctértstiqne  i\  les  exposant 
de  «<x  y  et  de  diaitgcr  les  puissances  négatives  en  int^ral««  Ces 
équations  sont  les  mêmes  que  celles  du  n*.9i5. 

Considérons  faecroissement  n  comme  bfiniment  petit ,  ou  oomme 
i/*,        se  changera  en         x">,  en 
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dx  </xl(l-fAy} 

«n  (•  4*Ay)  =*  *  M  écrivant  dx  pour  n.  Le  développe- 

ment de  cette  expression  est  i  4-</xl  (i +A_y)4.etC,  substituant 
dans  les  équations  (i)  et  (i),  elles  donnent 

£^,  =  {I(,  +  Ay)}"  (,) 

^uatîons  semblables  à  celles  des  n**.  867  et  915. 

La  route  qui  vient  de  nous  conduire  à  ces  formules  a  l'avantage 
de  nous  découvrir  la  cause  de  l'analogie  des  puissances  avec  les  dif- 
férences et  Ifs  inrcgrales,  puisqu'elle  nous  montre  que  les  fonctions 
génératrices  des  ditlcrences  de  y^,  sont  les  produiu  de  la  fonction  u 

par  les  puissances  positives  de  la  quantité  j-^  >  f  tam^  que  cell«f 

des  intégrales  sont  les  produits  de  u  par  les  puissances  n^atives  de  II 
aiêmf  quantité. 

lOf  o.  Laplace  a  obttnu ,  ainrî  qoll  suit ,  pour  les  séries  de  la  forme  ^ 

.  - .  • .  «te. 
des  formules  analogues  à  celles  du  n".  précédent.  En  nonunant  u  U 
somme  de  cette  suite,  ou  la  fonction  ^énératriçe  de  jv**»  ^  9 
l'çquation  identique 

•(7— )"="'<'"('+^^0-'>'' 

et  d'après  le  n°.  précédent,  le  coefficient  de  dans  la  fonction 
fi^^— sera  égal  à  a'".*^,»  en  supposant  qne  x  we  dn 
la  quantité  n.  Mais  le  coeffident  de  la  puissance  de  t  dans  la 

développement  de         —  t^  ai»*»        est  facile  de 

^cn  cott  vaincret  en  ofasenrant  qne  le  coefficient  de   dans       —  i  ^ 


et  continuant  ûnn  de  proche  en  proche.  Si  donc  on  dé?doppé 

réquation 
identique 


suivant  les  puissances  de     —  i ,  le  second  membre  de  Téquation 
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identique  pocée  plus  haut ,  on  pourra ,  dans  le  passage  des  fonctions 

génératrices  aux  coefficiens ,  remplacer  les  puissances  de  -^^  i  par 

ut 

celles  de  Ay, ,  multîplices  par  le  facteur  commun  a',  et  transporter 
après  le  développement,  les  exposans  des  puissances  de  à  U 
caractéristique  a.  Avec  cette  attention  ,  on  aura  l'équation 

A'?.«>,=  .'('»"(  »  +  ^^-)"-«  }"         (7)  J 

puis  en  écrivant  — «s,  au  lieu  de  m,  on  aura  encore,  comme 
dans  le  n%  précédent. 


(«). 


Si  Ton  substitue  rx'  à  ji-  ,  et  qu'on  désigne  par  y'  ce  que  devient 

alors la  difiércnce  de  x'  sera      en  supposant  r  infini,  cette 

r 

diiéreace  se  changera  en  Jx's  on  aura  ^y»—dy'\  on  fera  en- 
suite ^^p,  pour  obtenir  «f^i^  et  t^yjst^y^  Maintenant  si 

Ton  prend  n  infiniment  grand ,  et  qu'on  pose  -  =  « ,  la  quantité  « 


pourra  être  finie  ,  et  exprimer  le  changement  qu'éprouve 
lorsque  x  devient  v  +  n,  d'où  il  résulte  que  ù.'".p"y\  ^"*'P''y\ 
désignent  pour  l'ordre  m  la  différence  et  l'intégrale  de  la  fonction  p''y\ 
lorsque  x  se  change  en  Remplaçant,  dans  les  équations (7) 

et  (8) ,       par  dy',  il  Tiendra 


{/'^(>+.-/yr-i}"* 

et  ramenant  la  quantité  (i+'^y)"  ^  l'homogénéité,  comme  dans  le 
n*,  précédent ,  on  aura  (  i  ^-'^y  )'=  e     ,  d'oii  il  suit 


{pu       I  r 


Vv 
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Slf  dans  les  équatioiis  (7)  et  (8),  Ton  suppose  »  infiniment 
petit, c'est-à-dire»  qu'on  y  soltstitue  dx,  se  changera  en 

<r.a>,,  et  2'". fl'jr,  en  ^/"fl'^,^:>r",  et  puisque 

^•(i  +  AjJ^=i+</x{U(i  +  A^,)}  (  a\  précéd.  ), 
on  en  conclura 

Telles  sont  les  formules  <|ùt  nous  ayons  annoncées  dans  le  n^.  913  i 
oii  nous  avons  donné  »  d'après  Euler  ,  un  cas  particulier  de  celle  qiû 
est  désignée  par  (10).  Outre  ces  théorèmes  intéressans,  parmi  lesquels 
ceux  qui  sont  designés  par  (7) ,  (8) ,  (9) ,  (10)  ,  (11)  et  (i&),lai 
-  appartiennent  y  Laplace  a  de  plus  donné  dans  son  Mémoire^  un 
moyen  pour  en  trouver  une  ioâaité  d'autres  du  m^me  genre. 

dcd««^aïubîe7.  Soit  »  une  foncdon  de  deux  maUes  *  et     dooc  le 

développement  ait  la  forme 

 ••+;>'«i,  ^  +«c. 

.+j'.ï  u''+y,  9   +ym-t*       +  etc. 

+j'o/'+J^.i.'*^'  +^^11-.».^*"  +  «te. 

+^0/*  etc; 

+^0»'"  +«tc. 
y^>  x'  df^signant  le  coefficient  de  t't''\  aura  u  pour  fonction  généra* 
trice.Si  Ton  représente  par  a^,,,,  la  différence  de  la  fonction 
prise  seulement  par  rapport  à  la  varial^le     la  fonction  génératrice 

de  cette  ^BffiSrence  m»  »(j  —  i)f  cdle  de  sera  de  m£me 

«^^^  1^.  n  et  £icile  de  conclure  de  U  que  la  fonction,  généra- 
irice  de  a.a,^,,  ,  ou  de  aJ^^V* »  "  "^^^  "  (  7  0  (t  ~"  0  ' 
et  qu'en  général  cdle  de  ^^/»9m,  se»  « (j—     (^y  —  1^  , 
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Dans  le  cas  actuel,  l'expresnoa  vy^^^  sera  le  symbole  d'une 
quantité  de  la  forme 

«  a 

C  y,^ ,  „  +  etc. 

+etc. 

rexpmtioa  v*yg'^g,t  celui  ^une  quantité  composée  en  v^.,,, , 
comme  la  précédente  l'est  en  j,»,, ,  et  nan  de  suite;  la  fonction 
gcncratrice  de  l'expression  générale  sera  visiblement  de  la 

forme 

r  ^  C 

+  — +— +  etc 

c 

+pr-+  etc. 
+  etc. 

en  sorte  que 

^  +  —  +  etc. 


-'•^'(î-yc?-)"'  I 


B' 

+  ^  +  etc. 
sera  la  fonction  génératrice  de  A"^vV*-r» 

Cela  posé,  lorsque?  désignera  une  finiclion  des  quantités  ^  et  4-> 

té* 

et  que  son  développement,  suivant. les  puissances  de  ces  quantités, 

K 

aura  un  terme  général  de  la  forme        le  coefficient  de  f£*  dans 

Ku 

swa  Ky,4.f,,'^  i  et  il  s'ensuit  que  le  coefficient  de  /V" 
dans  « j- ,  sera  v^,»^,  si  «  a  la  forme  convenable.  On  voit  par  là 
^▼V.»./  irobtiendraenécrîvantdaMj»,^,  aulicude  y„  au 
lien  de     et  en  développant  le  résultat  suivant  les  puissances  de  j^,  et 

Je       P«î»  changeant  les  produits  '  «»  t^y^,s.^r.  ', 

.  Vv» 
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Inea  entendu  qu'un  terme  tout  constant  K,  équivalent  à  ^(j'x}''C;V')*f 

doît  être  remplacé  par  K y  \  ,  , 

Pour  introduire  dans  le  calcul  les  diffcreoces  ^ty^,,^,  il  faut  dé- 
velopper j"  suivant  les  puissances  des  quantités  j^^»  -^-^  i  ; 
un  terme  quelconque  du  résultat ,  étant  désigné  par 

donnera  lieu  à  un  développement  dans  lequel  le  coefficient  sera 

H-r' 

exprimé  par  JCa   ,7,,,,.  Il  suit  de  là  que  la  quantité  v>,.,, 

se  formera  dans  ce  cas  en  substituant  a^,,^  au  lieti  de  —      i , 

t 

et  au  lieude-p-— 1,  dans  i,  et  développant  alors  s" 

suivant  les  puissances  de  A^y^^/,,  à^y^t^t  puis  en  transportant 
à  la  caractéristique  a  les  exposans  de  ces  puissances ,  et  mettant  ainsi 

a"^'^,,^  ,  i  !•  plice  de  ( ù^., ,.)'( 

S  l'on  désigne  par  s     y,  ,  .,  l'intcgrale du  coefficient ^, ,  prise 

un  nombre  r  de  fols  par  rapport  à  x  seul ,  et  un  nombre  r'  de  fois 
par  rapport  à  x'  seul,  et  que  l'on  représente  par  i  la  fonction  géné- 
ratrice de  cette  intégrale  ,  cellç  de  la  diflKrcBce  ,;y, ,  „ ,  sera  d'après  ce 

qu'on  vient  de  voir,      —  i  )  ^-p-  —  i)  *    l'on  aura  par  conséquent 

(7-')(?-') 

connoissant  ainsi  la  foncdon  génératrice  de  s  .  v^,;  »  on  aura  cette 

•  *»* 

intégrale  en  passant  des  fonctipiis  génératrices  aux  coeffitiens.  Noos 
observerons  qn*à  cause  des  quamités>  arbitraires  qn'dle  doit  com- 
porter, il  faut  écrire 

Cl        \V  in"  aie  û 

abc  q 
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ft,  i,  ëtant  des  fonctions  arbitraires  de  /  ec     y,     •  ./* 

des  fônctiofls  arbitraires  de  /;  d*oii  Pon  coadat 

10^1.  Appliquons  maintenant  ces  principes  à  Tinterpolation  des 
séries  à  douMe  entrée ,  recherche  qui  consiste  à  détmniner  l'cx- 
presâoa  àc  y^^^      ,  on,  ce  qui  revient  au  même ,  le  coefficient 

t't'^'y  dans  le  développement  de  la  fonction  A  visible 

qu'on  a  Téquation  identique 

u  /        I — /x"/        I — A"' 

+ -i— ^4 — u — )  ^  rte, 

:-C7-)-f:('^^Xv')  ■ 

1.1  \^) 
■^~r:r-ïC— )(—)+««• 

+  etc, 

et  dans  ce  développement  le  coefficient  numérique  de 

«(tf— Q. . . .(«— f -f  i)  «'(«'— oy— 2) ....  (/7W+ 1) 

•    ■'  '  ■  — ' —  ' 

J» •  •  •  •  1*2»3*  •  >  •  •  •f'  •  ' 

— r      r— r'  r' 

ou  [o][n][o][n'J.  Cela  posé,  le  coefficient  de  r'/",  dans  le  déve- 
loppement de  » —  1) ,  étant  A^y.,  „ ,  le  terme 


général  de  P«p««îoi,  de  sem 

[ôj  W  [ô] 
formule  dont  on  tire  cette  série       *'  *' 


_^  «   .  n     n'  '+1 

-I- 


•  »*,«' 

+ ""77^ —  ^  -O'*»  «.+  etc. 

+  etc. 

nous  avons  diià  obtenue.  ...  t^i^g^  «»âé«|«„. 
Un  peut  lui  donner  cette  forme 

en  obsenrentde  tmiwporter,  comme  il  a  été  dit  dans  le  n%  précéd. 
à  la  caracter«t.q«e  A.lese.pom»de.pu«wcesde  / 

comme  équivalent  à  ^  ^  ''^ 

loyj.  IVopoeons-nous  maintenant  d'ordonner  le  développement  - 
^^i^siile::""'^"^"""^  etcetprênon. 

+/r+7;^+«tc; 
+7r  +  ««c 
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Soit  £iit       A  +-^+_+_.  +  ^  =s  « 

'        C    D-  . 

etc.  -    .  . 
il  viendra  /=:aH —  +  ~, 

équation  semblable  â  celle  que  nom  arons  traitée  dans  le  n*.  xojç, 

et  pour  laquelle  nous  avons  donné  Texpression  de     à  la  page  313; 

mais  dans  le  cas  actuel ,  U  faut  développer  de  plus  les  coeifi- 

cîenstf,  h,  c,»m*ç,  suivant  les  puissances  de ce  qui  changera 

la  quantité    .  +  ^ ^  Z„  etc. 

+  *  ^»  »         +  *  l  ^1  »  +  etc. 

+  ei«, 
en  une  autre  dé  la  forme 

JH  +    t  +  etc.  + -1  (    + JV.{  +  etc.) 

+ ^  (^.+ ^.C  +  etc.  ). . . . +^  il/,  , 

laqnantité      tfZ.„^.+  tftZ,„^^.+«tc. 

étc 

+  etc. 

'  en  une  autre  de  la  forme 

iM'+ Ar<  +  etc.  +  ^  (  JT, + +  eti.) 

+^  (  M'.+iV;î  +  etc.  ). . .  + -Ijilf^, 

la  quantité  e  Z„,_^+  «c 

4-  etc. 

en  une  autre  de  U  forme 

JM'+A"î  +  etc,+  YCM",-i-N\i+  etc.) 

etc.), . , + Jir.^, 
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et  ainsi  de  suite.  H  est  fiicile  de  voir  que  la  tomme  des  puissaocet 
de  -  et  de       dans  ces  expressions ,  ne  doit  point  surpasser  l'ex- 
posant  »,  lorsque  «et  exposant  est  entier.  Cela  posé,  on  aura 
^s=JM+ ATi  +  etc.  +  y  Cii,+ A'.l  +  etc.) 

+7r(^.+  ^'.i  +  etc.) 


^+-i-(M'.+iV'.f +  etc.) 
j|f  +A?''^  +  etc. 


'  M' 


1  ,.(—») 


» 
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et  cofflae  le  symbole  vj^,* »  désigne  la  quantité 

+etc. 

+  etc. 

er  que  le  coefficient  4e  t't'",  dans  le .  développemeat  de  U  foiic* 
«r*  .4  ' 

pjw»  «rt  expruné  par  vIjvm;^  (  n*.  105 1  ) ,  on  condnrt 

de  ce  qui  précède,  en  passant  des  cocfficicns  aux  fonctions  gcnc- 
ratrices ,  que 

\  +  A/ ,  J',,  ^  +  ^  +  etc. 

'^^^'JK.+.,,,   +'V' vj',^.,,,  +etc. 

+  etc. 


Cette  suite  /arrêtera  lorsque  quelqu'une  des  quantités  wy^f  ^,; 
▼V»»»,  »       sera  nulle. 

Si  l'on  prend  vjk^,,,=o,  et  que  l'on  fasse- ensuite  «sso  dans 

l'expression  prcccdcnte  de  j^^^,  ^, ,  on  aura 

'   ••••••  •«•••••^   j{„,^,J'«-tf»H«-"+«  » 


34<$    Ch.  il  Tr ioRiK  des  sv tTE9%' 
cette  expression  «*écrh  soui  la  forme 

 +SJII/--0;r^.,^, 

llnt^rale  du  premier  terme  étant  prise  depuis  r=:0 ,  jusqu'à  r=n^  t , . 
afin  d'y  comprendre  la  somme  des  termes  depuis  r=o,  jusqu'à  r=B  . 
•    (  n*.  897  )  ;  l'intégrale  du  second  terme  étant  prise  depuis  r=:o  , 
jusqu'à  r=n  )  et  ainsi  de  suite;  enfin  l'int^ale  du  dernier,  dq^uts 

f =0 ,  jusqu'à  /■=« — m  +  I . 

L'expression  que  nous  venons  d'obtenir  pour  est  évidem- 

ment l'intégrale  complète  de  l'équation 

•k-B'jr,t^.-¥C'y^,^.,  ; 

+   ^  


to{4.  La  reeherclie  de  cette  int^rale  se  trouve  ramenée  à  celle 
des  coeficiens       M^,.,»,At,  Ât,,  etc.  qui  sont  préôsément 

ceux  des  puissances  de dans  le  développement  des  fbnçtions 
elc* 

ces  développemens  seront  faciles  à  former  dès  qu'on  connoitra  ceux 
des  quantités  ,  ,  etc.  ou  en  général  celui  de 

Z.,,;  mais  on  trouvera  sans  peine,  par  les  formules  du  n\  104%  , 
que 


etc. 
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et  comme  t.,  (i^y,  etc.  sont  les  racines  de  réquation 
4r+^«'^'+««—  -ff—o, 

ces  quantitét  teroét  diot  te  cm  ictucl  dei  fonctions  de  Si  Ton 
fiûc  ct-queFon  difflbentie  m      de  suite,  par  rapportée, 

fexpressiondeZ.yrtpOttrenâii&iaerlctqiMnttlés-Vj  7r>-T»€t^> 

On  parviendra  nécessairement  à  une  équation  finale  du  premier  degré 
par  rapport  à  la  fonction  Z^^^  tik  ses  coeificieas  différentiels  j  ces 
quantités  y  seront  muttipUées  par  des  fonctions  symétriques  des 
racines  A»  jl^  y,  etc.  et  de  leurs  différences,  fonctions  que  l'on 
pourra  par  consé^ent  esprîmer  d'une  manière  rationndle  au  moyen 
des  coefficîens  de  Téquation  «  9" 4*  eic*  =  o  (  n*.  1 59  ).  Faisant  en- 
suite di^ar^cre  les  dénoininatenrs  des  termes  du  résultat,  les 

quantité^  Z^t,^  — — ,  etc»  n'auront  pour  coeflldens  que  des 

as 

fonctions  rationnelles  de  «  ou  de  -p**  c^est-AHUrt,  que  les  termes 

ttZ  ,> 

de  l'équation  $nale  seront  4e  la  forme         ^  >  Cela  posé ,  si 

dés^e  le  coefficient  de  dans  le  développement  de  Z.,,,  le 
terme  a/  deviendra  i(i-^i)« •  •  • . •{i'^^ 4- 1         f  en  passant 

dans  —j~-^t  en  sorte  que  f(i-»i).. + 1  ) ^Tx;  sera 

le  coefficient  de  j^"'*,  dans  l'équation  finale,  et  que  par  con- 
séquent il  faudra  ,  pour  avoir  celui  de  j'  dans  la  même  équation  , 
changer  »  en  /  —  /n  +  fx,  et     en  a,_j.„^:  on  aura  donc 

(*— +       0  (  i—m  +  i  )Kf^i^^t 

pour  ce  eocffiôentyle  mlofl  que  celui  de      11  est  visible  que  si 

dans  cette  équation  différentiel^ ,  on  remplace  les  fonctions  gé- 
nératrices par  leurs  coeffidens,  on  la  transformera  en  tine  équation 
m  éàttbwou  entre  les  valeurs  succesrivcs  de  A|  ,  et  dont  Fint^ation 
donnera  cet  valeun»  Par  14  rSnt^adon  de  réquation  v^^f^^so 


3  4^     Ch.  II.  TutoRiE  DES  su/ tes, 

est  ramenée  à  celle  d'une  équation  aux  différences  à  deux  va- 

mbles  seulement  et  à  une  intégrale  définie. 

Pour  donner  une  idée  de  Tapplication  des  formules  précédentes , 
supposons  qu'on  ait  l'équation  du  premier  ordre 

Dans  cet  exemple 

■  ,     S    B'  ^    W        ^  „ 

^=^4-— +— ,      a^A^t-jt       h^B^  esso,etc 

h  h 

en  ccrivant  i  ,  au  lieu  de  Différentiant  la  dernière  expression 
de  Z.yFyOnttonTc  ^ 

et  éliminant  la  fonction  >  il  vient 

A  7 

^''"\A^r&'s)-^rB'Z,,^0\ 


ds 

substituant  enfin  dans  cette  éqoatîon ,  k  la  place  des  fonctions  géné* 

ratrices ,  les  coefficiens  de  4-  »  on  obtient 

Or  la  qnanttlé  ^Z»,,.^^  <Z«,,.^+  etc.  se  réduisant  è  son 
premier,  terac ;  doime  seulement  Mi=sBXf ,  et  Ton  en  conclut 

l'intégrale  itant  prise  depuis  rsso ,  Jusqu'à  rssn^- 1.  H  fiiut  fiûre 
attention  en  intégrant  Téquation ,  d'oii  dépend  A|  ,  que  la  cons» 

A' 

tante  arbitraire  introduite  soit  telle  qu'on  ait  a,=  r — 
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iQjç.  L'cquation  vj',,^,=  o,  ou 

+ <^>x+. ,  „+,  +  etc. 

+  +ctc. 


correspond  à  Téquation  t  =  o,  eu  à 

B     C  f 

qu'on  obtient  en  substituant  dans  la  première ,  au  lieu  des  coeâiciens 

J'*  y  ««4.1  »       yx+t  »  x<>i  *  etc. 

^»»,.+».  etc. 

«te. 

Jeun  fonctîoiis  génératrîcct 


8 

T'  ■ 

M 

^> 

etc. 

u 

y 

77' 

etc. 

• 

etc. 

car  il  est  facile  de  voir  que  toute  équation  du  premier  degré  ,  qui  a 
lieu  entre  les  coefficiens,  doit  avoir  également  lieu  entre  les  fonc- 
tions génératrices.  L'équation  ^^o  rentre  évidemment  dans  Téqua* 

tioii  (1)  du  n*.  toi5,  lorsqu'on  y  chang»  ^•ii«>et~eDiB;et 

fou  doit  saicir  mainttiumt  la  liaiioo  des  inàhodct  qiû  aoiii  ont 


5Ç0     Ch.  II.  Théorie  des  s  u  i  t  e  s  i 
conduits  ù  Tune  et  à  l'autre:  la  même  correspondance  existe  à 
l'égard  des  fonctions  d'une  seule  variable. 
U  suit  de  là  que  l'intégration  de  l'équation  v^,,„=!0,  par  U 

seconde  méthode,  revient  à  déterminer  l'eipression  de  déve- 
loppée suivsnt  les  puissances  de  ^  ,  au  moyen  de  l'équation  {=o  ; 
or  il  y  a  aussi  dass  cette  méthode,  çomoM  dans  ia  première ,  des  eu 
où  l'expression  de  ^  se  présente  d'abord  sot»  h  forme  d'une  suite 
infinie.  L'équation 


qiû  cofrespond  à 

est  un  de  ces  cas ,  parce  que  la  plus  haute  puissance  de  -  y  est 

multipliée  par     Voici  Pardfice  qu'employé  Laplace  pour  lever 

c  '  ...  .  ' 

cette  difficulté. 
L'équation  proposée  donne  immédiatement 


dToù  oa  tire  . 
La  demièie  de  ces  exprcssfoas  étant  écrite  mnsE 


t 
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devient  susceptible  d'un  développeaicnt  terminé  suivant  les  pttis- 

sances  de  p— ^;  on  en  tire 


i 


finsaot  pour  abr^^er 


etc. 

il  viendra 


^=,J+''.G-*)'"  -.^K 

7-*  (?->).  G-O' 
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i       a  h 
L'équation  —   — c  =  ô, 

domunit  aussi 

I 

t        t  ^ 


I  c  +  ab* 

7^* 


on  peut  chasser  la  quantité  p  —  du  résultat  ci-dessus,  et  si  on 
le  fait  dans  les  termes  afliwtés  de        ,  ^m^f      on  obtiendra 


<7-0  +^'(7-0  •••• 

Passons  maintenant  des  fonctions  génératrices  ans  coeffidens.  Q 

u 

est  visible  que  celui  de  tW ,  dans       »  est  j^, , ;  la  quantité 

«Q— mise  sous  la  t'orme  k^'^^— , étant  développée, 
dertent  . 

f   «  r  u  (  r        I  )         «  ) 

d'oil  l'on  eonclnra  que  le  coeAcîent  de       dans  cette  fonction  est 

l   ^  T  1.2  ) 

développement  qui  est  cdui  de  poifrvu  que  l'on  iàsse 

x'so  après  la  diiSfarentiation.  On  se  convaincroit  de  la  m^me 
nuuttèie  que  le  cqeiScient  de  ff*^  dans  le  d^doppeaent  de 

doit  être  tf  V^r:^—').  en  ÊMsant  ^s»o  après  la 

différentiation 
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diffcrentiatioa  i  et  l'on  aura  en&a 

 ■*-(«+«*)*'^^'^^-^ 

.pour  llnt^ale.de  rëquation 

En  dévdoppant  cette  intégrale ,  on  reconnoîtra  sans  peine  qu*elle 
exige  la  conaoïssance  de  la  première  ligne  horisontale  et  de  la 
première  colonne  verticale  dc  la  table  à  douUe  CQtrét  qui  correspond 
^  l'équation  proposée, 

.   1056.  Des  coosîdératiom  absolonéiit  semblables  &  cdles  du 
n*.  1049 ,  yont  nolis  condidre  aux  formules  que  nous  avons  déjft 
obtenues  dans  les  n**.  86  f  ,  967 1  869,  895. 
S<»t  raaimenant 

.+ Jf.»  /+  J'if  !«'+ J'.f     +  etc. 

+  etc 

Si  Ay.i,;;  d^gne  la  diflTcrence  de  prise  en  faisant  varier 

en  m^ne  tems  «  et  jt',  la  fonction  génératrice  de  à^y^^m* 
I  \" 

if^-p--^  1051  ;  mais  il  est  visible  qut 

1.— i  =  (i+I  — 0  — i, 
ft  que  par  conséquent 
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le  développement  da  second  membre  de  cette  équation  pouvant  être 

ordonné  «uîvant  les  puissances  de  ~    1  et  de  p  —  i ,  contiendra 

les  termes  «(j  —  »)  »  «     —  »  )  *  ^  sont  les  fonctions  généra- 

trices  de  a  y»,,/,  a  v«,^.*  passant  donc  de  ces  fonctions  à  leurs 

coefBciens  »  on  aura  > 

{  (  I  +  A^.r**)  (  I  +  1 
en  observant  de  transporter,  dans  le  dévdoppement  du  second 
membre,  à  la  caractéristique  a  les  exposans  de  a,^,,,,  ,  ^s,yti^* 
Il  suit  aussi  de  ce  qu'on  a  dit  (  n*.  1051)1  SUT  les  toiictions  gêné-; 
ntrices  des  intégrales  »  que  Téquation 


*     »       { (  1  +  A^, ,  ,0  (  I  +  ^^.y^  O  ■  ' 

doit  avoir  lieu  dans  les  mêmes  conditions  que  la  précédente ,  et 
en  remplaçant  les  puissances  n^atives  des  différences  par  des 

# 

intégrales. 

Dans  les  formules  ci-dessus  ,  les  différences  des  variables  x  et  ar' 
sont  ^es  à  l'unité;  mais  il  est  visible  que  '^(j^p"^^  5^* 

la  fonction  génétatriee  de  la  diffihwnce  prise  en  faisant 

varier  »  de  a  tt    de  n'i  et  en  vertu  de  Téquation  identique 

îl  viendra  encore 

A'ry.»^^  {  (t  +  A.rir».'  )'( «  +  A^.. 1  )• 

^''^""^  {  (  I  -I-  I+A^jr,, }-  ' 

dans  les  mcmes  cofufitions  que  d*dessus,  relativement  aux  exposans 

des  différences. 

Ces  équanons subsisteront  encore,  si  l'on  suppose  que  les  ditTcrences 
de  X  et  de  x\  au  lieu  d'être  i ,  relativement  à  a,j^,  ,  et  à  A^  y^, 
soient  h  et  A'j  mais  alors,  dans  a  j',,,,,  les  différences  de  x  et  de  x' 
seront  respectivement  km  tîM»  En  conâdérant  A  et  A'  comme  infi- 
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niment  petits  ,  ou  comme  dx  et  dx'^  tandis  que  n  et  seront  jp.fi n:s , 
on  pourra  faire  kn  =  it,  k'n=A,  «  et  *'  désignant  des  quantlics 
finies;  dans  cette  hypothèse,  A^y,,^  et  y^,^  deviendront  les 
difFérentiellcs  partielles  de  ^,  et  se  changeront  par  conséquent  en 

—dx  :  on  au» 


d*oU  on  déduira 


S'"V  — 


Supposons  tnaintenant  que  les  accroisscmens  n  et  /i'  soient  infi- 
niment petits ,  tandis  que  A  et  k!  soient  finis ,  ce  qui  changera  nk 
en  dx,  n'k'  en  dx\  et  àl'y^,  ^  en  d'y  i  nous  aurons 

formule  qui  revient  à 

^y^{dx\{i^à,y^^,,)^dx'\{i^à^y,S^)y.  .  < 

On  troureroit  facilement  pour  fonctiousdetroiset  d*un  plus  grand 
nombre  de  variables ,  les  formules  comspoadantei  à  celles  qui 
précèdent. 
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CHAPITRE  III. 

App&ctuion  du  Calcul  Uu^al  à  la  Théorie  des  siÛM* 

1058.  L'iNTiGR4TiON  dcs  dUfêmitienct  i  une  seule  vamb1« 
ayant  conduit  des  séries;  on  en  a  conclu  qu'on  pouvoit  repré*' 
senter  une  série  par  une  îanigrale,  et  comme  on  a  des  méthodes 
pour  calculer ,  au  moins  par  approximation  ,  la  valeur  d'une  inté- 
.  grale  entre  des  limites  données  (  n".  470  ) ,  on  a  cherché  k  re* 
monter  d'une  série  à  l'intégrale  dont  elle  est  un  des  ilcveloppemcns. 
C'est  par  ces  considérations  qu'EiiIer  a  crée ,  pour  la  sommation 
des  séries  et  la  recherche  de  leur  terme  général ,  des  méthodes  Irès- 
ingénieuses  que  nous  allons  faire  connoitre  successivemént. 

De  la  tcmma-     ^  prenûère  de  ces  médiodes  courte  à  eflèctocr  sur  la  série  pro- 
tw»  des  sérifs.  '  posée  des  opérations  tdtes  que  les  résultats  successifs  conduisent  en  • 
.  dernier  lieu  à  une  sérieqne  Ton  sadie  somoer ,  ou  qiû  sent  semblaUff  - 
à  la  ptopMée,  • 

La  priqpresston  par  quotiens  (  ou  géométrique  ) 

«ssjr  +*      +*      +*   +«  » 

^       est  un  des  cas  les  plus  simples.  En  passant  le  preoùer  terme  du 
second  membre  dans  le  prenuer  membre,  et  ajoutant  aux  deux  le 

terme  x      ,  u  Tient 

/—X  H-JP       s:i    X  '^X        ••.«••••..•••f  AT 

rsrx\x    +JC   +*  J* 

Joli  on  tire  i—JT  =50:  ;  et  par  conséquent 

X  — * 


I— « 
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A  LA  TmÉ^MIB  des  SVtTtS»  ^^f 
Les  premières  ppérations  de  l'Algèbre  suffisent  non-seulement  poitf 
ce  cas  f  mais  encore  pQur  toutes  les  séries  dont  le  terme  général 
est  de  U  forme 

(«+j!ii  +  >««+etc)*^' 

ninn  qu*on  peut  le  Toir  dans  les  Elémens  d'Algèbre:  passons  donc 
aux  artifices  tirés  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral* 
1058.  Considérons  d*abord  la  série 

en  multipliant  tous  les  termes  par       on  obtiendra 
sdx 

X 

intégrant  ensuite  il  Tiendra 


'as «  +  X*+  4P*  +  *•=  .  >; 

M  1—* 


/sdx  *—*"■*"' 
— —  *s=s  ^  ^  ,  on  auia 

tdx     dx^  {n  +  I  )x''dx-{'n:r-*-'dx 
d'oii  l'on  déduira  ' 

 (T-*)-    .  • 

ta  série  que  nous  venons  de  irùtcr  cat  comprise  dans  cette  autr* 
plus  générale 

+      +  ^  . 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  px'dxf  noua 
aurons 

psxdx^ûfx  </*.,..  +  (<«  +  («-*i)*)^*  i/*} 
cette  série  se  ranèneroit  comme  la  précédente*  à  une  progression  par 
quotiens ,  si  pour  toutes  les  valeurs  de  n  on  avoit 

+        i        =  *  + («  —  1)^  +  '' +  I, 


55^  ^H.  IIL  Application  du  Calcul  tNTÈGStAt 
or  c'est  ce  qui  au»  lieu  si 

I  s=s«  +  r  «t  */»=/i, 
équations  qindoimeot  P=jt  raa       ^  , 


<j5  rt.Ç-j-rt^iî 


d'oii  par  la  dtfférentlatîon  on  conclura  Texpression  de  s. 
Si  le  terme  général  de  la  séne  proposée  est  de  la  forme 

et  qu'on  multiplie  par^xVx ,  les  deux  membres  de  Téquation  ; 
i  =  (tf  +  *)(i;  +  <)x*...  + 

on  pourra  déterminer  ^  et  r  de  manière  à  faite  disparoître,  par  l'in- 
tcgration  ,  un  des  facteurs  du  coefficient  de  chaque  puissance  de  x , 
et  cela ,  en  rendant  ce  facteur  &  Texpoiant  augmenté  de  l'unité  ^ 
on  forncia  ainsi  l'équatioa 

•d*oii  on  tirera     ^css/S^ ^3  +  ''+ i  et 

au  moyen  de  ces  valeurs,  on  aura 

La  série  du  second  membre ,  étant  de  la  mCme  forme  que  la  précé- 
dente ,  on  y  substituera  sa  valeur ,  déterminée  d'après  ce  qu'on  a  vu  , 
et  on  aura  ainsi  une  équation  finie  entre  cette  valeur  et  Tintégrale 
fsx'dx ,  qui  conduira  par  la  diffërenâatioa  à  l'expresnon  de  #. 

On  obtiendra  îaunédiateaieiit  une  équation  finie  du  mêmegfnre 
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eo  multipliant  par  p'x'',  les  deux  flKnbNt  de  celle  que  nous  venons 
de  trouiw,  et  posant 

d'oïl  Ton  déduira 

>  ^        /        — =(j       ;        —itf  Hic^fiat-^ac 

/»  =  -,     r=  =  .  ; 

îatiffëîA  ensuite  y  il  ^ndra 


deux  différentiations  successives  feront  disparoître  les  signes  /  du 
premier  membre,  et  conduiront  à  une  équation  dont  il  sera  âwile 
de  tirer  s. 

Il  est  visible  que  le  même  procédé  s'étend  à  toutes  la  séries 
dont  le.terme  général  est  de  la  forme 

(«n^6)  {cn  +  e)(/n  +  g)  

1059.  Cest  en  renversant  ce  procédé  qu'on  l'àppliqoe  aux  sériea 
dont  le  terme  général  est  de  la  forme 

 x'-^c— )* 

(an'^è){cn^e)(Jn+g)  "  ' 

Soit  d'abord 

X*  -«-»-(■'- 
s~  4.  _. 

on  multipliera  seulement  par px',  et  on  aura 

on  différentiera  ensuite  pour  obtenir 

et  on  déterminera  r  et  />  de  manière  à  rendre  le  coefficient  da 


l6o  Ch.  III.  AfPLtCAriQH  ou  Caicul  istêcr  a  l 
numérateur  égal  au  dénominateur  «  quelle  que  soit  a.  On  fera  donc 

doîi  il  rcsuUera/»  =  -,  r=s— —  ,  et 

•      ds-^{all^aA+tp)x      "  sdx  . 


Jdx  X 
^  "   r  / 1— Jc  'x 

»  •   '  ='  *  (t-f)' 

on  çonclura  de  là ,  par  le  secours  de  l'intégration  , 

L*int4g^e  indiquée  dans  cette  fonnule  doit  s'évanouir  lorsque 
*s=o, 

pour  avoir  la  limite  de  la  série  proposée ,  Il  faut  prendre ,  au 
Ucu  de  1»  somme  de  la  progression  par  quotiens 

X      -      •  +*       '  f 

sji  limite'»  et  U-vindM  - 

^ — 1=^? — 

St  ron  fait  »  dans  h  série  propos^,  et  quVM  suppose  ctt 
mime  tems  «=/Ssssi  ^  ielljB  deviciidrii  «eulement 

On  ne  pourra  pas  établir  l'hypothèse  de  x=i  ,  dans  les citpressioos 
différentielles  j  mais  on  fera  ii=H=i ,  dans  Texpression  intégrale 
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qui  u  changera  en  <^  ^ x'dxÇ- — ,  et  qu*U  &udrà  prendre 


<]epuis  Ar=o,  jiisqu'à  a.-=x,  pour  obtenir  la  somme  de  la  sciie 
particulière  que  nous  considérons  maintenant,  La  limite  se  trou* 
veroit  en  faisant         et  fi^i,  dans  Texpressioa 


^        *        /'x  ,  <jui  répond  à  la  supposition  de  n 

-X  I  i —  • 

infinie  ,  et  d'où  U  icsuUeroit  —  f  ^—^  ,  celte  intégrjile  devant 

être  prise  depuis  x  rso  »  psqu'à  'x=  i.  Voilà  une  nouvelle  ex- 
pression de  la  transcendante  indiquée  dans  le  n*.  915. 

x" 

Passons  à  la  série  dont  le  terme  général  — -7-7 — — r  renferme 

deux  facteurs  à  son  dénominateur  et  oîi ,  pour  abréger  ,  nous  avons 
mis  x'  au  lieu  de  :c*"^^*~'>*,  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité' 
de  l'expression.  On  aura,  relativement  à  cette  série,  l'équation 

dToii  Ton  déduira 

On  peut  toujours  déterminer,  les  nombres  ^  et  r  de  manière  à  faire 
disparoitre  l'un  des  facteurs  du- dénominateur,  en  posant  1 

fm+pr^an+t,  d'oii  il  siût  psoa,  '«^s 


—    =  — • — ■  , 


aci{x's)       -v*  «' 
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h 

Maîntenant  si  l*on  faisoit  '        *  ss/,  on  mxnAt  une  Unt  qu! 

itroit  dans  le  cas  de  celle  que  nous  avons  traitée  plus  haut  ;  œab 
on  arrive  immédiatement  au  résultat  en  la  multipliant  par  ff*", 
ce  ^fÀ  conduit  à 

die  <-t-« 


a  pi  (  j    I,  ' 


^  ïîï;  ' 

posint  ensi^ 
îl  vient 

et  Ton  a  pour  dernière  transformée 

T/I— 


En  intégrant  deux  ibis  de  mite  »  puis  tirant  la  valeur  de  i  «  on 
trouve 


9 

a  ex-* 


A  LJk  TbÊORIE  des  SVITESé  $6$ 
et  en  réduisant  la  doubk  intégrale  à  des  înt^rales  simples  (  n*.  486  )  » 
il  Vient 

i=  j  , 

H  lant  observer  que  cette  denuère  expression  se  séduit  à  |  ipiaod 
hMt,  parce  que  h  précédente  étant  alors 

i 

'  if-r^'^'K^)'  ■ 

doit  se  ramener  immédiatement  à 


et  que  dans  le  cas  où  =  ae,  le  produit  (tfii+^)(cn4*«)  devient 
f  *  en  y  mettant  pour  *  sa  valeur, 

n  est  aisé  de  Toir  que  si  Ton  touIvà  obtenir  bi  finnte  de  la  série 

proposée  «  il  faudroit  mettre  sous  les  âgncs  dlnt^ation  ^ ,  ^^-^  au 
lieu  de  ~ — 

I  X 

La  méthode  est  générale,  et  s'étend  à  toutes  les  séries  dont  le 
dénominateur  peut  se  décomposer  en  facteurs  rationnels  et  du  premier 
degré  par  rapport  à  n.  En  suivant  la  marche  tracée  dans  les  deux 
exemples  précédens»  on  trouvera  que  la  série,  dpnt  le  Urn^e 
géné^  fst 

.  *»  . 

9  pour  somme 

«   ..M-».  A.n-"' 


b 


3<J4  Ch.  111.  Application  DU  Calcul  intècràl 
et  rcduisant  à  des  intégrales  nmplcs  ,  on  obtiendra 


+ 


forme  qui  prcsente  une  loi  très-simple ,  d'après  laquelle  on  peut  con- 
tinuer ces  expressions  aussi  loin  qu'on  Tondn. 
Lorsque  le  terme  générai  sera 


on  aura 


io6o.  Ces  expressions  donnent  ^  quand  les  facteurs  du  dénomi- 
nateur du  terme  général  sont  égaux  ;  il  est  plus  simple  de  chercher 
immédiatement  y  en  supposant  dans  les  calculs  indiqués  ci-dessus, 

«=sc=s/=etc.     *=|:  =  A  — etc. 
les  expressions  qui  conmnent  à  ce  cas,  que  d'entreprendre  de 

les  déduire  des  précédentes.  Lorsque  le  tenue  général  est  —  , 
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en -trouve  •    _  . 

'  \f  le  f  ~x^*  ^(  i—x  )  - 

*  *  *  « 

S8»  ^   -  —   -  —  -  ■ 


I .  xa'x* 


lorsipie  ce  même  tenue  est  - — rrvr>  «l  vient 

-  * 

'et  pour  l'expreasiM  7         «  on  a  eoffoéral 

•     ..,.3  ■ .  'W-'f'^M^^y(\-^)+«ç.  . 

Ces  valeurs  se  simplifient  beaucoup  lorsqu'on  y  fait  jr=:t ,  ce 
qui  donne  lx=o,  en  dehors  des  intégrales  seulement;  on  «Client 
alors 

,  T.i.3....(«— ^i)*"  ' 
pour  la  somme  de  la  série  dont  le  terme  général  est 


rimégrale  étant  prise  depub  x=o ,  jusqu'à  «i ,  le  signe  +  ayant 
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lieu  si    est  impaite,  êt  le  signe  —  si  m  est  paire.  Oa  comprend 

double  signe  =b  dans  Ut  formule,  et  écrivant  1  -  aulieude  Iat, 

puisque  I  -ss— 1«,  et  on  • 

i.i.3....(in— 

Enfin  on  obtient  les  limites  des  séries  proposée!  en  mettant  seu« 
lement        ,  au  lieu  de 

I  X  I — -V 

io6i.  La  combinaison  des  rocthodes  indiquées  dans  les  trois  n"*. 
précédens,  conduit  à  la  sommation  des  séries  dont  le  terme  gé- 

néral  est  r~,.l^. lettres  ^  et  B  désignant  des  fonctions  ration* 

nelles  et  entières  de  n ,  décomposées  en  fiieteurs  du  premier  degré. 

On  fait  disparoître  successivement  les  f.]cteurs  du  nuqiérateur  par 
des  intégrations  répétées |  et  ceux  du  dénominateur  par  des  ûitFé- 
rentiation$.  L'exemplf  stfivant  su£lra  pqur  mettre  sur  la  voie  des 
applications. 

Soit  -"""^f-a»^  le  terme  général  de  1*       proposée  ;  on  mul* 

an-\-b  ' 
tipliera  par  ^x'  les  deux  membres  de  l'équation 

•    ^-TTb^^^    '''^^^  * 

et  pa^an(  ensuite  aux  différentielles ,  celle  du  terme  général  s^ra 
/>(/»  +  /-)(./; + 

on  fera  donc  pn=.anp  fr^b^  ce  qui  donnera  cette  équation 

dont  le  second  membre  ne  renferme  plus  de  dénominateur.  De 
nouvelles  opérations,  semblables  à  la  précédante ,  teroient  disparoître 
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licteurs  qà  rcstcroieoty  si  k  ddaoaMnatwr  ca  coatenoit  pliîs 
d'un. 

En  multipliant  la  même  équation  par  px'  ;  et  prenant  ensuite 
Tiotégrale  de  cha<jue  terme,  celle  du  terme  général  sera 

h 

ap(etn+li)x'' 
Je  &€teitr  «rt  +  ii  du  numérateur  dUsparoStra  si  l*Oa  fait 

MUsuît      /  =  ra=î— 1, 

4    —  — +1  — +1 

--/(***)=£;r-    +*•   +  , 

et  par  conséquent    ^/«*  '^J:rJ^^^ 

on  tire  de  là   

10^1.  Dans  les  séries  que  nous  avons  oDnrîdérées  ca-deMit;  le 

nombre  des  facteurs ,  soit  du  numérateur ,  soit  du  dénominateur , 
étoit  le  môme  pour  chaque  terme  ;  mais  il  est  une  cfasse  de  séries 
qu'Euler  désigne  sous  le  nom  ^ hyper géomctriques ,  dans  laquelle  ce 
nombre  augmente  d'un  terme  à  l'autre:  la  série 

^,         («+^)  ■ 

est  de  cette  classe.  On  va  voir  que  leur  sommation  se  ramène 
à  llntégration  d'une  équation  différentielle.  ' 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  le  terme  général  est  de 
la  forme 

(•+^)(*«+/»)  

par  la  méthode  dn  a\  lOfS  on.ftît  disparoitre  le  denier  âcteor 


5^8  Ch.  m.  ÀPP'LiCÂTIon  dû  Calcul  intégral 
'  «ff4>  /B ,  et  on  ramène  la  série  proposée  à  ce  qu'elle  sâroit,  si  Ton 
en  retranchoit  le  dernier  terme.  On  obtient  de  cette  manière 

p{^'^f)x^   {0Ji-^»)xr^**'* 

'^^  f+»  «+''+1 

I  % 

posant /'(«tn+^)=n+r+i  ,  U  vient  r=-— l ,  e^ 

d*oii  l'on  conclut  * 

fl'  •  ,  • 

— ~i 

— ,=(.+j3)x. .....  .  +   (•(«— 0 +iS)A-î 

1  +  . 

et  faisant  pour  abréger   («ii+^)=^,~oii  a 

Lorsqu'on  délivra  cette  équation  dasi^îne/,  enULdi^enilaat,eUe 
condiûtà  . 

équation  du  premier  degré  et  da  premier  ordre  «  dont  rintégral« 
donnera  rexpressîon  de  A 

n  peut  arrivçr  qttC  chaque  terme  de  la  série  proposée  contienne 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  facteurs  de  plus  que  ceUii  q  si  le 
préccdc-  ;  il  faut  alors  un  nombre  d'opérations  siiccf^sives  cgal  à  cJui 
qui  maïque  raccroisscmcnt  du  rombrc  des  fdCieurS  d'un  ternie  à 

l'autre.  Si  l'on  avoir ,  par  exemple 

5=(*+^)x  +  (ct+^5)(i*+^)(3*+^K+etC. 

orne  première  opération  sembUble  à  celte  qu'on  yim  d'efectoif 

ci-dessus ,  changerok  l'expression 

terme  général  de  cette  série,  (n  -  « 


0 
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et  une  seconde  op^tion  effectuée  de  manière  à  faire  disparoîure  le 
£icteur  (  «(  a      3^      )  »  réduira  le  résultat  ci-dessus  à 

(       )  (  »  *+iî). . .  - .  .C«  (        3  )  + 
tenne  qui  précède  cdui  <iB*<m  i  pris  pouc  le  dernier  da»  la  série  ' 
priniitiTea 

*  Cett  encore  par  le  même  procédé  qu*oa  tndierott  les  séries  dont 
le  terme  général  est  de  la  forme 

(•+/B)(i«+H)  i>n+^)^i 

par  «ne  preouère  opération  on  fitroit  disparoître  le  facteur  mu^fi  » 
et  par  une  seconde  le  facteur  yn-^J":  en  suivant  la  même  qiarchey 
on  s*éleveroit  facilement  aux  séries  dont  les  termes  généraux  ren- 
fermeroient  troi|  ou  uo  pkis  grai^d  nombre  4e  pip&ccssioos  de 
Acteurs» 

io6).  lorsque  ki  futou»  sont  au  dénominateur,  que  l'on  a', 
pefemplê. 


(* +  ;S)(z*-{-  3).  (««  +  0)» 

On  employé  la  difTcrentiationi  il  vient 

«-t-^  +   C*«  +  iB)* 

En  développant  réquatioo  diiBreiitidIe  . 
on  trouvera 

.     .  '$dx  —  xdx             (ji  —  3^)dx 
dS'^^  i-  , 

JffiB^  Aaa 


370  Cïulll*  AppLicuTtOfr t>u  Calcul  intàgjilal 
équation  qui  s'intègre  en  la  multipliant  par  e"^  x*J^  et  donne 

X  ^  X  & 

Deux  opctatlons  semblables  à  la  précédentfij  eâcctuées SUCCCSÛ- 
vement  sur  la  scrie  dont  le  terme  gcncial  est 


ou  dans  laquelle  le  dénominateur  d*un  terme  quelconque ,  r  en  Ferme 
deux  -facteurs  de  plus  que  le  dénominateur  de  celni  qui  le  précède  ^ 
la  ramèneront  à  ce  qu'elle  seroit  si  l'on  en  retranchoît  son  dernier 
terme.  Il  en  sera  de  même  d'une  série  dont  le  terme  général  aura  un 
dénominateur  composé  de  deux  classes  de  facteurs,  et  en  général 
rien  n'est  plus  aisé  que  de  pousser  l'application  de  la  méthode  aussi 
loin  qu'elle  peut  aller. 

Lorsque  les  frcteiiis  du  déflOfl^saictir  «Hit  &efi»  chaaui  â  ùmr 
fflSme  puissance  y  le  calcul  mène  à  des  eipresâons  plus  amples» 
Quand  le  terme  g^éral  esc 



on  trouve 


pour  le  terme  général 

  **   

(•  +  11)».;. +  ' 

on  obuent 

$  ... 

•  £  (.+/îr.v.....c*«+/j)'  ' 

et  mnd  de  suite; 


A    LA    TjféCîtTE   DES    SUITES,  37I 

1064*  .Pavons  «aintmart  i  la  série  dont  le  terow  fédéral  «st 

+  0  

(<+i8)  (*«  +  l8) 

on  obtient  «Tabord»  par  l'introductioa  du  bsumt  fx*  et  l'inté- 
gration, 

nultiptiatit  ce  rémltat  par  ^j/,  puis  ptenant  sa  dimntidle,  en 

faisant  bp  4-  -î/'/r-t-  apr=uiMi + «iS  ,  on  trouve  /=«  ,  r  =-  —  » 

Cet  exemple  montre  assez  comment  il  faut  opérer  sur  les  autres  cas 
compris  dans  la  classe  de  séries  dont  il  fait  partie. 

1065.  Depuis  le  n°.  io6z  nous  n'avons  donné  que  les  siommes 
des  séries  proposées  ;  mus  il  est  visible  qu'en  supprimant  dans  lenrf 
expresrioosledcnûertennedeUtérie^onaiirasaliaHies  «mou» 
vera  wm,  pour  la  seconde  série  da  n*.  106%  , 

— j  .1=^. 

ax* 

et  faisant  disparoître  le  signe  d*int^ation ,  on  obtiendra  tme  équa<* 
tion  différentielle  du  premier  ordre  «  du  premier  degré  ,  dont  Tinté-  ^ 
grale  donnera  l'expression  de  s.  Si  l'on  y  change  v  en  — x,  et  qu'on 
prenne  le  résultat  total  avec  un  signe  contraire  à  celui  dont  il  est 
afii:ctc  ,  on  aura  la  limite  de  la  série 

(*  +  i8)4:  — (*  +  /3)(i*+i8)x*+etc.  . 

A-aa  % 


Ch.  IÎI.  à  PPL  ICA  TJO}J  DU  Calcul  i?fTÊGÉt^L 
Quand  i3=o  et  «  =  I  ,  la  sctie  précédente  devient 

«=        i.i.«*'f>i.i.3.x'— etc. 
ctronaTéquatioa 

i  — ^is^j; 

* 

91Î  donne  .par  b  diffiirentiadoR 

six     ,  ...  . 

X  *  • 

cette  dernière  C(juation  a  pour  intégrale 

,  =  1  V«         (      547  ). 
* 

.  Nous  pouvons  aussi  déduire  des  formules  ci-dessus  Texprcssioi» 
de  la  limite  de  la  série 

I      X  1 . 1. 3  etcl 

car ,  en  la  comparant  la  précédente on  trouve  que  /=x^s^ 
À*oii  il  suit  J/ssdx-^sdx'^xdSf  et  Téquatioii 

—i — :^da  =  —  xds — sdx, 

X 

cliangée  par  cè  moyen  en  , 

•  s'dx  dx 


t   — - 

X 


a  pour  intégrale 

r  *dx 

X 

Nous  ferons  retnarqi^er  qu'on  arrive  immédiatement  à  ces  derniers 
résultats  y  en  combinant  ensemble  les  équations 

's'z=.x — i.a'  +i,i.jr'  —1,1.3. jt<  +etc. 
—  =  t  —  i, 2.3         1.3.4*'+ etCr 

dont  la  seconde  revient  a  — -  =  — <  - 

dx       x\  ■  ^' 
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t 

Si  Ton  fait  xsz I ,  apiès  lIntégiBtion,  rexprfsskm         — — 

qui  répond  â  cette  hypothèse  ^  est  propre  à  fiiire  connoitie  la  limite 
de  la  série  dive^nte 

I — i^i.2-»i.&.3-f-i.i.).4-^etc. 

dans  laquelle  est  compnse  cdle  dont  aous  nous  sommes  occupés 
déjà  4  n*.  1047:  00  aura 


I— >i + a^r— I  xo-|- etc. 
1 

I 


qués  dans  les  n"*.  470  et  snivans. 

Ea  ne  prenaat  d'abord  dela'Brmufedan'.  480,  que  les  tennes 
muldpliés  par  la  preadère  piussanee  de     on  aura 

1'^— .jr=«{j  •••••••••••••• +i'»_i+î  y 


T\  »  etc.  désignant  les  valeurs  snccesnves  de  la  fonction      —  , 

comprises  entre  les  deux  limites  Ar=<tet  xrs^b  de  intégrale, 
et  n  leur  nombre. 

En  faisant  n=s  10,  il  vient  «=  — ,  à  cause  que  les  valeurs  ex- 
•  10  ^ 

trêmes  de  jir  sont  o  et  i  ;  et  l'on  a  pour  la  suite  des  valeurs  de  *i 

10*  lO*   16*   »0*    10*   10'    10*    10*    10*  io' 

pour  celles  de 


X 


10     10     10     10     lo     10     10     10     10  ro 

-1»  -1»  — I»  T  7*»  -|»  jï»  1» 
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d'oii  l'on  conclut 

,_       __        1         I         T         I  I 

ê     xe  4«  f< 

1  ..     I         I         T  1 
.+  —,+  -7  +  - +-.+—, 
✓  ♦        ^     o  •        »  *0 

ùe    yc  ^ 

i 

X 

^ocs  la  première  vateur  approchée  de  llat^padc 

Euler  ,  ça  mettant  pour  le  nombre  e  sa  valeur  2,718x81818 
a  trouvé 

s=  0,0001  a J40     ♦^  =  0,06556950 
A  s=  0,0091 5  78»    -"t  oi09}o6x70 

•  I 
1« 

la  soflune  de  ces  nombres  est  p«  $9637x64.  n  est  visible  qull  suffit 
de  letnuidier  ce  tésultat  de  Fifidté  pour  obtenir  la  liante  de  la  série 
i<rvi.x4*>*A*3 — 1.1. 3.4+ etc. 

Ton  aura  par  ce  «07600,40361836,  nombre  qui  s'accorde  dans 
les  quatre  premières  décimales,  avec  celui  dti  n".  1047.  On  porteroit 
l'exactitude  beaucoup  plus  loin  encore  en  calculant  un  plus  grand 
nombre  de  termes  de  la  formule  du  n". 480,  et  sur -tout  en  aug- 
nentant  le  nombre  des  valeurs  intermédiaires  de  Y,  ou  en  di- 
minuant A» 

t 

L*eipresâiMi  le  tianslbiae  en -  ,  lorsqu'on 


Digitized  by  Google 


A  LA  Théorie  ^ms  suites,  575 


1 


fait«    *sv,  ou  Met  Unîtes  de  ar  étant  o  et  I ,  celles 

de  V.  dmvcnt  êtfe  aussi  o  et  i.  Si  Xon  tntègre  par  parties  la  formule 

. —  </v-  en  opérant  sur  le  facteur  dvy'ù  viendra 

''^  t. y     ,    i.fl.»  T.t,).v 

^i-.lv~i  —  1»>»'^(  i— .1  Vf     ^  i— U)« 

d'oùafésultelaséiie. 

1— i+i. 1—1.1.}+ f.i.j.4— etc. 
quand  on  prend  y  =  i.  On  «bdciulra  donc  eacore  la  valeur  ap^ 
prochée  de  la  Uoûte  de  cette  série  en.  calculant  celle  de  llnt^giale 

j-^^      ^  métliode  dtt  n*.  480  (*). 

(*)  Oa  ramèneroit  à  une  fraction  continue  l'expression  de  x ,  en  appliquant 

l'éqnatioii  diffkwticlU  ds+'^^ssi^  la  mitbode  du  n*.  ^98,  nuit  û  ett 

Iwil  d'otMCnrer  que  Ton  peut  auiti  déduire  immédiatement  de  la  séri» 

1  —  1       i.a.**— 1.0.3.**+  i.a.3.4.*<— etc. 
BM  fraction  de  cette  espèce.  £a  iqcéMataat  la  série  propotée  fit  A,  Euler  fait 

jt^<H^''''^4«^+'^*--^ao«*+5040»^i--«e''  * 
»—«+»*•— 6*'  +  a4**— I aox*+  710** — 5040»' +«lc.'  *  "  Ï+S. 

X  —  4.t*4- 18*' — 96»<4-6oo** — 4^a3i:*+"c-    « 

I  — ax  +  6a* — 24*'  +  130 X* — 710 ^t^^- etc. i+^ 

^    a»— ia«*+7aje'  —  480*4+ 3600*' — etc.    a» 

i-.4«+«8«»— 96*'+6o©«*— etc.  *"'^i+£ 

a»— 18**+ 144*'— taoojt^+etc.  .  ^  »« 

•  &— 6x  +  j6j*— 440»»  +  etc."" i+# 

3x— ^6««+56o«*— etc.      ^  ^      ^  _  3* 

i~.9x  +  7ax*— 6oo«'+eic. *+C 

'   _    33:  — 48v*+etc.  _  1^ 

I — 12X+130** — etc." *• 1-f-// 

„  _    4«— etc.  —  4*  . 

i6*+etc.*"'*""' ..........t.......  ^j^j. 
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1066»  Passons  à  la  premiire  «é^cs  considérées  dans  Je 
n*.  1063.  dont  la  somme  est 

AT* 

En  y  supprimant  le  dernier  terme  —  ,  nous  aurons  pour  la  limite 
llfit^^e  /<  *x*  étant  développée  paf  parties  »  en  opérant  sur 


La  loi  de  ce*  aérations  £ùt  roir  que  l'on  aiuoic 

fl  par  ce  po^en  oa  aurolt 
•  t 


•  *  • 


MQtian  donne  raceadveniMi ,  tanqB*«q^  bit  fasi,*  . 
01    t  ,  A    4    •    22.41ÎÎ1  lïïL 

r  î'  â*  j'  7*  »$'  34*  7J*  ««9* 
valcais  qui  loot  allMtHMivtnMat  ploi  peiiMi  «  plus  grande»  que  celles  de 

Il  est  facile  de  voir  quf  l'on  peut,  par  dei  procédés  analogue  aù  précéd:nr ,  con- 
vertir en  fraction  cootiouc  toute  »étie  dont  Itt  terma  sont  «luio^tivemeot  positifs 

ton 


'A  lÂ  Ta  ào  R  î  M  DEt  SUITES,  377 
$00  premier  fiicteur  c       produit  h*  s&nt 

Cette  scrie  s'arrêtera  quand  j8  sera  ua  multiple  de  a  ;  dans  ce  cas  le 

dernier  terme  sera  — «{)8(/3  —  *)  a]  ,  quantité  qui  ,  prise 

avec  le  signe  -f  ,  donnera  la  constante  qu'il  faudra  joindre  à  l'inté- 
grale pour  qu'elle  s'évanouisse  par  la  supposition  de  x=o  :  nous 
conclurons  de  là  que  U  limite  de  lâ  série  proposée  sera  alors 

i  +  ^+îiîr:^  +  etc.}. 


Si  Ton  fait  /}=o,  il  viendra  seulement  i  s=  i ,  résultat  qui  est 
en  effet  la  somme  de  la  série 

dans  laquelle  Thypothèse  établie  change  la  série  proposée  ;  lorsque 
^  =  »  et  fiss:!*,  on  trouve  successivement 

Il  est  facile  de  pratiquer  sur  tes  autres  classes  de  séries  ce  que  nous 
venons  de  Élire  sur  la  précédenèctt 

1067.  «Uon  parrenir  dans  cet  article  à  une  formule  fort 
ilégpnte  que  Parseval  t  doan^  dans  ua  .  Mémoire  sur  Fini^gratioa 
da  équations  diiSicfnticUiN  paitàelilf  «  tt  «1  mpy^  de  laquelle  il 
«bcieat  la  Itmîie  de  la  série 

^^4-J9^+CC4-l>/>'4-  etc. 
foutjB  lesfob  «pie  cdlcs  des  sériel 

^  +  il  *  +  C*"  + 1>«»  +  etc. 

■    ^+-B'^  +  C':^r +  Z>'-V  +  «c• 
font  connues.  Soient  jL     X  s»  limiiess  A  ^st  visible  que  le 


378  Ch.  III.  Application  du  Calcul  iHTÈGRÂt 
produit  des  deux  séries  ci-dessus  renfermera  trois  espèces  de  termes  : 
i',  des  termes  dclivrcs  de  x,  qui  s'obtiennent  en  multipliant  cntr'eux 
les  termes  correspondans  d^ chaque  série  ,  2°.  des  termes  contenant 
des  puissances  positives  de  x ,  3'.  des  termes  contenant  des  puissances 
négatives  ;  ce  produit  ;.era  Jonc  de  la  forme 

JA-^BB'^CC-^-DD'  +  {•*^}  +  {  1»  —XX'^ 

en  désignant  par  {<m^}.  tous  les  termes  affectés  des  puissances  posî* 

tives  de  x«  e(  par  l^-^l  tous  ceux  qid  n'ca  contiennent  que  de 

n^tiVâ.  Cela  posé ,  si  dans  cette  équation  l'on  Êiit  ntccessivffknent 

*r=cos«-t-  ^ — 1  sin//,     ar  =  cos«— l'^— I  sinuj 
.  on  obtiendra  d^ux  résultats  de  la  forme 

+  {/((cas— mn'l-  y^^^Wk^-^uy) 

AJ' -^BB' +CC'+DD',„+  {«(  cos  m  u  — ^sin  '"«)}?  ^ 

+  {i8(cos--«»-V^:i:isin^)})~  ' 

u  tt  V  déâgnant  ce  que  deviennent  X  et  X  par  ces.  snl»ti- 
tutions}  mais  comme 

cOf—- Mvscosm»,  ûxk^mu^-^ûûmui 

on  déduira  de  ce  qui  |»écède,  cette  nouvdle  équadon : 

oh  il  s*agH  de  âire-disparoitre  I0  termes  aflectés  de  cosaiM..  Or 
^cst  ce  qui  s*effiKtue  en  multipliant  chaque  terme  de  l'équation  par  du 
«prenant  sonim^rale^  depuis  m=so^  jusqu'à  «»r»  oalademir 

circonférence ,  puisque  rcxprcssion  / </KCOSjnit= — sîoiRu  est  nulle 

Al 

-  entre  ces  deux  limites  ;  on  aura  ainsi 

^^^{AA''^BB'^¥CC'^k■DJy  )=fiU-^U')du, 

d*oti  l'on  conclura 

Ajf-^BB'^CC%Djy  =—f(U'^tr)du^ 
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l'intégrale  f(U-\-U')Ju  étant  prise  depuis  «tiro,  jusqu'à  u  —  tt. 

Cette  formule  nous  servira  dans  la  suite  à  intégrer  quelques  équa- 
ûùm  différentielles  partielles  ;  à  la  vénîé  die  a  rinconvénîent  dln- 
troduire  dbns  le  calcul  des  imagibiaîfes  qui  dmyent  se  détruire,  et 
exi^e  par  conséqueat  l'emploi  de  (quelques  anifices  semblaUes  à 
ceux  dont  nous  avons  fait  usage  dans  Pintégration  des  équations 
diflibentielles  du  pnmUx  degré.  ' 

1068.  Nous  npprodie^ons  de  ce  résultat  une  formule  analogue 
mais  moins  générale ,  donnée  par  Eu!cr. 

Si  Ton  a  >^  +  il «  + Car»+ ClC.=a^,  J 
et  que  la  suite  des  quantités 

A',  ir,  c,  ly,  jpi  etc. 

conduise  à  des  dtffirences  constantes  »  dans  nn  ordre  quiconque  ; 
la  limite  de  la  série 

M'+B  B'x  +  CC'x»-{-D  Zy*'  +  EE'x*+  etc. 

tcrs 

jfX-^  _  +-          ___  +  etc  - 

I     dx       1,2    dx^     t.x.|  dxf 

expression  qui  se  terminera'  lorsque  Ton  aura  A'^sa  On  y 
parYÎent  en  fbnuant  les  équa^ns 

fiBx+xgC3e'-^yHDx'+4liEx^+tte,=^^~ 

+  >C«'+3>jDx'+6j'£a;«+etc.=—  — 
^  l,x  d^  . 

1.1.3 

+  t^+etcas  — 

i.».}.4  <<jr^ 

etc. 

dans  lesquelles  <t,  i^*  >i  ^>  t,  etc.  désignent  des eoefficiens indé» 
terniinés,  et  en  les  ajoutant  entr'elles  pour  comparer  leitfsoflunei 

JjH-^BB'a^CCs^-^DD'ià^EE'x^-^ttc 

Bbba 


)So  Ch.  III.  Afpucation  du  Calcvj,  istècral 

on  tire  de  là 

etc.  /  Vetc. 

d'oh  il  résulte  la  formule  posée  ci-dessus.  Nous  ferons  remarquer 

que  si  AT,  au  lieu  de  représenter  la  limite  de  la  première  série,  n'est 
que  la  somme  d'un  nombre  donne  de  ses  termes ,  on  aura  alors  la 
somme  d'une  portion  correspondante  de  la  série  proposée* 

1069.  C'est  encore  par  des  intégrales  définies  que  Lagrange  est 
parvenu,  dans  sa  Théorie  des  Fonctions  analytiques ,  à  Vcxprcssioo 
de  la  limite  d'une  portion  quelconque  de  la  suite 

dy  h      d'y    h*  d'y 

dx   \      dx*  1.1     dx^  l.z.J 

Il  avoit  trouvé  d'abord  que  si  l'on  mettoit  x4-(i— {)^,  au  lieu, 
de      dans  la  fonction  y  et  dans  ses  différentielles,  et  qu'on  dé- 
signât les  résuluts  par      iK»  etc.  la  limite  de  la  portion 

 ^  1  4.  * 

dx""  1.2  m    dx"'^'  1.1  (^m-lr\) 

qui  reste  de  la  série  ci- dessus ,  lorsqu'on  en  a  retranché  les  in  premiers 
termes ,  est  égale  au  développeœot  de  Tintégrale 

prise  depuis  {  =  0 ,  jusqu'à  {  =  t.  Ce  résultat  est  Ê^iie  à  yépfier 
en  l'intégrant  par  parties;  car  il  se  change  en 

^  fJLdr'^]  : 

i.a...(/w— i}  tfl»         J  «  dx-'di^ 

J'Y  d'y 

or  il  est  visible  que  lorsque      i  «  oa  a  —    — ,  et  que,  quel 
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de  — Oh  (  n".  81  )  ;  U  Tient  par  conséquent 
h'      ry       A"-*"  tT^'Y 
a.. .«^   ^  <ir-^*  * 
,  p»  une  transformation  semblable  à  li  précédeate  ,  m  tif  enMt 

A"+*  y 

le  ternie  , — — ,  et  ainsi  de  suite. 

Cette  expression  est  présentée  d'une  manière  un  peu  différente  ^ 
dans  la  Théorie  du  Fonctions  analytiquts.  Lagrange  y  suppose  que  la 
fonction  ({x — x  i)  ^  se  change  en  f(^),  lorsque  x — x^  devient 
{x — xi)  -i-  x^oM  X  ;  et  suivant  la  notation  dont  nous  avons  fait 
usage  dans  le  n*.  5  ,  il  obdcnt  cette  équation 

f(*)=f(*-*0+Tf'(*-^î)+^f 7?;^"(*-»0 + ««• 

éqwvaleote  i  ccQm 

\  Mi    l.»*****  1.1.3 

dant  laqnéOe  K  déaigne  ce  que  devient  y,  lonqn'on  7  change 
en  et     itpcdseiite  ^r— jr{.  S  Ton  fiât  en  ptanicr  Geu 

P  étant  une  fonction  inconnue  de  ^ ,  et  qu'on  prenne  de  part  et 
d'autre  les  difierenticUes  par  rapport  à  ^ ,  il  viendra 

dY  ,  dP 

dT 

fnÊKgtt  diisss{i^l)dxsdit  il  suit  de  là  ^ae --^ 

et  que  par  coBséqnent 

dP     âT        u     rj  '^^ 
_=_,ou/>=/^^-^> 

snais  coaune  Fse  change  en loisque fsso»  il  &udn  que 
ci-dessus  sott  nulle  loisque  {soi. 
Supposant  ensuite  qoe 

_,     X7  dY  ^ 
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dentés  ,  et  en  observant  qu'en  général  = — x  7-7^,. 
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•  •  * 

et  «Ufiërentiant  par  rapport  à     il  viendra  ^ 

jr     n'  do 

équaiioa  qui  se  réduit  à 

dY      dY  d^Y 

%  cause  eue      » — ,  et      -  =—#——;  on  aura  donc 

d[  dx          dxdl  ds* 

dQ       d'Y       ^  A'It^Y 
Vu  le  flBênie  procédé  on  tire  de  Téquatioa 

en  fiûsaot  les  réductions  qui  peuvent  résulter  des  équations  préeé- 

d'Y    _  <rr 

dx"-'d^ 

La  formule  férule ,  qui  referme  toutes  les  précédentes  ^  est 

visiblement 

I         "^i.i.. ".(/«— 0 i.i...('«—0 ' 

rintégrale  devant  être  nulle  lorsque  {  =  o. 

dY  d*T 

Quand  on  suppose  ^SB|,  les  fonctions  etc.  ne  sont 

dy  d'y 

autre  chose  que  ce  que  deviennent^ ,       ,        etc.  lorsque ^^o, 

puisque  dans  la  première  hypothèse ,  la  quantité  se  réduit  à  o. 
la  formule  ci-dessus  donne  donc ,  dans  ce  cas  »  pour  le  dévelop* 
pement  de  la  fonction  jr  |  suivant  les  j^uisssnccs  de  « ,  jusqu^ 
la  m*^  inclusivement 

Fbtégrale  qui  tenmne  ce  résultat  étant  prise  dcpub  {  =  0  y  jns- 
qu'àt=i. 

Maintenant  n  l'on  change  «  en  A ,  «'  en  h*=(t—{^,hf  il  viendra 
^•'^  idh^i.x  dà^"*^ifX...{m^i)dAr-i^  ■'i,t,,,{m^t)7]^» 
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pms  suppocint  que  y  f  au  Ucii  de  représenter  une  fonction  de  h 
seule»  en  désigne  une  de«+il ,  le  premier  terme  y«  sera  une  fonction 

dy  d'y 

de  X  seul ,  les  coeflîciens  diffiîrnitiels  -~-  ,  —- ,  etc.  calculés ,  en: 

dh  dn 

faisant  A  =  o après  U  diftërentiation ,  st  changeront  en 

~  ,       ,  etci  et  enfin  il  faudra  substituer     A',  on  {)A  f 

dx     a  X 

au  lieu  de  a-,  pour  passer  de    kY;  on  aura  ainsi 

h  dy     A»    d*y                  A—'          <r-'y     *   ^      {"-V?  ^• 
v4.-      -I  :i-       4.  iJ.A"r  1  i  

\  dx    i,zdx'"'^  i.x...(/B— I)*/*"—  1} 
en  observant  que  Ca=ST^*  ^''^  formule  qiu  représente  k  de^ 

ah  dx 

veloppement  d'une  fonction  de  x  +  A,  poussé  jusqu'au  m""'  terme, 
est  la  même  que  celle  que  nous  avons  donnée  en  premier  lieu. 

Nous  aurions  pu  y  parvenif  ininié£atcttent  en  nattant  Aum 
yt  «+(1— ou  A{=A:'y  an  lieu  de  ce  qû  aur^ 
fait  de  2^  une  fonction  de  «+& — A(;  déngnant  alo^  par  y. ,  ce 
que  devient  y  quand  on  y  change  x  en  m^h^  et.  dévelon?*i>*  9 
suivant  les  puissances  de  A{,  il  seroit  venu 

.d!ob.  1*00. 'auroit déduit  les  quantités.Py  <2f  -iE,' etc.. comme  et* 
dessus:  mus  nous  avons  préMré  ^de  traduire  littéralement,  dans 
l'algorithme  différentiel,  Tun  des  résultàts' les' plrâ  remarquables 
qn'offie  la  ThJor'u  des  Fonctions  MuUyùqttes ,  pour  montrer  que  la 
notation  ordinaire  ne  lui  fait  rien  pordre  de  sa  âmpUciié  et  de  foa 
élégance. 

s    1070.  L'intégrale  A"/  '    ■  /  — c  -r-nr  ^omè  la  valeur  rigou- 

I .x« »m\in—\)  dx 

reuse  du  reste  delà  série  j  mais»  l*on' ne  vouloitavonr  que  des  limites 

entre  lesquelles  fut  comprise  cette  valeur,  on  trouveroit ,  pnr  les 
considérations  du  n**.  475  ,  que  sil  et  /  désignent  Is  plus  grande. 

et  .  la  plus  petite  valeur  que  prend  la  fonction  —r^,  depuis  {so, 


Ch.  ni.  AppucATtOH  DV  Calcul  iutègèlal 

drY      .      ,  L 
jusqu'à  {=1,  l'imcgrale/j'"  'd^-^^  seroit  moindre  que  'Jj^  »  *^ 

plttf  gnmde  que 

U  est  évident  qu'il  doit  y  avoir  entre  L  et  /  une  valeur  h  qui  rende 

h  finction  —  extctcamt  éffUit  ii/C^i  ■rs'  •  et      cette  valeur 

répond  «tttn  4  une  valenr  de  {  comprise  entre  o  et  i  ;  nuis  toatci 
les  ▼aleun  que  reçoit  une  fonction  de  entre  les  U« 

mites  ^^o»  >  *^  "nnUement  tes  nêmes  que  celles  que  preodrtrît 
nne  semblable  foactioa  de  s+h,  entre  les  limites  #  et  A; 
^  donc  on  désigne  par  «  la  valeur  de  h ,  qui  correspond  à  x ,  et 
par      ce  que  devient  jr,  lorsque  l'on  y  met  m-i-u,  au  lieu  de  », 

on  ausax^  Oncondnnidett,cesddvcloppemenspaitiebct 

rigoureux  de  la  fonction  y ,  lorsqu'on  change  ;p  en  «+4  ; 

-^•=^  +  7  77 

h  dy         d^y       »  *Py^ 

cil  olMcrvantqite  *  doit  être  remplacé  par  dans  le  dernier  terme 
leuleocnc»  et  qoe  rind^miiiéé  n  est  poQipiîse  eistre l(es  limites  o 

Pour  llûeux  faire  sentir  l'usage  tîe  ces  formules,  nous  siippo- 
lerofls  que  y^!^  t  et  en  dévdoppant  jusqu'au  m""  terme  ,  il  viendra 

*+Y*  r:""'      i.î  o 

1.1  

U  est  évident  que  U  valoir  de  efi  oéçessaireiçent  comprise 

entre 
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cnire  «*~"'et  (jx-\-hy"",  et  que  par  conséquent  la  somme  des  termes-, 
qni  dans  le  développement  de  suivent  le  m«<^,  est  comprise 

entre  . 

i.i  -./« 

Après  cet  exemple  Lagrange  ajoutes 

. ,  «f  La  perfection  des  méthodes  d'approximation ,  dans  lesquelles 
1»  on  employé  les  séries,  dépend  non>seutement  de  la  convergence 

»  des  séries  »  mais  encore  de  ce  qii*on  puisse  estimer  Perreur  qui 
I»  résulte  des  termes  qu'on  néglige ,  et  à  cet  égard  on  peut  dire  que 

»♦  presque  toutes  les  méthodes  d'approximation  dont  on  fait  usage 
M  dans  la  solution  des  problèmes  géométriques  et  méchaniqucs  ,  sont 
»  encore  très-imparfaites.  Le  théorème  précédent  pourra  servir  dans 
M  beaucoup  d'occasions  à  donner  à  ces  méthodes  la  perfection  qui 
*»  lent  manque,  et  sans  laquelle  il  est -souvent  dangereux  de  ks 
I*  em^oyer»».  (  ThiofU  dt$  Fotudoits  maly  tiqua ,  page  50.  ) 

10^1.  Avant  que  le  Calcul  intégral  fût  porté  au  degré  de  per-  tîJ?dtt  sériS^' 
fection  qu'il  a  acqu'is  de  nos  jours  ,  WalUs  et  Stirling  avoient  em- 
ployé l'interpolation  des  séries  à  évaluer  des  intégrales  qui  ne 
pouvoient  s'obtenir  que  pour  des  exposans  entiers.  Wallis,  par  ' 
exemple,  sachant  quarrer  les  courbes  dont  les  ordonnées  étoient 
exprimées  par 

(i— A*r,  (i— T'y,  (i-*-')%ctc. 

inventa  la  Méthode  d'interpolation  pour  en  déduire  l'aire  des  courbes 
dont  les  ordonnées  étoient 

(I--**)*,  (!-.*')',  etc. 

fonctions  que  Ton  peut  tarder  comme  les  termes  internédiures  de  ^ 
la  première  suite;  et  il  parvint  de  cette  manièie  à Ja  nngulière  ex- 
pression de.  la  circonférence  du  cercle  que  nous  avons  rapportée 
n^  945.  Stirling  contint»  et^  perfectionna  les  travaux  de  Wallis; 
nms  Euler  imagina  de  renverser  la  question  et  d'appliquer  la  con- 
noissance  de  l'intégrale  à  l'interpolation  de  la  série ,  et  c'est  ce  que 
nous  allons  taire  d'après  lui.  Nous  avons  déjà  donné  dans  le  n%  964 
jIpptndUe,  Ccç  ■ 
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un  cxcn»^  de  cette  redicrche ,  nuis  oous  aUons  Ii  iqwendre  .4e 

nouveau. 

Soit  en  premier  lieu  l'intégrale  / x'â  x  (  i  — x  )%  de  laquelle  On 
déduit  par  le  développement  de  (  i  —  at)*  la  série 

OT+i     i,(iB+a)     i.a,(«B+5)  i.x.)(«B'i'4) 

qui  s'évanouît  lonque  x=o,  et  qui,  lorsque  x=t,  devient 


  ,      4-  etc. 

Si  PoB  fidtsQCcessivencnt  nsso,  «si  ^  ji»»,  etc.  on  aura' 


1  a.i  T.i 


en  suivant  cette  loi ,  on  voit  que  le  terme  général  de  la  série  , 
lorsque  n  est  un  nombre  entier ,  a  pour  expression 

I.l  n 

i)(w-f  i)  l)  ' 

et  telle  est  aussi  la  valeur  de  l'intégrale  fx"dx  (  i  — x)',  prise  entre 
les  limites  o  et  i  ,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  immédiatement  en 
intégrant  par  parties  rdaiiveoent  au  facteur  x'dx ,  ce  qui  donne 


i)i  —  y)  '  •  «(«—I )..... tJP^*T^ 

(«+  >)(«»+»}  («+3)*  '  *    («»+  iX«+  *).  •  •  («+«+ 1)  ^ 


tonte  cette  série-s'évanouit  lorsque  xso  ,  et  se  léduîtà  son  dernier 

n{n—\)  I 

tenue  — — — ; — — - —  -,  lorsque  x~i, 

La  loi  de  continuité  qui  lie  tous  les  résultats  que  Ton  tire  d*unc 
mcme  formule ,  fait  voir  que  si  l'on  donne  aux  exposans  m  et  n 
des  valeurs  fractionnaires ,  l'intégrale /xVar(i—cr)',  qui  devient 
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alors  transceodante,  doit  exprimer  les  termes  mtenuédiaiies  de  U 

série  ci-dessus.  De  même  l'intégrale //^  </  x ,  dans  laquelle  désigfte 
une  fonction  de  *  et  de  « ,  étaot  prise  de  manière  à  s'évanouir 
lorsque  .v=o,  peut  représenter  le  terme  général  d'unesérie  dont  n  seroit 
l'indice.  Ce  seroit  une  découverte  bien  importante  pour  l'Analyse, 
de  savoir  revenir  de  la  série  à  l'intégrale  qui  en  exprime  le  terme 
général  i  sur-tout  si  l'on  avoit  des  procédés  surs  et  faciles  pour  ob- 
leoir  dans  tous  les  cas  la  valeur  approchée  d'une  intégrale.  Malbeu^ 
reiisement  ^Analyse  n*offie  encore  aucun  de  ces  moytfs  t  et  Ton  a 
presque  toujoitis  déduit  les  séries  des  int^les  p^u  le  moyen  dès 
valeurs  algébriques  qu'elles  fournissent.  Voici  les  pflimâpamE  xim 
sultats  qu'Euler  tire  de  la  formule  fx'Jx  {i—xy, 
£n  faisant  d'abord  mssi^H  obtient  la  série 

et  fx  dxÇi — xy  pour  l'expressipn  intégrale  de  son  terme  général," 
dToh  il  conclut  que  le  terme  général ,  qui  répond  à  l'indice  } ,  est 

égal  àfJxVx'^^  c'est-à-dire,  à  l'aire  du  cerçje  dpnt  le  ûï^* 
inètre  est  i. 

On  a  également ,  par  ce  qui  précède , 

//n-t-l)(/n  +  2)...,..,(flï  +  /»+i)  I 
•=•—-«—   y.  ■  »        ~   ; 

ï  •  1  •  3  «  fx^dx^i-^xy 

fii  dans  cette  équation  l'on  changem+AenÀ^  etparconséquentm-f-t 
en /n—a+ 1 ,  elle  deviendra  .        •  *  ' 

i)m{tn^\)  {m—n  +  i  )   i 

T     «.a.î  v» 

idfoii  l'on  déduira 

m{jn — i)  (/« — I 

Voilà  l'expression  du  coefficient  numérique  du  terme  général  de  la 
puissance  n  du  binôme. 

pn  se  servapt  de  l'expccssion  fx^dx^i-^xy^  intégrée  par  partie» 

Ccc  % 
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idativcincnt  au  premier  facteur  x^dx  ,  on  obûeat  ce  résultat  * 


— il— -,  7- 

+  ,«*-H.'(i-x-y-  , 


•  •••••••  T  /'    .    \ /    .  ;  z  s 

(flï+i)(/ii+«+i)  (fl»+/«+0 

qui  se  réduit  à 

pn{pn — n){pn — in)  n  ' 

(»»+iX«»+n+0  

lorsque  *=i. 

Si  IV)!!  met  i»— t  au  lieu  de  m ,  et  qu'on  écrive  les  facteurs  du 
numérateur  dans  un  ordre  inverse ,  on  aura  jpe'résttlUtt  ausd  lîmple 
que  remarquable  ' 

/ï-Vx(i-<c-)'=  — .  -i-  î  2 —  — 

n  est  visible  que  les  oonditions  de  nnt^(ration  ,  supposent  que 
les  nombres  m—i  et  n  soient  positifs  ;  car  sans  cela  les  parties  dit 
développement  qui  doivent  disparoître  lorsque  jrsso  et  lorsque  atsi  , 

deviendroieni  infinies. 

On  tire  de  l'équation  ci-dessus 

1.-*  ^=:/n(/7i+B)  (^m-^pn) J  i-, 

tt  Êttsant  iKso»  il  vient  . 

•   ;'='^y  • 

supposant  alors  sous  le  signe  /  que  nest  une  quantité  txès-petite  il 
(  n'.  139  ),  on  trouvera  que 

=  i+Àl* ,     (  A'(-U/=A'(l  i 

nnsi 

I.l  /r=s«r^'/*— //ar(l 

ce  qui  s*accorde  avec  ce  que  nous  avons  dédmt  immédîatenent 

de  l'intégrale  fx"dx{\xy  dans  le  n'.  418. 
On  simpliiie  un  peu  cette  expression  en  changeant  a^"*  en  x ,  et  par 
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conséquent  mx'^~'dxea  dx  ^  -  en  — ,  1-  en  — 1-:  u  lésulte  ae 

X  -       l_     X     m  X 


là  que  t.i  pt=fdx(\^^, 

U  suit  évidemment  de  ce  qu'on  vient  de  voir  que 


(fli+/iX«+»«)  («+^«)=- 


1071.  En  rapportant  à  la  notation  de  VanJermonde  (  n^.  90a  ), 
les  divers  résultats  obtenus  ci-dessus,  nous  aurons 

tP          ,  fJx(\-)^ 
m     n              \  x  y 
 i-  p   l:SB  .  _   ,  ,    ,  r-  , 


[rn+pn,n]   

Ces  thcorêmes  donnent  les  expressions  des  puissances  du  second  ordre 
en  intégrales  définies ,  et  fournissent  par  conséquent  les  moyens 
de  trouver  les  puissances  Âaetioiuuûres  de  cet  ordre.  U  est  bon  d'ob* 
server  que  le  dernier  théorème  rentre  dans  les  formules  du  n*.  964. 

1073.  Par  b  combinaison  de  ces  formules  on  obrîendroit  un  grand 
nombre  de  résultats  particuliers ,  fort  utéressans,  mais  qui  n'offrant 
aucune  difficulté ,  se  présenteront  d'eux-mêmes  au  kcteur  intelligent 
lorsqu'il  en  aura  besoin.  En  prenant  des  expressions  intégrales  plus 
composées,  on  étendra  ces  recherches  à  des  séries  nouvelles;  on 
pourra  mcme ,  pour  plus  de  généralité  ^  considérer  des  intégrales 
doubles,  tiiples,  etc. 

fqdxfpdx,     frdxfqdxfpdx ,  etc. 

Ealer  donne  pour  exemple  de  la  première  forme ,  l'expression 

l-^/xVjtXi  — *)%  dont  le  développement  en  série  est 


x'*'  '        nx^         n{ii^  \  )  a:"^' 


+  etc, 
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ce  développement  pris  entre  les  limites  o  et  i ,  et  en  faisant  sue* 
cessivement  n~o ,  =i ,  =i ,  =j ,  etc.  donne  lieu  à  la  suite 

-J-  etc. 

dont  la  loi  est  trùs-évidente.  Si  Ton  fait  /nso,  on  aura  la  suite 

'  1        1  9*4— *'9'''<'4».'    i6»9.4^3. 16.9.1+3.16.4.1^9.4,1 

l"*  4-»  9-4.1  16.9.4.1  +«ç, 

dont  les  difiercaccs  forment  la  suite 

I  9—4  t6.9.-»>.  16+9.4 

4*1'         9*4*i  16.9.4.1 

/dx 
-^fdx{i — xY  se  change  en 


dx  f  I— (i— ;r) 


^ ,  lorsqu'on  efièctne  la  pranière  tm^gratton; 


1074.  Eulcr  parvient ,  au  moyen  des  résultats  ci-dessus  ,  à  une  Ir..' 
terpolation  très-digne  de  remarque ,  c'est  celle  des  fonctions  différen- 
tielles. De  même  qu'entre  les  puissances  entières ,  on  insère  par 
Pextraction  des  taciqcs  des  puiàànces  fifacâo^naires ,  de  même  aussi 
Ton  peut  çoncev^r  des  termes  interméifiaîrcs  dans  la  série 

des  différentielles  d'une  même  fonedon  f  et  désigner  ces  termes 
par  un  indice  fractionnaire  qui  marque  le  rang  qu'ils  occupent  dans 

la  série  proposée.  Il  ne  sera  pas  plus  possible  d'interpréter  ces  quan- 
tités par  des  différcntiations  successives,  que  d'expliquer  les  puis- 
sances fractionnaires  par  des  multiplications  répétées  i  mais  les  for- 

mules  d''y  et  F  seront  des  expressions  formée;  par  analogie ,  l'une 
(bns  la  série  des  différentielles»  Tautre  dans  celle  des  puissances. 
L'Analyse  olTre  une  foule  d'expressions  de  ce  genre,  qui  tiennent 
presque  toutes  nux  théories  les  plus  importantes  et  les  plus  délicates; 
et  les  réflc liions  que  j'ai  exposées  dans  le  n%  965  ,  me  portent  à 
croire  que  leur  considération  peut  contribuer  )}eaucoMp  aux  progi  ès 
4e  la  s^ence  du  calcul» 
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Soi  t  pour  exemple  Fsstv^i  lorsque  n  est  un  nombre  toiôa  9  on  a  » 
quelle  que  loit  m, 

m 

mettant  pour  [//;]  et  [m— ri]  les  expressions  données  par  les  for- 
mules du  n".  1071 ,  on  trouvera 

•   ■  r^.o^r 

/..(il)" 

Ce  rMtat  est  susceptible  d'une  vérification  înmédiite;  en  Asstt* 
rant  qu'il  rentre  dent  ceux  que  l'on  connoit  pour  les  cas     »  est 

un  nombre  entier  positif.  ,  • 

Si  l'on  fait  m  =  I ,  a  =  ^  ,  il  viendra 

1'  fdx\-  j/— - 

en  olMerrant  qu'entre  kt  limites  o  et  i , 

V  dtant  la  denîKâreottfilrcQce  duceide  dont  lerayonest  i  (  n°.  964  ). 

C'est  ainsi  que  Pon  parviendroît  à  l'équation  prinûtive  de  la 
courbe  conespondante  à  l'équation  diffirentielle 

1 

dans  laquelle  dv  est  supposée  constante.  Au  moyen  de  la  valeur 

■  • 

1 

précédente  de        on  la  ttansforaeroit  d'abord  en 

.   _    =  V  K  </y  i  et  quarrant  ensuite  chacun  de  ses  membres ,  on 


«t  ^^-^  ^vdy^  d'où  l*oa  condnroit 
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107  V  Llnterpolation  dont  noua  venons  de  donner  un  exemple  , 
s*opère  facilement  sur  toutes  les  fonctions  qui  sont  données  par  des 

intégrales  définies  ;  et  elle  fournit  en  mcme  tems  des  expressions 
fort  simples  des  différentielles  de  certaines  fonctions  du  genre  de  celles 
que  nous  avons  examinccs  dans  les  n"*.  95 }  et  suivans  :  de  l'équation 

[p^=.fdx(^\-^,  par  exemple,  on  conclut  sans  difficulté  les 

suivantes  (  note  du  n  ;  551  ), 

j.[,î=4,/^:r(i^y(iii),  j..[,']=^/<,x(ii)'(uiy, 

 rf'.c/]=«'/<K!Î)'(";)"' 

Les  différences  s'obtiennent  d'une  manière  analogue,  en  observant 
que         dx  —  f  A^Ji  i^x)  ,  il  vient  alors 

•   •  A-.[^i=/K'î)'(';— 

en  supposant  que  Ap  =s  i. 

Kous  ne  nous  atrSterons  pas  à  donner  les  formules  qui  répondent 
■  aux  mtégrales  et  aux  sommes  de  la  fonction  proposée  ;  mais  nous 
terminerons  cet  article  en  remarquant  que  le  procédé  qu'il  contient 
s'étend  toutes  les  fonctions  que  l'on  peut  obtenir  par  le  moyen  des 
intégrales  déluries ,  et  par  conséquent  à  toutes  celles  dont  nous  nous 
sommes  occupés  depuis  le  commencement  de  ce  Chapitre.  Cest  eg^ 
ramenant  à  des  expresaOBS  de  ce  genre  la  fonction  x",  que  Laplace 
en  a  donné  1«  diflerentieltes  et  les  diffirences  par  des  formules  très- 
élégantes  et  que  nous  ferons  connoître ,  lorsque  nous  montrerons  la 
manière  d'appliquer  les  intégrales^finies  à  l'intégration  des  équations 
diiférentielles  et  aux  différences. 

Recherches  des     i07<^»  Lorsquc  /  cst. Un  nottibrc  fractionnaire,  l'intégrale 
J^lei  définia/^'  fjx  (l-)'»      laquelle  nous  sommes  tombés  en  cherchant  Tex- 
presâon  générale  de  [/>] ,  est  du  nombre  des  transcendantes  dont  on 
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ne  connoît  pas  la  nature,  et  qall  est  très-difficile  dTobttiAr  par 
appnndjiieâon  ;  cependant  U  suit  du  n^  964,  que  dans  le  cas 

oîi  fsz^^  on. a,  entre  les  limites  o  et  i,/</xl^-y=^y^y 

valeur  très-âmple,  nab  qtu  ne  ccmvtent  qn*à  Tiatégrale  défime: 
VAaàfyts  n*oSte  jusqu'à  présent  aucun  moyen  pour  arriver  à  la 
valeur  exacte  de  la  même  intégrale  prise  indéfiniment.  La  fonnule 

fJxÇl^^  n*est  pas  la  seule  qui  présente  cette  ringu1arité;'Euler 

en  a  trouvé  un  grand  nombre  d'autres ,  mais  par  des  méthodes  très- 
particulières  et  très-diverses.  On  feroit  un  volume  entier ,  si  l'on 
entreprenoit  d'extraire  les  nombreux  Mémoires  qu'il  a  publiés  sur 
cette  matière  ^  nous  ne  pouvons  exposer  dans  cet  ouvrage  que  les 
principaux  résultats  qu'il  a  obtenus  «  et  donner  une  idée  des  mé- 
thodes les  plus  générales  dont  il  a  fiiît  usage  pour  y  panremrs' 
PinAcatioo  exacte  de  ses  Mémnres^  que  Pon'trottvera  dans  la  Table» 
suppléera  à  ce  que  ndus  omettrons. 

Les  moyens  qtt*a.employés  Euler ,  pour  trouver  la  valeur  des  iuté» 
grales  définies  ,  peuveht  être  rangés  en  trois  classes  dans  la  pre» 
mière  sont  ceux  oh  il  développe  en  tout  ou  en  partie  l'intégrale 
proposée.  Il  arrive  souvent  que  la  substitution  des  limites  de  r ,  sim- 
plifie le  résultat  et  le  ramène  à  une  série  dont  la  fonction  génératrice 
est  connue  «  ou  à  une  autre  intégrale  dont  on  a  la  valeur.  Il  est 
vjoiblç  que  ce  moyen  peut  être. utilement  modifié  par  le  secours  des 
timsfonuatioas.  La  seconde  dass«  comprend  les  relations  nouvéHcs' 
qui  se  déduisent  des  produits  et  des  qufwiens  des  intégrales  définies  s 
à  la  troisième  f  pparticoneat  tous  la  résultats  qui  ^obtiennent  en 
dilEfreotimit  l'intégrale  proposée,  par  rapport  ï  des  quantités  qin  0*7 
étoient  pas  d'abord  supposés*  variables.  Nous  avons  déjà  montré 
dans  le  n*.  506 ,  que  ce.  moym  ^xi  tuum,  à  des  sésnliats  diffi- 
ciles k  obtenir  à -priori.  .  \  _  ' 

1077.  On  voit  à  U' simple  inspection  des  cas  particuliers  de 

l'int^rale   L»iappQrté$  d^nsle  n*.  39X9  que  ces  expressions 

le  réduisent  à  un  seul  terme  lorsqu'on  les  prend  entre  les  limites  «09 
'  jifptttdia,  Pdd 
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«t  X8 1  ;  rare  A  dkvuM&t  éffX  à  1»  dMiî-cirfiOfififitiiaey  «a  a 


y"  x^Jx  _  i*9^dx   1.4. 


_  I.J.Ç.yir  x-Jx  ^2,4,6,9 


et  d*après  k  tableau  4e  1«  page.  40  dii«  sRsûer  Toliunëy  oa  a  en 
général 

v/7z:^~». 4.6.. ......... 2/-  z* 

y'  x"**Jx  2. 4. 6. .  2r 

d'Oii  il  suit 

/  Çx*'ix  \  ✓  f*x^éx  \        1  w 

Ce  dernier  résultat  en  fournit  une  infinité  d'autres  de  mêoie  espèce  , 
kmqu'OB  y  fml        ;  par  cette  transformation  on  obtient 

et  posaB(lK>ar  abréger  xnr  + » — t  a/ ,  il  viendra 

J V  i-^^j  '»C/'+o 

-  -  -        ■  -1 

C)  Dijohnais  Vcxpr«stk>n  fA.fB.fC  sera  cdle  que  non»  eisployeroni  au 
lieu  de  {fA)  [/B)(/C)f  tt  (ju'U  £iudn  bien  dUûiguer  AtfJfSfCt  équivalente 
à/X^(/B(/C))).  •  • 


Digitized 


Â  LA  TxàORlE  DES  SUITES.  39$ 
U»  Unùltt  de  ^  étant  eocore  Iti  fflêmes  que  celles  àt  x ,  parce 
qu'on  suppose  que  l'exposant  n  est  positif.  Cette  dernière  formule 
renferme  des  valeurs  de  produits  dont  on  ne  peut  intégrer  séparé- 
ment aucun  des  facteurs;  pour  en  donner  un  .exemple^  nous 
prendrons  p  =  o,  n  =  %^  «t  nous  aurons 

Li  forande  f       - ,  tu  y  fiûsant  xsb^^  se  chaisge  ea 

a J  ^       ;  et  Ton  len  trouve  Ict  valcitn  entre  ç=so  «t  {«i  par 

ce  qui  précède. 

A  Taide  de  ces  résuluts  oo  parvient  à  des  séries  fort  simples  pour 


X 


en  substituant  au  lieu  des  intégrales 

y'-^x'dx        rx'^^dx  nx^-^-^dx 


Icttts  vilenis  prisée  entre  ks  Saîlct  o  et  !•  Si  Foo  per 
exemple,  m=o,  on  troafien  ^ 

.^^=-(1— i+ll?L-^  ,  1.9.15.49 

V'IZZ^   »      4   4'*6      4,16,36  4.16.36.64 


Mous  renvoyons  âu  a*.  503  ;  pour  la  valeur  de-  llnt^rale 


•.y  pose  entre  les  limitn  o  et  i. 


1078.  Les  formules  de  réduction  ,  rapportées  dans  le  tableau  de 
la  page  40  du  premier  volume-y  donnent  un  grand  nombric  .de 

■    Ddd  » 


39^  Ch.  III.  Application  DU  Calcul  turicRAt 
résultats  analogues  ans  précédcoi.  On  a  par  celle*  qui  sont  mar- 
quées II  et  III, 

P  ''  —  1 

et  cotre  ki  limitei  «so  et  «=Bt  9  cda  fe  réduit  à 

ŒÏi  ^t;  i-  i 

^       .v~  pnfx'-'dx{x'^x')1 

/«»-dir(i-.*-)«=<-^  i-  i  , 

mqJftip 

La  seconde  de  ces  formules  ramènera  de  /.v""Vjc(  i  — *•)  ^ 

'  à  /jif"r'/r(  I— *•)      ei  la  première  conduira  de  fi^-,*dx{t — x*) 

à  /r46f(i— *■)   *=i  4  <m  à  /</x(i — ,  sdon  que  m  sera 

paire  ou  impaire  j  il  n'entrera  donc  dans  l'expression  de  l'intégrale 
f— i- 

>«^V«(t— *  que  la  seula  mnscttidaiite  On  trouvera  stns 
peine  que 

/A-^-V-vf!— a;»)      =7  2  -p  ii—  r— ^-t;  r/»r"-'i*(f— , 

^  ^         '  (m  +  ir— i)(OT+2r— 3)...(/7/+3)(/n+i/  ^  ' 

et  comme  on  a  vu  dans  le  n°.  précédent ,  que  si  m  est  impaire, 
et  que  si  m  est  paire 

il  s'ensuit  que  dans  le  preoncr  cas 

et  que  dans  le  second 


I 
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Â  LÀ  Théorie  des  Suites»  397 
On  peut  multtpUcr  ces  forouiles  autant  qu*oa  le  voudra.  Si  l'oa 

les  deux  intégrales 
aux  «X  formules 

A^fr^.      B-f^.  c^f^^=^ 

'^/i-^^-  c'=/i£^^-,. 

parmi  lesquelles  il  n'y  a  qu'une  seule  transcendante  distincte. 

Par  des  comparaisons  semblables  à  celles  que  nous  avons  faites 
dans  le  n*.  précéd.  Evier  parvient  aux  relations  suivantes 


Ac  t_  r 

y*3^dx    Ç  :^dx    _  A' 3       j       r     4x         /•  xéx 

»,  •/  »  ~*3«+â'^»+aJ  y  • 

Les  quantités  ^,5,  C,  5',  C,  ne  contenant  point  «,  les 
équations  ci-dessus  subsisteront  encore  si  l'on  y  met  à  la  place  de  3/1 
un  nombre  quelconque;  en  écrivant  >. — i ,  à  la  place  de  3/1  dans 
la  première ,  et  dans  la  seconde  »  et  a-— x  dans  la  troisième  ^  la  com« 
paraÎKMi  des  deux  denners  résultats  donnera 


xdx 


De  ces  trois  résultats  ,  Euler  en  tire  encore  d'autres  ;  en  y  faisant 
x=(f  n  étant  un  nombre  quelconque ,  et  posant  nK=:m, 


Ch.  III.  Appucàtiox j>u  CalciNl  intégm al 

t 

1079.  Puisque  la  formule  / x*"*rf  x(x  —  )"  peut  toujours  se 
ramener  à  une  autre  dans  laquelle  l'exposant  de  hors  de  la  pa- 
renthèse, soit  moindre  que  n ,  et  celui  de  la  parenthèse  une  fraction 
négative ,  il  suffit  de  considérer  les  transceodantes  contenues  dans 

Texpression  x")"     «en  y  supposant  M»»!  <iiet/></x, 

les-nonfarcs m,  » etp éum driiUeon«iiticii et ^oààSs,  SltwkùH 
^Taboid  on  tut»  • 

.d'oîi  il  résultera 


vant  que  J»  liaiilei'  «ssoct  jwsi  ,  H^ètm  kysst  ^yssO  f  oa 
changera  k  de  U  Mooade  inti(|gr^  ai  changeant  l'ordre  d« 
«e»  liinites ,  «i-te-ea  coMltHa^ue 


4ofaqn*oii  fuend  J^iae  tt  l*«itK  iot^pale  entre  les  lîaûtei  o  et  i« 
RSea  iii*emp|ciiant  qif on  a^écriTC  dans  le  woond  nenbre  »  la  flace 


de  on  voit  par  là  =q«e  riqtégrale  fx^~*dx{  1  — ^)  "  ,  pnse. 
entre  les  limites  o  et  i  ,  conserve  la  même  valeur  lorsque  l'oB  y 
permute  les  exposant  mtt^  i  ù  donc  an  £âi  pour  abréger  , 


on  aura  cette  équation  remarquable 

«('">/')  =   CO- 

Maintenant  en  faisant  usage  de  la  formule  il  dn  tableau  de  If 
page  40  du  deuxième  volume^  on  aura 


  m— « 
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*  l=L 

m-f-p 
ftt 

En  répétant  U  réduction  (|ue  présente  cette  dernière  équation ,  on 

obtiendra 

en  p««nC  (i— '  =s  JT)  de  nfiiiie 

Or ,  plus  le  nombre  i  «tgnitnte ,  plus  le  rapport  da  dUKienticIlH 

approche  de  l'unité  quil  a  pour  limite  |  U  en  est  de  même  des  inté- 
grales ,  pnisqu'cUel  lOflt  pmn  danr  U  même  étendue ,  ou  lont  com- 
poféet  dit  même  noabredWéflKBi  (.  n%  471  );  passant  dodc  à  ' 
cette  liante,  en  supposant  i  infini,  on  aura 

remplaçons  à  présent  r  par  /»  +  f ,  il  viendra 

f(m  ,p)       (mJrp){m-^p  +  n)   +  +   

f{m'^q,p)^m{m  +  n)  '  (m  +  i}-\-p)im  +  q-]-p  +  n).  . .  ' 

équation  dont  le  second  membre  demeure  le  mOme,  lorsqu'on 
échange  entt*elles  les  lettres  p  et  q.  Il  suit  de  là  que 
p(m,p)   _  f{m,q)  .,,(1), 


Les  équations  (i)  et  (x)  renferment  implicitement  toutes  les  propriétés 
qiie  nous  avons  à  faire  connoître  relativement  à  la  fonction  ç  ;  mais 
avant  d'entrer  dans  ce  détail,  examinons  les  cas  dans  lesquels  cette 
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fonction  a  iui«  valënr  algébrique,  ou  ne  dépend  que  de  la  drconfé^. 
fcnee  da  cercle* 

1080.  Lor«ine  ^  «>n ,  on  a  iciileBient/x^*i«r ,  ^ok  Ton  tire 
f(«»J»)  =  --'*         vertu  de  l'équation  f{'/t,p)—f(j>,m)  ,  on  en 

AS 

conclut  que  »(»,/)  =  -.......♦..*  (î). 

Quand  K  4*»=/»  «  on  ««4  Tint^ralc  l-^;  ration* 

nefie,  en  fidsant  ;  *    =8^,  d>oii  U  lésutte 
✓  i— «• 

 ^-  =  0   ^=~;;*     »U  =  nU-l(i+C) 

avec  ces  expressions  on  obtient 

LesTaleuia  de  t  <iv>  coirespoodent  i         et  à  xsi ,  étant  0  et 

l'infini,  ces  dernières  seront  les  linâtes  de llntégraley^^^^^-^  , 

qui,  d'après  le  n'.  373  ,  ne  dépend  que  des  arcs  de  cercles  et  des 
logarithmes.  L'expression  que  nous  en  avons  donnée  se  simplifie 
beaucoup  lorsqu'on  l'étend  entre  ces  limites  ;  elle  se  réduit  alors 

•  X  ajosi  que  nous  le  Tenons  plus  bas.  On  conçlut  de  là 


.  mit 
nsrn — 
n 


que    X«,a— — ^  C4)« 


KSin  — 


3«.  St  dantréqqsdon  (»)  on  &ît  ^tsn^^rm^^  on  en  déduira 

cbang^t 


A  LA  Tb  iORi  E  DES  SUITES.  4OI 
ditngeant  ensiiiDe  dans  la  nAaie  équation  (a)  »  ^  en  »-hri— ^  »  et  f 
en  Ji— m ,  die  deviendra 

^  9(m,n — »i— ^)^(«— /»,  B— /n)=ç(/«,  a— im)f(«,«— I»— />): 
multipliant  cette  équation  et  la  précédente,  membre  à  membre  »  et 
supprimant  le  facteur  commun         — m-—p)^  on  aura 

Or  y  d'après  les  équations  (3)  et  (4) 

f^m-^rp^n^m — ^)  =  - 


«sm  


iisin — 
is 


9{n^p,p)    ss  — ; 

.  ./"^ 
ssm— 
■  If 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équaHoa  ci-dessus ,  elle  donnera 

cette  équation  nous  fait  voir  que  la  valeur  ^(/i-- ^,n  — m) 
ne  dépend  que  da  .celle  de  fii^tp)  et  des  fonctions  circulaires. 
Legendre  ,  à  qui  Ton  éok  cette  remarque,  et  les  suivantet, 
regarde  la  fonnile  ^«a — m)*  Goqme  le  eompliHieM  dé 
parce  que  les  «poaans  de  l'une  réunis  à  leuis  coivei» 
pombns  de  Tautre ,  font  la  même  somme  n, 

LV'quation  (5)  noua  conduit  à  deux  résultats  ptrticuliefs  qnH  est 
bon  de  connoîtie  :  lonque^ssai^  on  a 

aTCOt— — 

f(m,m)f{n^m,n^m)  =  -^---^  i  — 

jtpptndùe,  Eee 
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et  qwnd  nrssff—t^y  il  vient 

— ^rrr**  (7)* 

npsm  — ^ 

n 

L'iéquanon  (  z  )  peut  aussi  se  transformer  en 

f{myp)p{m-\-  p^n  —  m)  —  f^m^n  —  m)<p{n,p)', 
en  y  changeant  q  en  n— /n;  et  mettant  alors  les  valeurs  des  formules 
du  second  membre ,  on  obtient 

»(«,/»)f  (/«+/^,«  — ot)  =   (8); 


mit 


la  supposîtîOD  de/esm  chai^  cette  dcrmère  en 

nmàa- 


9 

m 
n  • 

ce  résultat  étant  comparé  à  Féquatlon  (7) ,  conduit  A 

*(/'»/')  =  K«— i/'./')-^cosÇ  (10). 

n 

Maintenant  que  nous  avons  fait  dépendre  les  valeurs  de 

de  celle  de  ou  de  p  (  w,  /«  ) ,  il  faut  chercher  à  simplifier, 

autant  qu'il  est  possible,  la  forme  de  cette  fonction. 

f  • 
UHu  Pour  cela  £hso«  i^—x's-^;^  Ï  viendra 

V^(i— «')-"•=  — i  »  *-)"-•= — j— , 

1—-  * 
4 

w  '     ^    a»  * 

dToù  on  tirera 


 ^sasx    «  ^  ^ 
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tes  limhfs  defintégrale  en  i  s'obrîenneotenconsdéfant  l'équation 
4x'(  I  — jc*)  =  Ci  si  l'on  y  suppose  »aso  et  :rs  i,  il  vient,  dans 
IHin  etrautrecaSyXso  >  ce  qiû  ne  donne  qoela  ntew  UnUte;  nds 
on  en  trouve  deux  w  prenant  rSofégnte  rdative  à  »  en-deux  f<»s  ; 
nvoir  ,  depuis  «==0  ^  jusqu'à  la  valeur  de  x,  qui  fépond  à  {;=x  , 
et  depuis  cette  démi  se  jusqu'à  x=  i  »  d'oU  résulte  {=0  ;  or  la  valeur 

de  X,  qui  répond  à  {=19  est  OU  aras-i-»  Prendre 

 ,  deplûs  âBBso  jusqu'à  jf  =  — ,çt 

ensuite  depuis  jusqu^  »i,  ce  seta'la  même  dioie que 


uis  X 


^  -        t  depuis  o  jusqu'à  i  «  et  depui 

jusqn'^  ou  ptendre  le  double  de  sa  valeur  entre  les  linuKi 
£B«  et  {sBi.  U  siiit  de  tt  que 

puisqu'il  est  indifférent  d'écrire'»  pour 

Ce  résultat  ramène  à  un  grand  degré  de  simplicité  les  valeurs  de 
fOiO*  f(3,3),etc. 

Si  on  compare  les  équations  çt  (ii),  il  en.  q^îtra  cette  re- 
lation remarquable 

_  a»* 

Çx^'-Ux    px^-"~'dx  „ 
J  V' i^x^J  V^i^x"  ""■"('i— iro)"**'*'^**^* 
Si  l'on  feit  I — x'=x'C  on  aura  une  transformée  qui^  dans  lé 
eas  où  n  sera  paire,  et  où  m+pss^n,  donnera  ' 

La  tra^sfomatioa  que  nous  avons  opérée  plus  haut,  par  la 

.    *  Eee  a 
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.supposition  de  i— '«'s-^,  nous  donne  pour  le  cas  de»  pain» 

4* 

et  lorsque  m-^p^s^n^ 

le  dernier  résultat  ^obtient  ên  toivant  dans  le  précédent  au  lieu 
ét  xm  âant  touiouts  paire«  on auroit  immédiatement 

On  obtient  encore  nne  transformée  utile  »  en  faisant  i— «^s^^*»**» 

ou  jT'ss^  4-i  /7+7t  lorsque  m  +  a/a=n  ;  il  vient  .pour  ce 
cas  qui  suppose  p<t»9 

l'intégrale  étant  prise,  depuis î=o,  jusqu'à  {  infini.  En  combinant 
ce  résultat  avec  l'équation  (»o),  et  changeant/;  en      on  trouTe 


7m 


et  en  comparant  celui-ci  avec  l'équation  (ii),  on  en  déduit 

f^dif-^cos^r^rû-.:.:..........  .(,8), 

en  obseryant  que  m  soit  toujours  moindre  que  ^n. 

Cette  dernière  équation  nous  offire  une  particularité  remarquable, 
l'on  £ùt  dans  le  premier  membre  «bi--^%  et  i  dans  le 
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second,  on  obtient  également  pour  Tune  et  l'autre  intégrale 


4- 


quand  Texposant  n  est  impair;  mais  la  première  doit  être  prise, 
depuis  j  =  o ,  jusqu'à  ,  et  la  seconde ,  depuis  y=\  ,  jusqu'à  y 
infini.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  déâgne  par  Pie  preoiier résultat,  et 
par     le  second  ^  on  aura  '  .  - 


^est-à-dire,  que  les  deux  parties  de  la  lîiême  int^rale  sont,  entt'elles 
dans  le  rapport  de  cos        à  x. 
Les  équations  (t}}  et  (17)  combiné»  donnent  .  ' 


et  comme  en  vertu  de  réquation  (i) ,  la  fonction  ^{{n  m^  m) 

est  la  même  que  ^  ( ot,  ^ «  —  ^ ) ,  il  est  visible  que  dans  le  cas  où  n 
est  paire,  tontes  les  valeurs  que  peut  prendre  le  second  membre  de 
r^juation  d-dcssoi  répondent  à  cdks  de  »,  depuis  o  jusqu'à 
Si  Ton  met  \n^~m,  à  la  place  de  m,  dans  Féquation  (19) ,  il  vient 

a*  •*    •     '  '  ' 

sin  — p(/«,i/2— ot),  . 

d*oii  on  déduit 


^   »C0t~?(l»— —   (10^^ 

équation  qui  donnera  la  valeur  de  7       m)  j  pOur  tous  les  cas, 
lorscfu'on  la  connoîtra  pour  ceux  dans  lesquels  m  ne  surpasse  pas  \  n. 
Si  dans  l'équation  (13)  on  change  aussi  m  en  ^/z—/» ,  on  aura 
en  yertu  de  l'équation  (1) ,  celle-ci 
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dont  le  second  membre  résnhe  immédiatement  du  piei^ ,  en  écri* 
Tant  |-  au  lieu  de  {;.et  ea  la  comparaat  à  l'équation  (i S)  ^  on  en 
conclufft  la  siiSnnte 

Les  relatioos  multipliées  que  nous  venons  d'obtenir  diminuent 
considérablement  le  travail  qu'exige  l'évaluation  des  transcendantes 

comprises  dans  la  âmnule  /   ;  mais  elles  ne  sont  pas  les 

seules  qui  puissent  avQ^  lieu.  Ce  n'est  encore  là  que  les  premiers 
apperçus  d'une  théorie  qui  doit  s'étendre  à  beaucoup  d'autres 
formules ,  et  pour  laquelle  il  faut  peut-être  de  nouveaux  signes  ; 
car  on  ne  sauroit  voir  dans  ce  qui  précède  et  dans  ce  qu'a  écrit 
Euler  sur  la  même  matière ,  que  les  résultats  de  tentatives  nom- 
breuses, dirigées  sans  doute  avec  une  grande  sagacité,  mais- 
p*o%ant  pas  cnçQre  çette  liai^  et  cet  cnsevible  qui  con^îtttent 
les  méthodes  direçtes  et  génésaltt*    '  ,  - 

so8a.  Repcençns  ipaintenant  la  discussioA  des  ^ififr^  ces  que 
peutprésenter  l*^valttaâpn  de  U  fipnc^  t  t  pour  une  mime 
valeur  de  A.  •  " 

1%  Soit  Kss%\  nous  ittioos  seulement  ces  trois  foncuoos 

et  d'après  ks  ^quadons  (})  et  (4) , 

»sui  — .  - 
s 

'  2%  Sdt  «sj  ;  nous  aurons  les  fbncdon^  '  % 

^(3»0«     »(3»^)*  f.()i3)9 
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tn  exdiHUit  le0  ftneâflUi  f  (1,1)»  «(i»)}*  etc.  <jui  soint  SdeA* 
tiqms  ïïnc  f(»»i)»  P(U^)*  ^  L'éqûatioft  (x) , lorsqu'on  y 
ùk  «tssi  I  f^t  f  fa»  y  donné  m  âiiuigeiuit  9  (  1,1}  en  1)» 

droh  on  tire  h  tnïcifr  de  f  (  i,  1  ) ,  àn  «uyen  de  celles  de 
9(1,1),  f(&t<)»  f(3»<)*  ^        denûëres  sont  conniies s 
Féuic  dépend  die  In  «^{uAdintaffe  du  cetcle  •  en  ▼erm  de  Inéquation  (4) 
et  Feutré  est  détenhîkiée  pàk  réqnation  (5);  en  rcpkédentaiit  donc 
•  fu  AU  transcendante >( 1) »  et  âûsant  ponir  abr^er 

1  sin-— 

Kî*0«*»i  Kî.î>==i» 
f(x,i)=s«,  »(a,&)sB^t 

d'oîi  l'on  voit  que  tous  les  cas  que  peut  présenter  l'intégrale  . 
i  »  ne  dépendent  qné  de  la>  seule  tnriscendantt  -  * 

(-v^  ^gale  à  %  '  r.fl  : ,  ou  à  x   ^  f  >  en  vertu 

des  équations  (11)  et  (i6))et  comprise  dans  les  fonctions  ellip- 
^tiques  (  n«.  404,  [4x1,  çoç  ). 

3*.  Soh         n6uk  aurons      dk  fbnCtionï 

♦(î.«).     Kî»»)»  »C3,3)» 
♦(4»0,     K4»»).    #(4»3)*  r(4f4); 
réqttuSott  (a)  donne  ces  i«laiiofitf 

f(i,i)^(i,i)î^^(2, 1)^(3,  i), 

•  («»OK3.»)^*(3>0»(4^0»  , 

•  (»»0»(î.3)«f(3»»)fl4»»). 

On  «  par  réqaatîon  (  3  )  les  fonctions  dans  lesquelles  le  premier 
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nombre  est  4;  Icquation  ('4)  ramené  à  la  quadrature  du  cercle 
toutes  celles  dans  lesquelles  la  somme  des  deux  nombres  est  égale 
à  4:  il  ne  reste  donc  ù  déterminer  que  les  quatre  fonctions 

^ci»i;»  *C3»3^» 

.et  au  moyen  des  relations  ci-dessus,  on  fera  dépendre  les  trois  der- 
nières de  la  première  ;  mais  nous  observerons  que  les  équations  (6) 
et  (7)  donneront  immédiatement  ^  (  3,3^  par  i ,  O ,  et  ^ifi ,  i ^ 
par  f(Xfr).  La  seule  transcendante  ç(  1,1  )  suffira  donc  encore 
pour  ce  cas  I  elle  se  ramène,  d'après  les  équations  (i»)  et  (17), 

à  1*/  ^         et  à  l—~ —  ,  et  rentre  ainn  dans  lei  transcen» 

dantes  elliptiques.  En  désignant  par  A  »  comme  le  fait  Euter,  la 
transcendante  i,  ,  et  par  «  et  ttt^MCtipnSjfC } ,  i; ,  ? C^z,  , 
qui  se  rapportent  à  h  quadratuK  du  cecde,  on  ibrmera  ce  tableau 

#r4»0=«*      K'4»»-)=ï.      »C4»3-^=î»    ?C4*4^— i» 

4°.  Soit  n=ç  ;  la  fonction  ^(m^p)  présentera  pour  ce  cas  quinze 
formes  diverses,  en  excluant  les  permutations  doanées  par  ^( p^m ^  j 
l'équation  (x)  fournit  pour  ce  cas ,  les  relations 

f  Cx,i;?C4,3  ;  =  ?r3,a;?  C  5,  i;. 

çC3>0?r4,4^  =  ?C4»0?r5>3>)* 

qui,  jointes  à  celles  que  nous  avons  employées  pour  le  cas  de «=4^ 
donnent  le  moyen  de  dctermin^r  six  fonctions,  à  quoi  réunissant 

les  cinq  fonctions     la  fonne.  fCf^p)  9  iff^  ^  ^*  ^  ^ 

l'équation  (^),  puis  les  fonctions  f  C 3 , i ;  =  «  et  9(4,1)  =  ^^ 
dépendantes dtt  cerde'à  cause  que  m+f=i,  il  rtstera  seulement 

deux 
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deux  trameendantes  irréductibtci.  Choisissint  les  foneHoos 
f(y^\)rgsA,  9(%f%)^Bf  on  aura  le  tableau  suiTaot 

*C5.0=»,     ?r5»i>>=T,  9(Ui)=î» 

(i  (i  * 

f(4fO=^»     ♦C4»a;=3^»  <4iî>=^i  •r4»4-)~^» 

i»" 

♦r3»«;=^f  ♦0»»-^=^»  ♦0.3;="^» 

Ce  tableau  montre  que  Ton  auroit  pu  également  prendre  les  fonc- 
tions f^ft,x\)  et  f(  x^i  )  pour  y  rapporter  les  autres.  Les  équa- 
tions (6) ,  (^)  et  ( lo) ,  offrent  les  moyens  de  rappeler  immé- 
diatement 

f(ifl)t     f(4fi)»  f(%,i) 
et  diaprés  les  équations  Cl  O  et  ^>7^  »  on  a 

f  C», =  a  /-;  a  cos  —         ^  -. 

En  continuant  cette  énumération ,  et  ne  faisant  usage  que  des  rela- 
tions particulières  que  founût  immédiatement  l'équation  (x)^  Euler  a 

trouvé  que  les  différens  cas  la  de  formule  /-  ,  pouvoient 

se  ramener  en  général  aux  suivans  : 

dont  le  nombre,  lorsqu'on  exclut  comme  on  le  doit  les  permutations 
des  exposans  m  ttp,  est       «  <iumid  n  est  impaire,  et  ^a— 1 , 

jtpptndict*  *     -  Fff 
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quand  n  m  paire.  Dans  le  prenûer  cas,  les  renar(|ues  de  Lq;endre 
rapportées  précédeonnent,  fournissent  le  mojen  d'exprimer  les  di- 
verses transcendantes  ci-dessus  par  d'autres  de  la  forme     m, m 
et  dans  le  second  elles  rédutsnt  le  nooibre  des  mêmes  transcendantes 

à  -,  ou  ^ — ^ ,  en fiûsant dépendre f^w, de ^(\n^-m^\n — m) 

4  4 

par  l'équation  (20).  Avec  ces  formules,  Legendre  a  ramené  aux  trans- 
cendantes ellipriques,  celles  qui  repondent  aux  cas  oùn=73,n=6, 

1083.  Pour  obtenir  par  des  séries  convergentes  la  valeur  de  Tin- 
fégrale  /-  — ,  Euler  la  partage  en  deux  parties,  l'une 

prise  entre  les  limites  «=o  et  «^=3 1 ,  et  Fautre  entre  Ar"=  \  et  ar=i  ; 
nommant  M.  la  première,  F  la  seconde,  et  formait  la  série  par 

le  développement  de   ^  ,  suivant  les  puissances  ascen- 

dantes  de  »,  il  trouve 

rt— I       h—p    in^p       I  . 


n — p  xn—p     3« — p 

7n  4«    *     6n    '  -^n  +  m 

résultat  dont  chaque  terme  est  moindre  que  la  moitié  de  celui  qui 

le  précède.  Faisant  ensuite  1— â;'==x%  il  change  la  formule  pro- 

posée  èn  ^fy^'dy  (  i-.y  )  "  (  n%  1079),  qu'il  faut  prendre 
-entre  les  limites  y—^  et  y^sos  et  l'ordre  de  ces  limites  étant 


renversé,  SI  vient  P^/y*dy(t—y)  *  »  *tt 


  1    f  I      n — m     ^  t        .  n- 


xn         4n  vt+p 

A' 


XA        4»         61»  5"+/ 
puis  enfin  9( mfP)=M-\-P», 


t 

+  etc. 
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Lofique«3^>  les  séries  ill  et  P  devitooent  identîiiiics ,  et  Tona 

— wVtlHjtlt 

X    f  I      n — m       I         n—-m    in — m  i 
fY Altm  }  =  ■  1  —  +  .  — ;  1  .  

n — m  in — m    %n — m       i  1 

+  .1  _  +ctc.}. 

on      4JI        6a     3"+<"  J 

Soit  pour  exemple  la  fonction  de  laquelle  dépend 

f  (  mff)f  lorsque  ffas|  ;  on  obtiendra 

•I 

=  0,^43 15  y/^i  =0,6844^. 
De  cette  valeur  et  du  tableau  qui  contient  toutes  celles  de  f( m,p )  , 

pour  le  cas  où  «=3  »  on  déduira 

f^i,  0=a,2Xf8i,       1,1^=1, 106x8,     ffi,  a;=o,68445. 
1084.  Montrons  a  présent  comment  on  peut  Rassurer  que  lin- 

,  -  9  prise  entre  les  limites  «=o  et  k  infini ,  re- 
On  a  tn  général  (  nM7j  )> /""^.tf  = 


a     /nir   g  y*  ^  *sin"~ 

i-i«cos~+*«+fsia— .arcf  tang=— J 

N.  X— «cos — y 

n  . 
n 

1— oxcos— +**+-sin-i— .arc/  taDg=   ) 

\.  1— «cos^ — / 
n 

V  X— «COIr-^ 

Fff»  • 
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r  désignant  le  nombre  impair  qui  précède  a  i  et  si  o  est  impaire  ,  il 

faudra  ajouter  à  cette  ezpresnon  +  -^ICt-l-x),  on  -.Il('i-f*4r),' 

n  n 

selon  que  m  sera  impaire  ou  paire.  On  voit  par  le  développement  ci- 
dessus  que  l'intcgrale  proposée  s'évanouit  lorsque  ar=o  ;  il  suffit 
donc  de  trouver  ce  qu'dle  devient  quand  on  y  fait  x  infini ,  et 
pour  cela  nous  allons  considérer  séparément  la  partie  logarithmique 
et  la  partie  circulaire. 


1°.  quand  x  est  infini  »  «cos  -fx'  se  réduit  à 

r  TT 

X  —  cos — ,  et  l'on  a  par  conséquent 


1 1/^  I— x*coi^+«'aalfjr— cos— )=l»+lf  I— -ces— )=U, 


à  cause  que  ^  cos^  s*évanouit.  Si ,  pour  abréger ,  on  pose  -=# , 

la  réunion  des  fonctions  logarithmiques  formera  la  série 

—  :  {COS»l«+COS|««  +  CO$  J«»  -^COirmmX  , 

1 

avec  VapftttJm  db-l(i  +«) ,  st  «  est  impaire.  Cette  série  est 

comprise  dans  celles  dont  on  a  donné  la  somme  n°.  950.  Pour 

employer  les  formules  de  ce  n'.  il  fiint  y  dianger  x  en  r  i 

q  en  mm  ,  fiûre  A=3  et  >==nMi  ;  on  tcourcni 

sin(r+i)«w»       ll*_  .  sin(/-+iW  ]• 

5cosrfli»  =  — — ' —  .fcosrm«ss«-. — ^  ^x 

Dans  le  cas  où  »  est  pure,  on  a  r=«— i  ;  et  le  rcsultat  que 
Ton  vient  d'obtenir  se  réduit  par  conséquent  à  této,  à  cause  que  m 
est  nécessairement  un  nombre  entier. 

Si  n  est  impaire,  il  faudra  tenir  compte  de  l'appendice  dbi^ 

mais  on  aura  alors  r—n — 1  et 


 o  COSTAI*  sss— —  -7  :ssw^m^-2   ^  _ . 

n  1       sinmw       n  siniiui      n  * 
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or ,  sin ( jRir— >/i2  »  )—daànmm^  sdon  que  m  est  impaire  <m  paire| 
il  fkndri  eâ  conséquence 

—  ScMrmmssz^  ^ — ± — ,  ^ 

n  .    n  sniJAM  «A 

ce  qui  se  réduit  encore  à  zéro, 

La  partie  logarithmique  de  l'intégrale  cherchée  s'évanouissant  ainsi 
.dans  tous  les  cas,  il  faut  examiner  ce  que  deviennent  les  fonctions 
drculaiics  qu'elle  contient.  Leur  terne  général  est 

a  .  .  jfsinr»  n 

-suirant.arct  tang=  1; 
n  ^  1— •arcosr»  ✓ 

Tare  indiqué  s'évanouit  lorsque  x=o;  il  est  égal  au  quart  de 
la  drconférenee  quand  xss  ^J^^-»  et  il  a  pour  tangente 

sinro»  .  , 

=ï  —  tangr«,  quand  x  est  infini.  Dans  ce  dernier  cas  il 


COS  ru 

est  donc  égal  à  t — ru  :  on  a  donc  pour  la  valeur  complète  de1*In^ 
totale  cherchée»  la  série 

^{C »^^sînm»+Cir— 3«>in3  w«#+C {M^âaf        etc.  )^ 


qui  se  décompose  dans  les  deux  snhrantes 
n 

n 


-  ar  {  sin  /»  w  4-  sin  3  /n  «  4-  sin  5  m  «     etc.  }  , 

—  —  { sinmw'f'  5Mn3OT«»  +  jsbjfli«4-  etc.  }. 
La  limite  de  la  première  »  déduite  des  formules  du  n*,  9^0,  donne 

.    X    -  .  «r  I— COS(r+i  )/»• 

-îT  Jsinrj«»=s-  ^^-i  i  1 

^    n    .  n  suim» 

celle  de  la  seconde  se  tireroit  des  torraules  du  n'.  909  ;  mais  on  y 
panîent  immédiatement  en  diiFérentiant ,  par  rapport  à  »,  Tex* 
prcsnon  de  <f  oostot»,  rapportée  plus  haut:  on  trouve  ainsi 

— «1  (flnffiru+  3  sin  3    «  +  5  sin  5  /7i«  +  etc.  }  = 
m(r-^i)cos(  r-^i  )mm      mnn(r^-ï)m  »  cos  mm 
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«l*oii  l'on  conclut 

5rsinriw#aB—   +  y—-  — ^ 

rcot^r-hi  )m»»  ,  rinrw 
isin  nttf         1 C  SUIM  ar^'* 

Mâintenaat  si  n  est  un  nombre  pair,  on  aura  r^ri'—  i , 

COS  «* SB  ces A«f  «f  =  COSMir, 

no  Cr4- i^Mi*  s  rinmv  s  09 

I — COSfllTr  ^    .  «COSffi» 

^smr/nM=:^  :  .       i»rsmrOT«  =  —  — :  t 

enfin 

air^.  •  I — COSWir  ,  \m  nCOtmw 

— ijsin — Jrsinr/n»  =  —  't-— — :  

n  n  n     9Suimm       n  Xfxnmm 

ga         .  à  cause  de  nmzsw, 
nwoktnm 

Lofsque »  est  un  nombre  impair,  il  vient  rsin«-i , 

cos^r+Oif^sscotCm*— >m«i^ss  cosmvcosmp^ 
sSn   «t-  i^w  aann  Cm  y  m         coa  m  <r  an  , 
d^oii  on  dre 

— Jsinrm«— — Snmrmm^ 
n  n 

«-^i-o-cosm  w  C0S>7i«  )    u(n — I  ^CQSmyCOSaw    M  COS  /n  T  cos  m  u 

nàam»  ^  mnam»  nàamm  * 

ce  qui  se  réduit  à         ■■    -  eu  observant  que  n  «  =  tt. 

entie  les  finit»  ^rso  et  «  infini  «  est  ^nk  i  .  ou  à. 

nsinm* 


.  m* 
«sin— - 
n 


y  ànsi  que  nous  FaTons  annoncé  «  h*.  to8o. 
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1085.  Ce  résultat  conduit  à  une  sommation  lemarquable.  On  a 
vu  dans  le  n°.  1080  ,  que 

llnt^nle  ^tant  prise  depnk  xsso ,  jmqa^  «=si  ;  si  oa  développe 
en  série  ordonnée  «invant  les  pnnssances  de     la  quantité 

 1  j  qu'on  intègre  après  avoir  multiplié  par 

et  qu'on  fasse  ensuite  »=si ,  il  viendra 

w              i            n  —  m         ( n  —  m  )  ( in  —  m  ) 
 =  1  j.  1  Ll  1- 

,  OTT      n  —  m    n(xn — m)  n,xn(xn  —  m) 
sin — - 
n 

+ •  —  ,  ^  ^  ,  ■    +  etc. 


1086»  Llntégrale  /«""•îî»f           "     pent   se  développer 
ausn  en  produits  iodéfiius.  On  a  trouvé  dans  le  n*.  1079  que 
far'*d»X_(m+pXtn-\-p+n)...  rCr-k-n)  

ce  qu'on  peut  écme  unsi 


-n 


f:^*dx(l  —  S^)  *       J_  (m-\-p)(r+n)(mJrp  +  n)  ^ 

ez?     «  (m^{^n)(r^rp)(f'¥P'\'n)  * 

on  rendra  posnble  llntégratkm  de  la  femmle  qm  est  au  dénomi- 
natcuioifiisaat/ssff^  et,  entre  les  limites  «so  et  «si ,  on  aura 


P 

d'oïl  l'on  déduira 


/*    a^^x-^j        mp  (m+»XP+n)  (m+%nXp+inJ  (m+^nXp+in/  ^' 
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On  pourroit  obtenir  un  pareil  développement  de  l'intégrale 
X  "'~'dx(i  — x'  )\  et  l'on  aurott  par  ce  moyen  l'expression  en 
ptoduks  indéfims  »  des  produits  liinî^  qui  composent  k  dévdop- 
pement  que  nous  «i  avons  donné  dans  le  n*.  1071.  II  est  visible 
que  cette  ttansfomiadon  revient  à  celle  qui  a  été  effectuée  sur  les 
puissances  du  second  ordre  dans  le  n".  962. 

Les  facteurs  du  second  membre  du  résultat  d*dessttS  étant  gronppés 
dans  Tordre  suivant 

J_  "JJHÈEI    ^"('"'^P'^"^     3n(m+p+%n)      4f*('»+P+3»)  .  ^ 
on  ea  tirera  par  la  supposition  de  m-^p^zn  ^  * 

M 

~~     I       n*  4»*  on'  t6n' 

^  ^  t^^m*  4»* — m*    y»' — /»•  i6«*— ira' 


et  mettant  pour  Knl^rale/c'^yirC  1  — *V  ^'^f 


t 


»sin  


90  obtiendra  l'équation 

-         I       I  1  1  I 


•  -      -  «  •         .  •         .  «ctc* 

■M^  in* 


jnir     m  **'  JB 

iisin —        »  — *""Tir  » 


0  u*  jn*  i6fl^ 

'de  laquelle  on  conclura 

Si  ron  change  Parc  —  en  —  =  — — r,  on  aura 

"  «art  1« 

ÙCL  "  ir = cos  —  ;  substituant   ,  ou  ,  au  heu 

de  •  dans  le  produit  précédent,  décomposé  en  facteurs  simples, 
il  viendra 
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COS—  J  —  

n      va     n/         i.i  a.i  3.3  -  - 

^,('-TX'^T)G-T)G^T)G-'f)G^T)(^-T) 

.  %  »  a  4  4  <  6 

ténûm  qui  se  réduit  à  . 

lonqu'oa  net  povir  ^  la  yalcur  rapportée  dans  le  n*.  94^ « 

% 

Si  ïon  Êttt  --^sKy  dans  les  deux  produits  que  nous  Tcaons 
d'obtenir  pour  le  siont  et  le  connus,  on  ann 


etc. 


(-^^X-^X'-;i^.X-:^)-  . 

ce  qin  revient  à 

—  (-VX«*V0(-r:X'+r:X-^="X'+i7> 

*  La  première  de  ces  expressions  met  en  évidence  la  propriété  qu'a 
le  An»  /évanouir  toutes  les  fois  que  Tare  devient  égal  à  un 
nnltiple  de  w ,  toit  positif ,  soit  négatif,  puisque  les  lacteurs  qui  la 
composent  sTanaulIent  successivement  lorsque 

n  est  visible  que  si  Ton  avoit  voulu  exprimer  analy  tiquement  cette 
propriété ,  00  en  anrcMt  déduit  la  même  formulé  que  ci-déssus. 
LTeitpresaion  du  cosinus  satisfint  de  même  aux  loiif  que  suit. la 
J/paidùt,  Ggg 
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la  maxdie  de  cette  fonctîoa»  paiiqa'il  y  m  toujours  un  de  m 

facteurs  qui  s'évanouit  lorsque  «==fa*'^'y.. 

I^f^iott  t«r     1087.  Les  expressions  dont  nous  nous  occupons  maintenant  sont 

les  expression dec  j^^^  ^  Euler ,  qui  en  a  tiré  de  nombreuses  conséquences  :  elles  donnent 
stnns  et  des  co-  »  t  » 

ùni»  en  ptoduiu  immédiatement  les  logarithmes  népériens  des  sinus  et  des  cosinus  ; 
car  en  fusant  ar  ==  —  ,  00  en  tiré 

Isb  —  — +1(1  rJ+K  ' — T-;  ) 

Si  l'on  dMoppe  en  s^iet  \  les  logarMuncs  indiqués ,  i  partir  seules 

ment  de  ^(j'  """J^)  P®""^  *  — P®*"^ 

cosinus^  on  aura ,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  j 

l^^-5;l«+l(i«— /n)  +  l(l«  +  77l)— jlrt+lir— Ig  ' 
W*  /  I  1        I  I  I  \ 

— —r(— + -21+07+— + 

/I*  \4'  6*  8  10  la*  / 
m*/i  III  I  \ 
i«*V4*      6*     0*     10*     12*     .  / 

ot'/I  II         I  I  V 


3/2-  \4 


m 


4« 

etc. 


Googld 


Â  LA   TttiOMIX  I>£S  SUITES*  4I9 

1  cos  =  1  («— ot) + 1(b + ot)— 1  la 

it- 

J»*  / 1      I      I      I  \     .  • 

+9- ■+**•)  .  . 

etc.  • 

les  coeiHcjens  des  puissances  de  ^  dans  ces  séries  étant  les  termes  de 

la  série  générale  J  ^ ,  le  calcnlecont  par  les  formules  dtt  bT.  941, 

en  faisant  usage  de  la  remarque  du  n%  938  «  ou  par  des  procédés 
que  nous  indiquerons  plus  bas. 

1088.  Les  mêmes  expressions  donnent  les  facteurs  des  séries 

■■       ■  4.—  ......   +  etc* 

*t  '  i«t*3     1.1.3.4. )       s»l.3.4. 5.6.7 

'  «•     .«♦  »• 

1   "+  y-  +  etc. 

i.a       i.i.3«4  1.1.3.4.3.0 

qui  sont  en  même  tems  les  dévdoppemens  'de  -sins  et  de  ces»»' 
et  ceux  des  expresnow 

a/— i  » 
Changeons  maintenant  «        en  »  et  »  en  «»mV^'— i  ;  il 


f  — ^  —+etc. 


I    i.i    1.1.3  1.1.3.4.5 

s» 


1  I.i    1.1.3*4  1.1.3.4.5.6 

Ggg  » 


4X0  Ch.  ni;  AppucÂTion  du  'Caicvl  iKTiettÀt 
Oa  peut  encore,  à  l'aide  de  m  formiilesy  décomposer  lum  «a 

facteurs  l'expression  — — —  ;  car  on  a 


V — ; — J 


Si  Pou  fiit  dans  ces  résultats  y=o ,  il  viendf» 

— =*   ('+v^X«+-;;^X'  +  ^)««- 

Multipliant  entr*elles  ks  quantités  «■dbr»  et  ^dw"^,  on  aura 


i^iyiii^ed  by  Googlc 


-4  ^•'â  THioRiM  i>Ê$  suiTMS.  411 
ftCÙHBt'poiar  abi;^  x+j=u,  »— ^arv;  on  cdnclara  de  ce  qui 
piécède  le  dMoppement  en  pro^ûts  bdéfi^is  des  trâ 

teSç.  Avant  de.  reprendte  la  Rcberche  des  valeurs  des  int^ales 
défiûes  9  nous  nontccrons  comment  les  expressions  que  00ns  venons 
d'obtenir  peuvent  êtie  employées  i  la  somnmion  de  quelques  séries. 

Soit  i+^î+^î'+C<>+i>î<+etc 

«C«+«{)(i+/ïO0+m)(«+*«)«c 
onauri   .  . 

j5  =  <ij8+«>.....,  +  i8 etc."  * 

C=:«/B^+*/i/+  etc. 

etc. 

et  ptr  les  formules  du  n%  158,  on  obtiendra  les  valeurs  de 

•      5,=:«  +iB  +y       +1  4.  etc. 
^    *  ^.=**+)B*  +  >*+r  +  .«+ etc 

J,=«'+)ô^+j,^+J^3+.^+etc, 
etc. 


Cela  posé,  l'expiessioa  — ^ —  du  a*,  précédent;  donne 

S  +   -H  1 —   +  eie. 

1.1.3     1. 1.3. 4.5     1.1.3.4.5.6.7  ^ 

et  faisant  »*ssir*{^  on  en  tirera. 

I       -    V-  a.—  i-i  j  i  L  jic. 

1.1.3  «  •«•»»î«4»ï     li^^^*4•^o6.y  ^  . 

(«+0"(i+jO(i+^0(«+^t)(«.+^t)«c. 


/ 


4it  Choisi.  Appucatio» Dv Calcul  intégral 


'(   Sttbsdnnnt  ces  valenn  dam  edlet  de  ^,  »  5. ,  ^, ,  «ce.  on  tiOiiTeft 

/  .  *.=T+7+7+««-  -- 6-. 

lit  «• 

.»*   V    9*   .  .     ,  935JS 

'  etc. 

connue  noof  Pavoni  indiqué  dans  U  n*.  941 1  et  l'on  TOÎt  par  là 

que  la  limite  de  la  lérie 

•        I      I      t  1 

C    I    I        ■    f    - 

*     i*"    2*"     3*°*    4*"*  * 
ne  dépend  que  de  la  circonférence  du  cercle. 

Le  développement  en  série  de  TexprcKion  — ^ —  étant  com- 
paré à  son  développement  en  £iclturs  y'  en''£usanci(*=^ir*{,-  donne 
successivement  ' 

s^"^— i>  1  \  ..  J.  etc.  = 

i»^    1.1.3.4     1.1.3.4.6  i.i.3.4.5»6.7.8 

1+ — ^  +  r— T+  ^-z-î-+   Q  4.+ etc.- 

1.1*4     l*9k<3*4*4      i*^  .6.4^     i.i  ...8^4^:- 


0+0(«.+  ?0(«+7îîX'+5VO(«+Tîl)ctC 
1.1.4' 


-  -  1.2. 3. 4.4*        I.1...6.4'  i,»,m8.4*' 


I  9  iç  11' 

-  -  J  1        1  . .        1 . _  w* ,   

^     I  I      î  •      ij6  •  »• 

'     l*  9'  15^  .     1.1.3.4.^  .  . 

_      I  i        I  171  w' 

J4=-T+-T  +  — r+  etC'    =  r» 

.       I*  9*  15*  1.1.3. ...7  * 

etc. 
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'  A  lA  Théorie  des  suJtES»  41J 
d.ron  aura.çn  géaéral  la  liahe  de  la  «ècie 
■        I      I      I      I  I 

exprimée  par  la  circonférence  du  cercle.  Nous  observerons  que 
Ton  peut  faire  usage  de  ces  résultats  pour  sioipltiier  les  séries  da 
n*.  1087. 

1090.  Les  formules  ijnr  terminent  le  n',  1088  étant  traitées  par 
le  procédé  du  a%  précédent»  donnent  aussi  dcf  sommations  trè^ 
élégantes.  On  en  tire  d'abord 


pois 

-V+T+P^A'-^y^A'+I^T+T^;'''- 

or  il  est  facile  de  voir  que 


et  quVn  y  6nsant  jr»»/— t ,  vV^^,  on  aura 

cotv+caShf»— y)  nnafsînv 

'^=cosv4'    .         =  cos  v + tang  iusmv 
i+coa«  14-COS»  "  , 

.-(■+^x-isx-:-i^)- 


d  by  Google 


4X4  Ch.  III.  ÀfpLtCÀTton  nv  Càtevt  tsTàQAAL 
Mamtcnaat  â  Ponnibstitoe  dans  rcxprfsrîon  cos  y^tangf  atanv  i 

m  lien  de  »,  ^9  anficit  èt  v ,  —  >  et  qu'on  rédidit  en  iérie 


le» foncUaof  de r:  saTÔîr',  cos—  et sîn .  on  obtiendra 


%  +  —  tang  ■    \  ,  tang  — - 


3.. 4. 6. SA* 

=f . + -^Y— — ^y. Y> — ^)  «««. 

d'oli  Ton  déduira  les  sommes  des  séries 

 L_+^L  

o— AS       n-ftfli    j» — m     ya  +  m 
■    1  1  I  1  . 

•  (JA—/»/"^  (}«+«>*  •  • 

etc. 

la  première  donne  immédiatement 


w  awr  I  I  1  ï  •  .  _^  . 
—tang — =  —  I  —  +  etc* 

%n        xn     n — 'tn       n m     '^n-—m      3114-01  • 
Koos  aurons  encore  par  les  formules  déjà  citées 


d*oii 


h4 


or 


Digitized  by  Google 


% 


A  LA   Théorie  des  st/iTSS,^  415 


^  e'— I  («'—0  (l— 


Si  maintenant  on  fait  x—u  V — i ,  |^=— vV^-ii,  il  en  résultera 

cosv  —  co^(u—v\                  sinasinv  .  , 
 ^  tsBsCOSV—  =COty— C0t;»SUI1' 

t  I  COSU  I  —  cos« 

et  si  foa  diange    en  — u  en  ^ puis  <iae  l*oa  développe 

m  t 

cnsérie, soivanties  puissances  {,  Texpretsioacos^ 
cm  obtiendra 

i+-^cot  rr—  ^cot — 

f+   +  ' 

\     «/V  in— W\      xn-^mj\      ^-^mj\      j^-^mj  , 
et  on  en  coodimi  les  eapccfnoot  des  limitei  de 

m       M-^JK      OA  +  ai        411— il»  4«+iiB 
j     «  _    •  '       ,       '  '       I       '  ^ 


etc. 

aura  en  particulier 

mx      I  I       .       1  1,1 

— cot  = —  —  -4  —  1  —  CtCt 

2n  m       zn^tn     a«+/»      j^ir-^m  j^-\-m 

Apftndict,  H  h  h 


uiyiii^uu  Ly  Google 


4i6  Ch.  m.  AppLicATtoH  dv  CAicut  /ffrictui 

1991.  Nous  conclurons  de  ce  qui  précède  qne 

I       l  t  111  1 

_-|.  +  — — +   


,1 — m  n+m  m — m  xa+m  .31» — m  in-^-m 
 ■{  +  —  —  etc. 


sZitang — +cot — 1=3-,  

n 


'    ^-L  _î_+  » 


III 

f—  +  etc. 


l  COI  tang  —  1=  -=-  cot  — , 

2n\       tn  vit  rn9    A  n 

ntang  — 

Si  Ton  combine  deux  à  deux ,  à  partir  dtt  second ,  les  termes  de  la 
■ère  de  ces  séries»  on  aim 

_  1        im  îm  xm  im 

^^^^~"î^~~"4"  .       .  *"*  1  "4"     r       s        ^  .  etC* 

un— 
dfolî  on  tirera 


.  mw  %m 
n 


•  «  s  • 


En  opérant  de  même  sur  la  deuxième  s«iie ,  Il  viendra  successi- 
vement 


1  im  xm  im 

—  cot  — =S     ■      mm..  .—etC» 

»  AIT  I  I  t  I 


MB*      xm»        n  »*— m'  411*— «1^  9n*--m« 


biyiiized  by  Google 


Â   LÀ    Tnà'ORtE   DES  SUITES.  4IJ 
Soit  «s  1 9  et  fittsOiu  Ms— .tf  (/—I ,  nous  aurons 


I        I  I 


«•+1    «•+4   ir'+ç  tt'+i6 


an*      x«       ,  «T  ^* 
»<*    —  l) 

n  olisèmnt  que  (  Int  n*.  37  )« 

■  iw 

Lofftqu'oii  diange  s  «  n  dans  ee  fésulfat,  on  rdroure k séne 
du  n*.  944,  et  la  lindie  que  nous  Im  avons  asngnée  dans  ce  n\ 

1091.  En  dévdoppmty  suivant  les  puissances  de  m,  diaquc 
terme  de  la  série 

»    .      1  ï  I  * 


et  désignant  par  S^,  S-^,  etc.  les  limites  des  séries 
i  +  -^+etc,  t^l^^ftc 

on  trouvera 

I        »  ^  I  I  I 
 .-f— COtWTss^--.  +  m»^  —  +  m*S-rr^  etc. 

ans  on  a  par  le  a%  949, 

-eot-ds  1— — —  .      '  ■ctfc 

*     »  a       1.J.4  a,3.4.5.6 

Bt^B^f       etc.  étant  les  nombres  de  Bemoulli}  et  par  conséquent 

-— ——cotOTws! — î — H  î-H  ~r+  etc. 

Hhh  s 


J 


428  Ch.  III.  A^pLiCÂTJOKDu  Calcul  intégral 
ia  comparaison  de  ce  dévdoppemeat  et  da  précédent  donne 

•y—=— ^  »        sa  1 — ,    5-5.=  1 — 

»*     1.2  '  1.1.3.4        «*  I.1.3....6 

comme  on  Ta  indiqué  dans  le  n".  941. 

SO93.  Si  on  écrit  m  ,  au  lieu  de  n,  dans  les  fonliules  du  a*.  ioS$  « 
on  en  déduira  les  suivantes  • 


2»  211    \     2«     /V    2ff    /\    41»    A    40  / 

cos  ^=("-==)(-l±fL)(il=^)(ili2)  etc. 

tt,,g=lJj!LYif=2;Y±l+f.YiîrîiYiî±îi.)^. 

2»     Vi — m/\n+m  /\ 311— -fl»/\3/n- ^« /\ 50 — /«/ 
COt— = ( "~'"Y  "  +     Y^"'~'"Y Y^^^^  etc. 

«cf:i=(^Y-^Y_iiL.Y_Ji_Y_ji_)„c. 

coKc— =  —  (   "   Y       Y  ^"  Y  ^ctc; 

2n        m  \%n-^mj\xn-)rmj\^n — m/\4tt+m/  • 

.  4r     2.  a. 4. 4. 6. 6. etc. 

ca  se  nppdaat  que   . 

^2    1.3.3. 5. 5. 7. etc.  , 

Cette  denûèfe  cspnsiion  it  tira  innédiatement  de  celle  du  sinus 

qid  en  finiriut  beaucoup  d'antras  de  la  même  espèce.  En  eftt,  on  a 

i=id.^(_i2^Y^Y_il_Y^!f_)«^ 

et  si  l'on  fait  m^sH}  on  retombe  sur  la  valeur  dodessus.  En  prenant 

•^!^;,ilenrésultesîn-^^sssin2{r=:-4=~  et 
»  2»  *  ]/x 

V           4.4.8,8.i2.i2.i(^.  i6.etc* 
—  =|/x.-i  — , 

2  3.5.7.9.11.13.15. 17. etc. 

•  La  substitution  dé  la  pramière  valeur  de  — ,  dans  cette  dernière  , 

conduit  à  , 

î.  2.6.6. 10. 10. 14. 14. 18. 18. etc. 

1/2= —  :  . 

1.3.5.7.9  •  II.  13'»  15. 17. 19. etc. 


A    LA    ThÉORIS    D  ES    StFtTBS,  4*9 

Si  l'on  suppose  -î!^— ,  il  ▼îwd»  sin-^:=sîii4-"  *!"  « 

9  '}.^.é.ii.ii.i>.f8.a4»etc. . 

'   "T   1.5.7. lî.  13. 17. 19. 13. etc.* 
Ces  diverses  expressions  de  ^t,  pea  propres  à  en  donner  des 
valeurs  approchées ,  sont  tvès-coflunodes  pour  en  obtemr  le  log»- 
ridirae:  on  a 

d'oîi  on  tire 

»  =  4(i-0(ï-rT)Ci--V?)etc. 
|*.  =  l4  +  I(t-,^)  +  l(i-^)  +  l(i-T5)+etc. 
développant  en  série  Us  logarithmes  des  binômes ,  il  viendra 

ï»=^U — r —  —  — — ««• 


I 

1 

I 

t 

9 

1.9" 

4«9* 

1 

T 

T 

T 

m"" 

3. M' 

4.25* 

I 

1 

1 

I 

etc. 


49     »'49'      3*49*  4*49* 
et  posant  pour  abr^  i 

^=i+^-*'~+^+etc 

r,  '  ï  ï 

5=i+j^+^+^+etc 

C=i+ir+^+~+etc' 

etc. 

on  anm 

w  =t  1 4-(^-i) -1(5- 0- i  (^^0— :  (^-»)- etc.- 

Si  Ton  pousse  le  calcul  jusqu'au  vingt-troisième  terme  de  cette  série  , 
on  trouvera 

,     lT»i,447^S85849400i74t4}4SS  ■ 
ce  logarithme  est  n^iérien  ;  il  correspond  dans  le  système  décimal  à 

^  OM97»4987»^«î3«54)S 


450  Ch.  in.  ApPLicATion pv,  Calcvi  nfricMAL 

En  écrivant  dans  1  expression  de  sin — et  dans  celle  de  cos — , 
lapportécf  pltti  haut  »  «—m ,  au  lira  de  m»  et  en  fiûnnt  attention  qnt 


sin  aa  CO»  ,      COS  —  =  Stn  f 


%»'  im  %n  M 

oo  obtiendra  les  nouTcUce  femnlet 


sin  — 


tn       \  tn  /\  M  /\  xn  /\  4n  /\  4»  /\  6n  / 

n    A  3«   A   }«   A    5»   A   5«  A  7»  / 


w  »— «I  I 3(31»— 30«+/«)  ^ 

COt    —  .  —  -,  — r  .  —   etc. 

tn  .   z     m  — m)  i(z«  +  w)  4(4^ — m) 

»  w)  3 (2/7 4- m)  3(4«--^  . 


an 
m  T 

on 


±  "  /     Y     Y  4^  Y  '\ 

En  consîdénuit  l*arc       on  auroii 


etc. 
etc.* 


mftn^\ftn^mY4«^Y4»-^m\ 
TV        A        A  4»-*  A  y 


etc. 

hr  ■ 

et  n  l*on  eonnoissoit  le  sinus ,  le  eennur,  etc.  de  l*arc  —  ,  ces 

derniers  résultats  donneroient  des  valeurs  du  sinus  ,  du  coùnus  ^  etc. 
de  rare  — • 

tn 

1094.  Nous  avons  emprunté  le  secours  du  Calcul  intégral ,  pour 
obtedr  kf  fiwteuis  du  ainns  et  dn  eoiiniis,  d'où  nous  aYons dé- 
duit ceux  des  expresnons 


e'—e"  e'  +  r 


(  n*.  1088  ): 


Â  lÂ  Théorie  j>£8  suites,  431 

Eyter  y  est  panrcna  «Uns  wulauodam»  in  Analysin  iafiamnun^ 
par  des  moyens  purement  algébriques  ;  mm  la  maiûère  dont  il  y  fiùt 
entrer  Tinfinî ,  nous  a  fiiit  préférer  la  considécaibn  des  limites ,  em- 
^oyéeponr  lem^ne  objet  par  SimonL*HbilËer de  Genève.  En  suivant 
la  mardM  de  ce  dernier,  noifs  commencerons  par  déduire  quelques 
conséquences  aussi  simples  qu'élégantes  ,  du  théorème  de  Côtes» 
ou  de  la  résolution  des  équations  à  deux  termes. 

^n  a  donne  dans  le  n°.  i68,  l'expression  des  facteurs  trinômes 
des  formules  x^  +  a"  etar" — a";  pour  distinguer  le  cas  où  l'exposant  m 
est  pair,  de  ceux  où  il  est  impair  ,  nous  écrirons  successivement  im 
et  &  m  +  I ,  au  lieu  de  m.  Cela  posé  ,  les  facteurs  de  a*"» 
seront  tout  de  la  forme 

— itfATCOSA  +  tf*; 
en  feisant  4r =  i ils  deviendront  de  ccUe-ct: 

i(i*»>cosA)ss4(sin|x)%  et  on  aura  «**-|-«**aBa ; 

mettant  pour  a  les  valeurs  ,    —  ,  etc.   et  extrayant  I^a  «H 

cine  quarrée  de  chaque  fiicteur ,  oa  trourcit 

i/Ts=  i*,suk — r  -.sm-i-  -.sin-^ —  im  . .  Jjfi^ 

'  %m  %      vm  X      xm  %  xm    %     ^  ' 

La  formule  u**^',  outre  m  facteurs  trinômes 

X* — ZtfATCOSA  +  d*,  a  un  facteur  réel  du  premier  degré  x-^a^  qui 
se'réduit  à  a,  et  il  ^ent  ' 

I  s  »"*m  .  sin  .  sin  —  . . .  sm  ...  (B\^ 

La  formule**" — n'"  a  un  facteur  x' — a'  et  m — i  autres  de  la 
forme** — lax  cos  ^+  a';  en  divisant  par  le  premier  on  a  un  quotient 

qui  se  réduit  à  m ,  lorsque  «  =  a  =  i  ;  et  comparé  au  produit 
des  jn— 1  fiicteurs  trinômes ,  il  donne 

l/>=i"'  'sin—  -.sin  .sin-i-  -.^...«.sm   iC\ 

•  m  X      m  X      m  X  m    x      •  ^  * 


uiyiii^uu  Ly  Google 
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431    Ch.  ni.  ApPLic ATioK  DU  Calcul  INTÉGRAL 

Si  l'on  dégage  de  môme  la  formule        — a'^^'^du  facteur 
on  en  déduira  par  la  supposition  de  Ar  =  d=:i , 

,/  _.      1  .      4  6      T       ,     im  T 

y  1W+  I  =X*Sin  .  sin-  .  sin  ;  .  i .  sin  . ,  ,miD\ 

zm+  Il       xrn-{-i  X       l/n-f- 1  i  iw-f-  i  i        *    '  . 

Le  n°.  lyz  nous  donne  aussi  la  décomposition  de  l'équation 
AT*"— 2rjr"'cos  ze  + r'=o ,  en  facteurs  du  second  degré,  de  la  forme 

ar*— >jfcps^^^  ^'^4- 1  ,dans  laquelle  a  doit  recevoir  toutes  les  valeurs 

depuis  o  jusqu^  m — i  iaclustrement  ;  et  en  observant  que 

 jm  +  nyJc  ip_  (iB— /»)t^2 y 

cos  -  =  COS — t       '  '  ■  • 

m  m 

on  aura  ** —  i  x  cos   +  >  » 

nds  alors  il  faudra,  si  m  est  paire,  pousser  les  valeurs  de  js  ' 
Jusqu'à  m ,  et  seulement  jusqu'à  m — i  dans  le  cas  contraire.  Pour 

distinguer  ces  deux  cas,  nous  mettrons  successivement  xm  et  im  +  i 
au  lieu  àt       et  nous  obtiendrons ,  en  taisant  x=rz=z  i  les  équations 
V        .        '  f      .  » — 9    .  .    -T— ^    .  iT-fp 

•      sm^Œi'^sm — «sni  «sin  .sin  .sin  .•••••x 

ifA         %m  tm  xm  xm 

,  :  ri.if=i-'i=î.«l2:zi>±l.ri.il-L...;./« 

xm                xm              xm  *  * 

nn9=ï''llin   .sin--  .sin  .sin—  -.sin  

Oflï+I        afll+l  ^     l/n-fl         2/w+I  2iR-i-I 

•  «SU»  — ^  .sin  •   ffl, 

1095.  Les  six  équations  {A),  (5),  (C),  (Z?) ,  (£),  (F), 
faciles  à  obtenir ,  et  déjà  très-remarquables  par.  elles-mêmes ,  con- 
duisent immédiatemciit  aux  résultats  que  noiisclicrciioiis,  ca  ob^ 
servant  que  Teipresnon  <*dbr*  est  li  Uniàte  de 

féhiiveiiient  aux  accroisseawns  de  m  (  Int.  a*.  3»  )«  et  tn  substituant 

1-4*  1  au  lieu  de  x.  et  l^- — .  au  lieu  de  «,  dans  les  fac- 

xm  xm  '  ■  ■ 

tcuxs  de  x^"^^". 

Les 
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Les  facteurs  trinômes  de  l'expression     +  f-^  * 

étant  en  général  de  la  forme 

('+^)-<'+^X'-^)"" + (— ^)  • 

se  fédiiisent  ^ 

x{,«cwA+-^(i+co.x))=.i(i-«»x)f  I  +^/_L±f£!l)  I 

4^*  'l       4/tA  I-C04A/ J 

=  4(«iifA)'{,+  -^(coti*)«}, 

et  mettant  pour  a  ses  valeurs,  —  ,  etc.  on  forme»  le 

un  '  Ml 

froduit 

.  *'(-ii)'C-^i)'  {^^ti 

Cette  dernière  expresnon ,  lédoîte  pnr  l'équatioii     ,  donne 
a  l     4»*\      un    a/  j 

 •  'x(-5<-^z)> 

passant  nlaîntenant  aux  linûies,  en  obseiwc  que  celle  de 

-— -icot  1,  est  ,  on  trouvera 

Aj^tttàia,  liî     .  ' 


434  CvL^tXi.  A£fpLtCÂTioi9  DU  Calcul  iNTÈGRAL 

On  seroit  ptryenu  au  même  résultat,  ea  décomposant  Tcxprei^OA 

En  second  lieu,  si  Ton  prend  ^  ^+~^  "{^  ' — ^  ^  «on 

aura  le  facteur  ^1  +  ^^ — avec  m — 1  autres  qui 
seront  de  U  forme 

tt  conduiront  comme  ci-dessus  à 


4(siniA)'(i  +  _-(cotiA)'}. 
4'" 


Les  valeurs  de  a  relatives  à  ce  cas  étant       ,       ,  etc.  on  ob^ 

tiendra ,  en  arrêtant  au  second  terme  le  développement  du  premier 
facteur  ,  mis  à  part ,  le  produit 

^4    (sin  )  I  sm-— - I  •••••••Ism  --] 

m       \     xm  1/  \     ^m  x/  \    •      xm  x/ 

et  on  conclut  de  là,  en  vertu  de  l'équation  (C), 

%  l       4OT  \        xm     X/  y 

 ••••••  >^l'+ï?r'-iir-ï;J- 

Enfin  la  limite  de  cette  équation  donne 
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A   LA   TnàORIM  DES  SUITES,  43J 
ce  qu'on  adroit  ëgalémeiit  trouvé  en  opérant  sur 


XO96.  On  obtient  d*une  manière  analogue  la  décooiposidon  de 
Pcxpresaon  «'«icot&f -f-<~*>  en  {acteiirs  Innomes. 
Les  ftdeurs  trinômes  de  -Pexpresnon 


étant  de  la  forme 


« 

reviennent  à    4(sin^x)*{  i  -^  (cotyA)'  )  ; 

flMttant  pour  a  toutes  les  valeun  dont  il  est  susceptible ,  on  for» 
mera  le  produit 


\    «1+1/ \     xn+i/\    an-fi/        \    m+i/  N  xr+i/ 

qui  K  réduit  i  ,        i  1  '  '  ' 

^     l      (4»'f2)'\     us+i/Jl      (4«+i)'\    z/z+i/Jl      4«+i\     xn+i/  J 
 X   1+  (cot  )      1  +  ^(cot— f-J  , 

en  vertu  de  l'équation  (F)  ;  et  prenant  les  limites ,  on  aura  seulement 

.--^.cos.,+r.=4ri«f-(.t^)(.-^^^  ^ 
le  mène  résultat  se  déduir<Mt  aussi  de  l'expression 

lit  » 
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43^  Ch.  tIL  Apflicâtïoh  vv  Càlcui,  ixtè  gmâl 

La  formule  icosi^ +  est  encore  suacepâile  d'usé 
autre  décomposidoii  »  qui  s*opère  en  U  transfonnant  en 

1  oof  f  + 1'*' { (  COI  s  f  )' +  (  fin  1  #  / } 

=     ^c<Mx#)v-(«-'vC:ï$îiiif)' , 

X  {     ^(  cos  1  f  — .  V^sta  1  f  )  } 

=  (  e--.-^'-*' *^^>)( -^'+**  dit.  u%  ,8), 

et  le  développement  de  ^— «nr»  du  »*.  1088  «  donne 

multipUint  enti^cllcs  ces  deux  esprenions  »  on  trouve»  / 

etc. 


etc. 


*• 

1— — — T  

9--  r 

9^ 
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On  obticiul^t  aitément  par  ce  qui  précède  les  ùctciiM  des 
formules  *  < 

1097.  Euler  tire  des  considérations  du  n".  1089,  le  moyen  de 
transformer  en  série  le  produit  «Tua  nonbire  de  facttiiia ,  sok  fini^ 
soit  infini  ;  ca  effet  ^  la  série 

I  +  ^  î+ t*+ +  Z>  î<  +  etc. 
étant  supposée  le  développement  du  produit 

•  («  +  «î)(i+iit)(i  +  >0(«  +  n).  ttc.  =si»; 
Arncttt  égale,  lorsque  {==1,  à  l'unité  aufdMotée  é»  diverses 
sommes  que  l'on  obtient  en  réunissant  les  lettres  *  ,  /3 ,  ^ ,  g<^e 
leurs  produits  deux  à  deux  ,  trois  à  trois ,  etc.  Si  l'on  prend  pour 
ces  lettres  tous  les  nombres  premiers ,  on  aura  le  produit 

+      1  +  3  )(i  +  ,-)(i+7)(,  + +  , 3)  ^, 

=  1  +  1+3  +  5  +  6+7  +  10+11  +  13  +  14^11^17^^ 

renfermant  tous  les  nombres  entiers,  excepté  MUC  t^.jMttt  det 
puissances  ou  des  multiples  de  puissances. 
On  a  de  même 

On  trouvera  des  relations  analogues  pour  lecw  oii  les  aoflibitl 
*$ti,>»     etc.  sont  i>%ati6;  U  vioidia  par  exemple 

(-^X-fX'-fX-^X-tf)- 

Dans  cette  série  les  termes  négatif  résolfent  de  la  multiplication 

d^  noflibre  impair  de  fiiefcwi  prcnScrs, et  lès  t«rmespoaîti6  d'un 
nombre  pmr. 


438  Ch. III.  AppLiCÀTioif  du  Calcul  intégral 
En  déreloppant  rexpresâon 

dans  la  forme 

lescoefficiens  y/,  B  ^  C ,  D  ^  etc.  seront  comme  ci-dessus  les  sommes 
des  lettres  *,  j9 ,  y ,  <r,  etc.  de  leurs  produits  deux  à  deux  ,  trois 
k  trob,  etc.  mais  avec  cette  (Uffêrence  que  les  puissances  de  la  même 
lettre ie  trouveront  comprises  dans  ces  produits,  en  sorte  que  la 
série  qui  résultera  du  développement  de  l'ezpresdon 

 _J  

sera  égale ,  après  la  suppontioa  de  {=i ,  à  la  somme  de  tout  lef 
produits  qui  peuvent  naître  des  lettres  «  »  #  «  r  t  ^>  etc.  combinée» 
d'une  naniiâe  ^odconque  :  on  trouve  aînn  que 

t 

(l-n(»-i)(»-T)(«-T)(».-À)(»-7T)«C 

«t  +  ï+î+^4  +  î  +  i  +  ?  +  î  +  ««- 
Cette  dernière  série  est  précisément  celle  qui  résulte  de 
-   lofsqu^oa  y  fidt  u=i ,  et  qu'on  en  change  tous  les  ^nes  (  hsU 
a%  ^7  )  !  il  rétolie  de  là  que  le  produit  tnlim 

(i-î)(i-T)(«-r)0-f)(ï-iT;(i-7î;etc.  • 

a  une  valeur, infinie,  et  que  par  conséquent  llnvene 

tend  sans  cesse  à  i'anéandr,  on  a  pour  limite  aérou 
Ed  ne  prenant  qu'un  nombre  limité  de  fiicteurs ,  Teapressio» 

 ~  :  »  par  exemple ,  on  a  la  série 

i  +  .i+f+i  +  i  +  ï+i  +  T^+etc. 

composée  de  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  tons  les  nombres 
•  ayant  a  et  3  pour  facteurs  simples. 
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On  a  en  général 


o-rX-FX-FX-FX-i:^)-  . 

I  1  1  I  1  I  I  . 

et  Ton  conclut  de  cette  relation  la  valeur  du  produit  indéfini  par 
celle  de  la  série ,  ou  vkt  versa. 

On  trouveroit  de  même 
.'  I  2^ 

(' + fX'. + rX' + rX- + ^X'  *  tf)"'- 

En  partant  âei  éc|oatîons 


(-^X-fX-^X-^X-ï^) 

1   •  I      1      I      1      ï  ... 
*•    3     4     5  ,6*  7" 


1 


-  o^X'  -pX'  -7-X'  -7"X'  -17^)^^ 

on  trouve 

I=(-^X-7X-7X-fX-tf)- 

Ces  combinaisons  se  muhiptient  à  l'infini  et  produisent  des  ré* 

sultats  très-remarquables ,  mais  trop  nombreux  pour  nous  y  arrêter; 
et  nous  renvoyons  à  cet  égard  au  chapitre  XV  du  livre  U  de 
VlatroducM  ia  Analysin.  ùtfinitorum. 


44^  Ch.  ni.  AppLitA  riùjf  pv  C-Ateot  in rieAAL 

.  1Ô98.  Pour  ne  laiiser  en  anîère  aucune  branche  de  b  Théorie 
des  suites,  nous  aHoss  donner  une  idée  du  Chapitre  XVI  du 
même  ouvrage ,  dans  lequel  Euler  applique  les  produits  indéfinis  à  ta 
recherche  des  diverses  manières  dont  on  peut  former  un  nombre  par 
raddition  de  ceus  qui  sont  inftrieufSj  ce  qu^  appelle  Farûtio 

numerornrn, 

Ëa  considérant  l'équation 

(i+*'{)(n-A.^{)(i+;t>{)(i+A;'£)(i^*'t)etc.  .  . 

on  obtient 

^  /'sx«+«^+«>-l-«'+x*+etc. 

<2=*'^+**n+jt^  +*«^+  etc. 

•  «•^+»+  etc. 

etc. 

d*oùron  voit  que  les  exposansde  dans  les  coefficiens  de{%  ^%  {;%etc« 
sont  les  diverses  sommes  qu'on  peut  faire  avec  les  lettres  jS  ,  > , 
/,  etc.  combinées  là  i,  lài,  3^3,  etc.  Il  est  évident  que  s'il  se 
trouve  dans  le  même  coefficient  des  sommes  égales  entr'elles ,  les 
termes  dont  ces  sommes  sont  les  exposans  se  réunissent  en  un  seul  ,* 
ayant  un  coefficient  égal  au  nombre  de  ces  termes.  Si  dans  Q ,  oa 
a*  par  exemple,  «+i8=j'+j,=:B,  les  deux  termes 
le  réduisent  à  et  le  sombre  %  marque  qu'il  y  a  deux  ma-  ' 
nières  de  composer  te  nombre     aTCc  deux  des  quatre  oomlms 

Smt  pour  la.  série     iB  •  r  »  ^»  *  t  etc.  celtes  des  nombres  naturels 

t ,  a  »  3  >  4  »  ï  »  etc.  on  aura 

(i+xO  (i+.v«0(i+A.-\)(i+*<î)(i  +  A)ctc. 
+       +       +      +  a;'  +    a;'  4-    *'  +        +  etc.) 
+t'(*'  +1^^  +3^'  +3-**  +  4^'  +  4*"+  etc.) 

-\-^\x^  ■\-x'  if-ix'  +3-V'  +4a'°  +  ^a"+  7x'»+  8x"+io*"'+ etc.) 
+  + 1*"+  j*"4-  ^*'*  +  6x'*+  9*"+  ï  1*''+  etc.) 

+  {X*'*+x'«+z*"+3x"'  +  5*'9+7*«'+io*"+i3«*'+ii{«*»+  etc.) 

+«••+1*''+ 3 Jc'*+î«^+7«**  h  ti«^+i4«'Viojt'>+  etc.) 
+C'(«*'+«^+ a«"+ $*"+7*"4- 1  1 5*»»+  +  etc.) 
+lV'+  3*"+ çap^'+y*^'  -f  1 1  etc.) 

etc. 
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5i  l'on  veut  connoitre  de  combien  de  lumères  le  ndnbre  34 ,  par 
exemple,  peut  être  formé  par  l'addition  djs  7  nombres, pris  dans 
!a  série  i  ^  « ,  3  ,  4 ,  etc.  on  cherchera  le  coefficient  de  dans 
la  série  qui  multiplie  j';  et  Ton  trouvera  que  cela  peut  se  &ire 
de  onze  manières  différentes. 
En  faisant  { ^  o ,  et  réunissant  enti'elics  les  même»  puissances 

de  Xf  on  aura 

C 1  +  xx I  +  x'Xi  -hx'Xt+x^Xi  -^^Xî  +»*)  etc. 
=i+x^x'+ix'+ix'  +  yx^+4x'+^j^+6x*+  etc. 
les  coefficîens  des  termes  de  cette  série  marquent  de  combien  de 

manières  différentes  on  peut  former  les  exposans,  avec  les  termes 
<le  la  suite  1,1,3,4,  etc.  sans  s'assujettir  à  aucune  combinaison 
en  particulier ,  mais  en  les  embrassant  toutes  ;  ainsi^,  par  etemple,' 
peut  être  forme  des  six  manières  suivantes 

8=8,     8=7  +  1,         8=6  +  1,  8c=5+3, 
8=5  +  1  +  1,     8=4+3  +  1. 
Il  est  à  propos  de  remarquer  que  les  élcmens  qui  entrent  dans 
chaque  somme  sont  essentiellement  différens  ;  si  Ton  vouloit  ad- 
mettre les  répétitions,  il  faudroit  alors  considérer  les  fractions 


I 


Cl—*; Ci— «V ( I— X  ;  (i—x'J (i—x  j  etc. • 
dont  les  dévéloppemens  sont 

i+îC*  +*•+     4-     +     +  x«  +   x^  +       +       +etc  J 

.+rr*-+*'+ix^  +^x^  +3..^  +3,.  +  ^.  ^     ^  ^ 

+  i(x'+x*+xx'  +3,«  +4^.  +5.,.»  +        ^.  8;t-+,o;."4.etc  ) 
.+^(**+*^+Xx'  +3*.  +çx«  +6x^  +  9^"+ii.v-+,5....4.  etc' ) 
+r(r**+*'+l«'+3«'+5*'  +7*"-Hio;r"  +  i3.v-+iy.^.  Vetc') 
+  J*t  +î*'V7*"+ll*-+,4:r-^+ao.    +  etc  ) 

•te.  • 


1  +*+         3:c  *  +  5a;'  +  7*^+  j  i;ç'=.+ 1     + 11;^.+  etc. 


44^  Ch.  III.  Appucatîon  du  Calcul  intâorjl 

Le  coefficient  1 1  »  affilié  au  terme  dans  la  série  <|ui  multiplie  ^» 
exprime  en  combien  de  manières  on  peut  former  le  nombre  14» 
par  l'addition  de  huit  termes  de  la  suite  i ,  1 ,      tftt.  Dans  le 

second  développement  le  coefficient  ii  de  x*,  nous  apprend  que 
nombre  6  peut  être  composé  de  onze  manières,  aiosi  qu'il  suit  : 
6,  6=5  +  1,  6=4+1,  6=4+1  +  1, 

3  +  3»  6^3  +  2  + r,      6=34-1  +  1  +  1,  6s:a+a+x^ 

1+1+1  +  1,  6— z-f-i  +  z+i,  6  =  1  +  1  +  1  +  1  +  1  +  1. 

1099.  Pour  développer  le  produit  indéfini 
Enter  substitue  x^^i,  ce  qui  donne 

faisant  en  même  tems 


H  obtient 


Z=i+Pt+Qî'+^l' 


+^l^+etc. 


Z 


1  +  .V{ 


»ete. 


s 


etc. 


r 
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le  terme  général  de  ces  dernières  eipresàons  est  viâbiemeni  égal  à 


(i-.x)(i-x')(x-.x')  (X-X-)  ' 

nais  par  le  n*.  précédent  le  coe$cient  de    dans  le  développement  de 
 I   

(i^x)(i—x*y\—x^)  (^—x'")  * 

fait  connoître  de  combien  de  manières  on  peut  former  le  nombre  n 
par  addition  avec  des  nombres  pris  dans  la.  suite  i ,  x  et  ce 

coefficient  étant  celui  x  *  ,  dans  la  première  expression , 
marque  aussi  de  combien  de  manières  on  peut  partager  le  non^bre 

w  ("ig  "Hi  ^  ^  ^  pinies  différentes,  Urésuliede  là  qu'il  y  a  autant 
*  ■     .  ' 
de  manières  de  former  le  dernier  par  Paddîtion  de  m  nombres  diflE^ 
fens ,  que  de  manières  de  former  te  pren^er  avec  des  noajom  pris 
dans  la  smte  t ,  1 1.  •  .'.«1. 

En  suivant  la  mime  oMrclie  &  ré|{ard  de  la  formule 

ri— *l)C«-*'{X»— *'îXi— «VC«— *Veïc.  ' 
Euler  parvient  successiveasent  à 

(i—xi)Z=i  ■^Pxi^Qx\-^Rx'^^Sx\*-i-  etc. 
d'oh  il  conclut 

^-7=;'  *^ïI^Fî  ^^-^"^ 

1— «* 


5  = 


(i^xXx^Xi^)*  , 


de; 


Kkk  % 
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444  Ch.  III.  Application  du  Calcul  urTÉGRAt. 
cxpicssion  <lont  le  tcme  général  est  égal  à 

,  o-'Xi^;^-*';  

'  Le  Gocffident  de  x*^,  dans  son  développement ,  étant  le  mSoie  que 
Cèliû  de    dans  te  développement  dis 

T 

(i^x)(i^Xi^). .....  .Ci-*-;  ' . 

montre  quil  y  a  autant  de  manières  de  décomposer  le  nombre  n * 
en  m  parties,  que  de  former  le  nombre  it,  avec  les  termes  de  là 

'sériet,»,}  m 

1 100.  En  combinant  ce  théorème  avec  le  précédent  »oa en pourrort 

déduire  plusieurs  autres  assez  remarquables  ,  que  nous  sommes 
obligés  d'omettre  ;  mais  nous  allons  prouver  cette  propriété  de  la 
progresiion  i,  i,  4,  8,  16,  31,  etc. 
qu'il  n'y  a  pas  de  nombre  entier  qui  ne  puisse  résulter  de  Taddition 
d'un  certain  nombre  de  ses  termes»  et  cela  d'une  seule  manière. 
En  effet ,  ^  * 

=  1+    +  Jtr"  +  -v'  +  -v^  +  a'  +     4-  -V  +  -v'  +  etC. 
pour  s'assurer  que  la  loi  de  cette  dernicre  série  demeure  toujours 
k  même  >  on  fera 

=  QAr*  +  /î;»r'  +  ^a:*+etc.      •         *  • 

on  écrira     pour  jet  ,  et  il  viendra 

■              X  *  *      '  , 

.  =  i+i>**.+(2V+i?*'4TJ«'+ettf..  ..\ 

l  "4- jf  ■ 

d'oil  l'on,  conclura 

i+Px+Qx'+Rx^+Sx*-^  etc..  . 
=1+  X -h  Px*-[-P  x^+Qx^  etc.  ' 
P=i,      Q,^F,      A  =  P,      S=:Q,  ttc. 

La  progression  1 ,  3  ,  9,  17,  etc.  jouk  aussi  dé  la  propriété  de 
former  tous  les  nombres  entiers  possibles;  mais  1!  faut  combipeiies 
termes  tantôt  par  addition  ,  tantôt,  par  soustraction»  ' 


/ 
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A  LA    Tm  ioniE  DES'  SUITES,  445 
Les  recherches  dont  nous  prenons  de  donner  une  idée  onrocciipc 
plusieufs  Géomètres;  M.  PaoU  les  a  ramenées  à  llntégratioa 
d^fiqimtîons  aux  (Èfiéreniecs ,  du  genre  de  celles  cpie  nous  avons 

traitées  d'après  lui  dans  le  n*.*  lOié:  elles  rentrent  aus»  dans 
l'analyse  indéterminéè.  Former  y  par  exemple  ,  le  nombre  jb  avec 

les  nombres  1,  a,  3  /n,  c'est  la  même  chose  que  de  " 

trouver  toutes  les  valeurs  dont  les  quantités  i".. 
liées  entf'elles  par  l'équation 

sont  susceptibles  en  nombres  entiers  positifs.  On  pourroît  pousser 

beaucoup  plus  loin  cette  théorie,  qui  se  lie  avec  celle  du  dévelop- 
pement tl'une  puissance  quelconque  du  polynôme  a-{-hx'-  f  etc. 
mais  nous  devons  reprendre  la  considération  des  valeurs  des  inté- 
grales définies ,  interrompue  depuis  Un",  1086. 

 r  i  entre  les  limites  jr=o 

àt    la  rccU:rche 

ctx  infini,  trouvée  ifrjtfri  dans  len*.  1084,  le  déduiroît  ausn  de  '^"'^><:u'»<)»i'>- 
hi  comparaison  de  son  développement  en  série  avec  celles  du 
1091 ,  qui  peuvent  s'obtenir  sans  le  secours  d*8ttcune  intégra* 
tion,  d'après  ce  qui  a  àé  dit  dans  le  n%  109  j. 
L'équation 

/- 


donne  lorsqu'on  7  fait      ?  ,  la  série 

f         t  T  r 

•  —  —  1  I  —  JL,  Me 

quî  exprime  la  valeur  de  l'intégrale  depuis  xs=o  jusqu'à  *=  r  ; 
on  a  ensuite 


.r"-'  at""»" 


En  supposant  n>m,  cette,  dernière  série  s'évanouit  lorsque  n  çst 
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44^  Ch.  III.  ÀPPÛCÂ  TION  DV  CaICUI  JNTiGM ÀX, 
infini;  quand  jr«si  elle  se  réduit  i 


+  —  ^  +  etc* 


m—n       m^tn     m'—in       m — 4a 

et  donne  la  vakvir  de  l'intégrale  proposée  prise  depuis  x  infini , 
jusqu'à  x~i ,  valeur  d'un  signe  contraire  à  celle  que  nous  cherchons: 
en  la  soustrayant  donc  de  celle  qu'on  a  dcjà  trouvée ,  on  formera 
la  série 

1^1         I   _     i'   _|  ^           _^  — etc 

I»    «-«ai     n+m      xn-^m  ^n-^m     ja+fl?  * 

qui  répond  à  —  »  et  Ton  aiua  ainsi  la  yûbu  de  l'intégrale 


jBsm —  ' 
n 

jîroposce. 

Les  mêmes  moyens  nous  conduisent  à  la  valeur  des  intégrales 

14-*"  *       J         I— » 

depuis  jr=o,  jusqu'à  x—i\  car  en  développant,  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  x  ,  les  fonctions  différentielles  «  on  trouvera 
pour  la  première  de  ces  intégrales 

II  I  I  <! 

 +  

m      tt — m       A+m      iMr^m     tn-i-m  - 


'  '  ASin  — 

n 

et  ponr  la  seconde* 

i  î_+_î  -Î-+_L_ 

m  A— m  on— I»  2/14-01 

1      -      I  ir 
—  etc.  s=  


^  *  ^  atai«_ 

•  n  ■  . 

Nom  coaduraos  de  U  que 
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A  LA  Théorie  DES  BûiTR S,  447 
les  petites  équations  renfermées  entre  des  crochets  marquent  les 
Unîtes  des  intéi^ales.  En  observant  que 

on  trouve  cette  relation  remarquable 

deviendra 


tes  valeur!  ,  ,  se  changeront  en 

ffsm   fftang— • 


,    (a  ai  )t  «  X 

xxsm^  lAcos —  ^ 

« 

«■tang"-^ 

i  .^^^a^^— ass  — *^  7^* 

(a — tt)w  trr     ;      lA  * 

1 A  tane      ■    ^  axcot  

.     •     lA  »A 

entre  les  limites  jrs=o  et  x  £=s  i ,  on  aura 

n  est  bien  important  d'observer,  que  les  exposnns  a  et  »  peuvent 
avoir  dans  CCf  expressions  toutes  les  valeurs  possibles,  quoiqu'elles 

soient  déduites  d'une  formule  calculée  dans  la  supposition  que  «et  « 
soient  des  nombres  entiers  positifs  (  n%  1084  ).  Pour  $'en.coa- 


fi 


-  448  Ch.  m.  Appucàtion DU  Calcul  iktégrâz  • 

vaincre,  il  faut  faire  *  désignant  le  dcnominateur  commun 

avtquel  on  peut  toujours  concevoir  que  soient  réduites  Jes  fractions 

quel<;onques  x  et     en  sorte  que.«A  et  «  «  de\  icnnent  des  nombres 

.  .  t^i    ^*  ^    *^  •   «  .  « 

entiers)  on  a  dans  cette  hypothèse  — ,  x  ss^  ,  d  ou  il 

*  i 

résuke 

,  les  limites  de  Tintégrale  demeurtnt  la  nêmes  qu^avant  la  transfor- 
tnation,  on  obtiendra  la  valeur  de  cette  intégrale,  en  substituant 
dans  les  ex  pressons  S  et  T,  tes  entiers  «x  et  «w  ,  au  lieu  de  a  et  de  «« 

* ,  ce  qui  ne  les  change  en  aucune  manière^ 
Cela  posé  »  si  dans  Téquation 

les  quantités  F  et  Xdésignent  desfoncdons  de  «  et  de  «  »  oa  aura 

(  •  55»  )»  -i-^iir^** 

de*     J  du  r 

et  de  là ,  on  conclura  par  ce  qui  précède,  qu'entre  les  limites xso 
et  *=i,  v  . 

 r=  /  1* 


\ 


dm         ./     wîTx*    J  ax 

T=-/  U. 


./     wr^  ax  * 


Les  expressions  i"  et  7  ont  aussi  des  développemens  en  série  qui 
se  déduisent  de  la  substitution  de  ix  et  x — «*  à  la  place  de  n  et  de  m 
dans  les  séries  du  n*.  précéd.  et  dont  on  tiveroit  par  conséquent  de 
nouvelles  séries,  en  ellcctuant'les  diffiraitiations  indiquées  par 
rapport  \  m\  nous  les «pposterons  plus  bas. 

Voilà  quelques  résultats  de  la  tnnsiène  classe  annoncée  dans 
len*.  1076;  elle  a  fourni  à  Euler  le  sujet  de  plusieu»  Mémoiies 
întéressans auxquels  nous  sonoes  forcés  de  renvoyer  le  lecteur; 

nous 


A  LA  T  H  é  0  R  I  E  DES  SUITES.  449 
nous  nous  bornerons  seulement  à  présenter  quelques  applications 
propres  à  fzcrkt  idées  et  à  faire  connoitre  la  nature  de  ces  recher- 
diet.  fi  l'on  pose ,  par  exemple ,  «so^  en  aura  pour  le  second  cas 


Af— I 

ixXx 


En  continuant  de  diffêrentier  par  rapport  à  « ,  on  passe  à  de  nou- 
velles int^jiales  définie»,  dont  les  valeurs  ae  déduisent  de  celles 
qu'on  a  déjà  obtenues;  on  trouve  un»  que 

rx    4.x  ix 


-*      ax  .        't'  %k 


Les  séries  correspondantes  se  forment  aussi  par  la  différentiaîlon, 
comme  on  Tt  indiqué  plus  haut.  Les  nombreuses  conséquences  que 
Ton  peut  tirer  de  ces  formules  s'offrent  d'elles-mâmes ,  nous  nous 
bornerons  i  en  rapporter  une  seule ,  celle  qui  se  présente  lorsqu  on 
a  m^Q  et  9i=  I.  La  prenùère  des  exprcsôoos  ct«dc8sas  donne 

/xdx(\xy  .  ^ 

d  h  série  qui  liù  correspond  se  cbange  en 

on  a  {or  conséquent 

 -1      t_    I      I     I  I 

résultat  assea  remarquable  quand  on  le  compare  à  l'expfessioR 

ir  I     t      I    1  i 

-sBi  — -+  +  -i-etc. 

4  3    5     7   9     "  . 

/dx 
 r» 

Appendice,  LU 


450  Ch.  IU.  AFPUCATtOHDV  CâLCVL  IHTÈGMJtL 

n  eit  ûdle  de  voir  qa'oaauni  par  le  procédé  dont  nons  tnçont 
ici  h  Mfcbe,  Ict  Tateiin  des  deux  cUnei  suiTaotes  de  fimiiike 

•    — ^  d'S  dx  d^T 

dx  d^S  .dx  JPT 

etc. 

en  faisant  pour  abréger 

£^=  .  yz= 


Ih  ttK 
l-\-X  I — X 


1 +*  »— * 
La  tériee  coffwpondeiHfe  aoat 

^11         I  I         I    .  1 

S=  +—  —  + — -^-.etc 


dS 

1 

1 

t 

—       II.  .  . 

r=  — -+  — +  eifc 

A— •         +  »     3A— ■!  JA— «  JA+if 

dT         d^T  rf>r 
et  celles  que  donnent  -j^, 

Ettler  pfescrit  pour  diiEStenricf^Bi  cxpranons  lintet  de  ^  et  de  7  ^ 
des  procédés  dont  le  détail  ne  saurait  trouver  place  id  ;  on  peut 
dViUcurs  les  retrouver  facilemeot»  on  ^ea  fonncr  de  aouYcaux, 
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À  lA   Théorie  h  b  s  s  u  i  t  e  s,  '  451 
1103.   L'intégration  effectuée  par  rapport  à  m  fait  aussi  re« 
monter  k  des  formules  dans  lesquelles  1  «  se  trouve  au  dénominateur. 
Oa  t  par  cène  voie 


.  •'^      *  1« 
I— « 

et  comtnraiit  les^ténoinînations  établies  à  la  fildlla^  pt^céte; 
00  Cornera  cotiMe  ces  deux  cUsMsdrkc^gnksdéfiiiitt  ' 

Jx 


t 

X 

(!*)• 

dm 

t 

X 

Pour  en  obtenir  des  valeurs ,  il  faut  pouvoir  int^rtr  kl 
pressions  finies  de  X  et  de  T;  et  faire  en  aorte  que  les  résuluti 
s'évanouissent  dans  les  mâmes  cif  constances  que  les  fonctions  «ma 

Or,  ^  ,  en  y  finsantls-^ — doaM 

»v      '  a  i\ 

tACOS  — 
XK 

LU  » 


4)2  Ch.  m.  AppucÂTio»  DU  Caicvl  isriGRÀt 
r^ultat  qui  s*évanotttt  lorsque  «=o,  comme  le  £ût  b  fonction 
dans  le  même  cas. 
D'un  autre  côté«  n  l'on  intègre  Pexpresnon  de  5  en  série 

III  III 
 +  —  4-  + — _-.etc 

il  viendra 

rf*  =S— 1  (  A  —  «  )  +  1  (a  + •  )  +  l  (  3  A )  —  1  (  3  A+n)— etC; 


(JX+.)  (7x+«)(9*«)etc; 

Je  n*û  point  ajouté  de  constante  à  cette  intégrale ,  parce  qu'dle 
s'évanowt  de  même  que  Ui  précédente  lorsque  «=0.  La  comparaison 
des  deux  expressions  de  fSdm  nous  conduit  à 

«•(a- 4-*')  1^)  (^A — «)(^A  +  w)(7X— (u)etc  *  * 

(*— )  (î'^H--)  (î*— )(7M.-)etc.  •  . 


Ce  développement  qui  se  déduiroit  aussi  des  formules  du  n*.  109I  \. 
•  la  propriété  de  évanouir  lorsque 

«=5— 5^,  «=4>7x,etc. 

valeurs  qui  répondent  aux  arcs 

o ,  T,         — T ,  a»,  etc. 

et  de  devenir  infini  pour  les  valeurs 

«  =  A,     »  =  —  3A,     «=5^^     #  =  —  7^,  etc^ 
ou  les  arcs 

I,,    — r»>'          i»»     — î»,  etc. 
ce  qui  est  conforme  à  la-  marche  des  tangentes. 
Passons  maintenant  à  l'intégrale 

/Trf.=/_  t>nK  -  =-!«»-,  (      447  )  ; 
comme  elle  s'évanouit  en  même  temps  que  m  t      seraJa  valeur  im» 
sdîate  de 
La  série 


médiate  de /^—r^. 

X  \x 


-.1  X    .     X  I  I  I 

A  M        A-hM      JA  «        }X+M-  «  5A+» 

donne  ^ 

(Ti/#=— 1(a— l(x+i»)— 1(3A— l(jA+i,)_etc». 


A  LÀ  Théorie  des  suites.  455 
mais  ici  il  faut  avoir  égard  à  la  constante,  pour  que  le  résultat  $oit 
nul  dans  la  supposition  de  w=o  »  et  cela  hit ,  oa  trouvtra 

La Ttleor finie '4e  cette  mtégrale, —1  ces  ^,  étant  comparée  au 

produit  indéfini  que  nous  venons  d'obtenir ,  conduit  à  une  ex- 
pccînoo  dé  paiôUe  à  celle  du  ii%  io8f. 

1104.  Nous  prendrons  pour  Anrnier  exemple  de  k  fedMfdie  dct 

L'équation 

 (»+/■)■= -y,-v.(.-;^y> 

obtenue  dans  le  nV  1071,  devient  >  . 

,   Ml-)'"'  ' 

Iors<]^'on  y  fait  m      I» ;  et  comme  ,on  a  d'ailleurs 

•  ''•''}''  y      '..<  M  »  ' .      '    '  ■  '       •  .... 

•  "•■'r.i  ..(f-t)ï-ï/^*(l^)"V  • 

il  en  zj^lte      ■       '        •        ■         ■  T  ^   .  .  î  . 


K    /    i  î 
  \ 

d'bil  l'on  conclut  ^ 


I 
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454  C"'  ^^ï*  ApPLlCATIOff  nu  CaLCUI  JNTéCRAl. 

Il  faut  se  rappeler  que  toutes  les  intégrales  de  cette  équatioo  ont 
pour  Kfflftes  jfsso  et  jràsi  |  pour  plut  dViifSiiancé  moi  y  Chili» 
gérons  p  en  p-^i ,     boos  aufons 


.(0. 


An  moftn  de  cette  dqutfioBt  êtes  le  rappelant  que  «  r  désigne 
ira  ooobre  entier,  et  «no  nooibre£Ricttoiuiaire 

f^s  (l^y=i.».*.r,    /^li)'=M(i-i)(i--»)...(i-.r+i)/i*(l  j)'"'  i 


nous  obtiendrons  , 
I*.  En  laisaBt  q=Pt 

* 

et  prenant  p  —  i=^»  «  =  3,1!  viendra 


i  i 


Lintégrale  du  fécond  meilibre  ne  dépend  qM  do  cerde;  on  jraniènt 
iflmédieteflient  cdle  dn  prcaûer»  en  obiervint  que  i  doit  n^ceisal- 

rement  être  un  nombre  impair ,  sans  quoi  ^  seroit  un  nombre  en« 

fier»  et  ^ne  par  conséquienl  li  Ton  diaufe  i  en  li+iy  on  ann 

f^'(}'y^'Wi  ^/"('îf' 


a 


puis  npponnt  i-f  tasOf  damrcKpftidon  de/</x^l^^  ,onen 


A  lA   ThÉOMIM  J0M9  M  V  t  T  fi  S,  455 
d'oïl  Ton  déduira  enfin  r 

f4>(ii)  '  =i.î.î.Z...  iiil./y. 

*      \  xJ  %  X  %  %  %  ^ 

1*.  Eo  £ûsant  fasi/,  Dom  tromrefOB 

multipliant  cette  équation  monbre  à  monbre ,  par  l'équation  (%) , 
nous  parviendrons  à 

CMC)' 

posant  ensaSte  p^^%  f^^l*  aei»olvtiendroins 

3  r  -.—I  -—I  , 

U  est  visible  par  cette  èquatbn ,  et  par  ce  qia  «  4é  dH  |diu  haut  ^ 

que  la  tiaBscendaMe/i/r  (l-^)      |wéMnte  aénlcncnt  deux  caa 
^Bstiacts»  savoir: 


r    dx        f  r  xdx      n  x^dx  11 


ue  œx 
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4$$  Ch.  IIL  ApM.ieATioifDvCAievL  tHrioMAt 

ou,  nii?aiit  b  notation  du  n*.  1079*. 

r  \  

en  obscnrant  qu'entre-  lei  limites  x  cso  et  '«rss  i ,  on  a  en  féiéial 

f:^^dx{l^)  "  =-^/*— "  (  n%  1079  )  , 


i 


de  cette  manière  la  formule /t^x^i^^  '     ne  dépeodn  que  de  la 

feule  transcendante  dé^jnée  par  ^  à  h  paf^  407. 

.  iiof.  Ce  que  nous  venosp  de.ftire  sur  les  fomuiks 


i\3 


fdxÇl^^»  fdxQ         ,  peut  /effectuer  également  sur  les 

autres  formules  du  même  genre  j  mais  au  lieu  de  nous  arrêter  à 
des  cas  particuliers,  nous  allons  démontrer  ce  théorème  général: 

»  -  K 

/''^(^ ~)"  1  .a. .  .(flï- i)9ii>m)f{x^), ,  .f («-1,/»}}'  ; 

js  et  m  étant  dies  noiobres  lentieis. 

Soit  pour  ahr^/iiA:(lly  =  4(^);  pninpie  l'on  a 
r^aatian  (i)  m  cliaafe  tn. 

loirsqu'o 


A    LÀ    TnàùRtE  DES   SVTTSS»  4Ï7 


lorsqu'on  y  substitue  ~à/»,-^àj,  et  s'écrit  ainsi: 

<-)<-)  " 


En  nettut  dans  cette  dernièft  tuccesnvcnent  «u  lieu  de  p ,  lei 
nombres  i,  &,3..«.,)iy  et  fluiltipliult f IfS fésultats cnti'cuz , 
ji  viendra  . 

,(^Ai)<Tm-  

,^'^<ry(~ym  m^f  . 

1.1.3  «       .      »         V  XX 

il  est  Êidlf  lie  voir  que 


4(^>(=±î)4(^')  


que 


....  ^'^^(c^m-  ^(t)  , 

1.1.3. ........./«  9(i,mjf(t^m)  


.   .  Mmn 


et  comme 

<"4^)=-^C-).  <"4^)="-^^a)'  - 

il  viendra 

d'oïl  «n  tîitn  réqttaiioA  du  théorème  j  en  obscmnt  que 

f(n,m)^  (  n*.  to8o  ). 

m 

1106.  En  supposant  que  les  nombres  m  et  n  ayent  un  diviseur 
commun  r,  nous  tirerons  encore  de  l'équation  (J)  la  suivante 

{r.ir.-^r  m  ^  (  r^m  )(p(  rr^m  )  9(  j^r  ,m  ). . .  ,*(  n,m  )}' 

Pour  cela  nous  y  substituerons  successivcneot  r,  ;»r,  jr, ..••/> 
à  U  place  de/ ,  et  nous  aurons  ' 

r       r. ir«tr» •••••••••••  ,      .  ,       .       .  . 


Jl 


4(^)4(ii^)4(^>.....4(=±iiy 
0r  ^^f^^==.^^ 4^.1.^,  et  ainii de  fuite:  par  0»  Tikiin , 


m  m 
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A  LA  Théorie  des  suites,  45^' 
d'oîi  il  résulte  - .       .  r 

«t  conparant  cette  iquadoo  vnc  It  éumtn  da  n*.  précédent, 
on  aim  celle  du  théorème. 

ti07*  Lorsqu'on  prend  y^âs/i-*»,  TécpMttîoii  devient 

\  n  /  \  n  /    m(/n~^)   -,  . 

'    4(.f.)     "     '     »f  »—>'•>« 

nuis  on  a  par  les      1 180  et  »i84«  pCa— 4*«  ai^:^  ^ ,  et 

nw 

•  j»  • 

de  plus  4^-^^=:i ,  U  viendra  doec 


j^Sin  — 
n 


Faisons  successivement  m—\ ,  w=i,  ^  etc.  et  multiplions^ 
membre  à  membre,  les  équations  résultantes,  nous  obtiendrons 

 — i))V"'  ^  .   .  , 

i0'^^*am —  sin  — . . ,  .ntt^  ^  ■ 

n>     n  n 

Le  fliodbit         un — soi' —  ••iîn-i^-  

.        n       n  ny  * 

f^évaJue  par  le.aojPCAde  la  Êorauile  (Q  du  .iv*.  1094,  en  iaisant 
atlentîe»  que 

.»         ,    j   T         IT  .IT.   n  1  «• 

fin — scBisin  .ces  es  tan  .sin  

a    ■        n   X        a  X  n   x         n     x  ' 

Mmm  1 
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46o  Ch.  m.  ÂPVLtCATtON  DU  CALCUL  iNTÂQMÀt 
et  ahm  dei  autres.  On  aura  par  cette  femarqae 

Sin —  sin  — .  •  .nu  ■■■  ■      '  BBi*^*ttn —  sin  — . ,  ,sin  

n       n  »  mm  n  % 

.IV  II 

XtUI- 


d*o2i  l'on  ebncliin 


pieiuat  h  racîae  èt  chacpie  nenbce  de  cette  étjuatioa ,  et  mettant 
au  lieu  de  la  fonctîoii  4  llnt^grale  qu'elle  représente,  il  viendra . 

Ce  beau  théorème  se  trouve,  maif  lam  démonitratioa,  dans  un 
Mémoire  inétfit  dfEiiler,  que  Pïony  m'a 


xio8.  Les  diverses  formes  d'intégrales  défîmes^  dont  nous  nous 
sommes  occupés  depuis  le  n°.  1076,  suffisent  sans  doute  pour 
donner  des  notions  exactes  et  complètes  de  cette  branche  de  l'Ana- 
lyse* créée  par  Euler,  et  faire  seuHrson  importance.  Elle  est  mal- 
heureusement très-peu  avancée  ;  toutes  les  expressions  qu'on  est 
parvenu  à  évaluer  sont  circonscrites  dans  un  petit  nombre  de  fiymmf 
très-particulières:  les  mêmes  résultàts  qui  reviennent  à  toutnMmént 
font  voir  qu'on  n'a  presque  fiiit  que  tourner  dans  un  cercle  peu 
étendu 'et  qui  paroît  entièrement  compris  dans  la  Théorie  des 
puissances  du  second  ordre.  En  efièt  «  on  obtiendra  par  les  for- 
roules  du  n",  1071,  la  plupart  des  théorèmes  énoncés  dans  Ce 
qui  précède,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu  pour  quelques-uns  dans  le 
n*.  964.  Kramp  ,  dans  son  Analyse  des  réfractions  astronomiques , 
a  déduit  des  facultés  numériques  (  nom  qu'il  donne  à  ce  que  j'ai 
nommé  puissances  du  second  ordre  ) ,  quelques  résultats  généraux 
sur  les  intégrales  définies.  Cet  résultats  reposent  sur  on  théorème 
entièrement  semblable  è  cduidn  n*.  904,  et  sur  des  transforma* 

HUM  V 

tions  .de  l'expression    j       ,  décomposée  en  facteurs ,  d'après  les 

SUIJIV 
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formules  du  n".  1095.  Les  combinaisons  et  les  modifications  que 

8CS  formules  éprouvent  dans  le  passage  des  nombres  entiers  aux 

'  nombres  fractionnaires ,  conduitent  l'uitcttr  à  des  conséquences  p«* 

ndoxales ,  qu*3  leconnoit  pour  tellet  et  qi^  ne  présente  que 

comae  «a  motif  d'examiner  avec  Fattention  .la.  plus,  sévère ,  la 

Tliéorie  des  raicines  et  des  logarithmes  des  quantités  o^itives.  Cet 

difficultés  n^étonneront  point  ceux  qui  auront  fiût  attention  aux  re^ 

marques  du  n*.  878  ,  sur  l'interpolation ,  et  à  la  manière  dont  je  me 

Bins  exprimé  y  en  parlant ,  à  la  page  17) ,  de  Tinterpolation  de  l'es* . 

.  xn  —  t 
sm— 

presNOB  de  ■  '  Le  Chamtre  consacré  k  la  Théorie  des 

facultés  numériques  est  terminé  par  une  méthode  pour  évaluer  ces 
facultés,  soit  rigoureusement,  soit  par  approximation ,  et  qui  dé- 
pend en  grande  partie  des  propriétés  des  coefficims  du  développement 
des  puissances  des  polynômes ,  dont  les  Géomètres  AUemânds  p«* 
missent  s*6trc| beaucoup  occupés  depuis  quelque  temps,  ainsi  que 
nous  l'avons  déjà  indiqué  au  n°.  1044. 

L'analyse  que  je  viras  de  faire  de  la  Théorie  des  facttUls  muni' 
rifMaf  donnée  par  Kramp,  suffira  au  lecteur  intelligent  pour  le 
mettre  en  état  de  comparer  cette  Théorie  avec  celle  des  pubsançes 
du  second  ordre ,  en  observant  que  le  Géomètre  de  Cologne  ap- 
pelle base  lé  premier  terme  de  la  progression  des  facteurs ,  et  qu'il 
enseigne  non-seulement  à  changer  la  différence  de  cette  progression  , 
à  la  réduire  ,  par  exemple ,  à  '  Tunité ,  comme  je  Tai  fait  dans  le 
n*.  901 ,  niab«icpfe  à  donner  à  la  fiKtdté  une  base  quelconque, 
,  ce  qui  ^effiKtue  ansâ  facilement  que  le  changement  de  diffiéiênoe 
ce  par  un  procédé  aaidogue.  Le  dâQnit  de  tems  et  d'espace  ne  m'a 
pMut  permis  d'entrer  dans  déplus  grands  détûls  i  mais  fjr  reràndnd 
ailleuA  y  si  .les  circoBStances  me  le  permettent 

1  too.  U  formule  f$r^âx(  i  —   ;%  égale  à  — 1>  5  F— I  .    ^  P^*»" 

m         L  »  _J  près  à  évaluer  Ici 

entre  les  limites  x  =  o  et  Ar=i  (  nMoya  )  ,  se  rencontre  fré-  d/J^fôSs^î 

quemment  dans  la  recherche  de  la  probabilité  des  événemens  futurs,  gràiub  nonlnci. 
d'après  l'observation  des  événemens  passés»  les  nombres  /»  et/^  qui 
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4^1.  Ch.  m.  AfPtieATtùH nu  CALCVtiHTkGttÂt 
dépàidoK  4e  cet  dtermen,  «me  alort  telteoient  grands,  qu'il  est 
Impoi^Mc  d'eftdiKr  la  mnlâplicaiioa  des  fÎMteufs  doat  est  îvmJk 
la  ppodiût  qui  expriaie  cette  inr^rak. 

Oa  arecoundans ce  cas  à  une  appronmatim  qui  fiiit  comioSne 
les  pieaîevs  chtfiw  de  ce  produit ,  et  qm  suffit  »  paict  qu'Une  s^t 
que  de  lapporfs  d*int^ftles  scmblahks  à  la  proposée.  Les  formules 
du  n*.  ,  domient  iauraédiatement  cette  approximatton  ;  mais 
Laplace  l'a  déduite  aussi  d\ine  Théorie  générale ,  dans  laquelle  il 
s*est  proposé  révaluation  de«  fonctions  degrends  nombres, et  dont 
nous  allons  donner  un  extrait. 

Le  principal  objet  de  ces  recherches  est  (^obtenir  les  intégrales 
des  Fonctions  différentielles  renfermant  des  facteurs  élevés  à  de 
grandes  puissances  ,  par  des  séries  d'autant  plus  converjgentes  que 
les  exposans  de  ces  puissances  sont  considérables. 

Soit  j «/x  — «'«'"«"'"..., .p<^.v  la  différentielle  à  intcgrer  entre 
les  limites  x=^%  et  :);=9'i  u,  u\,,,p,  désignant  des  fonctions 
de  X  9  et  5 ,  s',/*  etc.  des  nombres  trè»>grands.  En  représentant  par  Y 
ce  que  devient  y ,  lorsque  x  devient  9 ,  nous  htcmjr^Tr',  §  étant 
le  nombre  dont  le  togarithmè  népérien  est  rui&té;,notts  tireront 

.4e U  t^"^  —  j  et  considérant  x  cornac  une  fonctioa  de/,  soos- 


dx  t      d'x  i*       d^x  r 


dt  l     dt*  I.»    dt'  1,2.3  - 

a^qbsefW^dÉftiee,  afrtaltf  dilHfcnàuiosia,,«a:o«  yalenrqal 

Y 

répond  à  celle  de  jrs=d  et  (][ui  change  y  en  Y.  L*éqiiation  — • 

'   •        V*'  ydx 
ceàduflaBra  iiss^^.  on  aura  -7-s=«-'^ ,  expresûon  dans 

y  dt  dy  ' 

laquelle  dy  introduit  au  dénominateur  les  exposans  s  y  s',  s\  etc.  Si 

dx  dx 

rba  ûh'  pvut  abi^  ^y  ^^y^  il  vieadci  ièasBs-^-;  .ef  cette 
éqpiaSioo.  fioivnijra  te  moyen  d'exprimer  kt  ceeiffidena  diftreaâelg 
ib'  "SF*         ^'iJF»'^^*  ^ <t»tant  y  comae  mfooctioii 


A    LÀ     T  H  é  0  RI  E    DES    SUITES»  46} 
4e  *,  et  X  comme  une  fonction  de  r  ;  on  ttouvera 

4ix         d*x    dvdx_vdv      d^x     d.vîv  d»  W.yj» 
7^^*    l^^diZ'^'d^'    dâ^  dt"  da^  , 

d^x     d,vd,¥dvd*     ird.pd^pdp  . 

Âï*    d^  Tt^~^  

...             d'x     vd,vd,¥»é*d¥  .     ^  . 

En  génénl  on  aura   — — ,en  supposant  dx  constant 

dans  le  second  membre;  et  représentant  par  Vck  «{ue  devient  v  quand  x 

,  „  ,        rd»yd,y  dy ^ 

tant  est  égal  à  fl ,  ou  /  égala  lero  >   d^"-* 

sera  ce  qncdavient  ^ ,  pins  on  obtiendra 

'  t     VdV   t"  Fd.FdF 
1      dt    i.x         dd*  I.X.3 

dy  t  i,ydy  i»  .  , 

+  — +  etc}  . 

„ /,    ,    dF  t  d.ydr  e     ,  , 

Le  second  menibta  de  la  dernière  de  ces  éqoations  d^icttd  dSs  inf  é* 
gratcs  comprises  dans  la  formule  ffdtt".  Si ,  dans  cette  formule,  on 
ûît  r^r.  les  limites  de  t  étant  o  et  llnfini,  celles  de  {  scioot  i 

et  0 ,  et  Ton  aura  — P{(  I  -)  à  prcfldie  depuis      1  jusqu'à  î  =  0^ 

ce  qui  donner»  t*!.)...  .n  (  n*.  1071       viendra  donc 

dF    d.VdF    d.Fd,Fdy  ^  _  - 

pour  la  valeur  àtfydxy  depuis  x  =  fl ,  jusqu'à  la  valeur  de  * ,  qui 
répond  à  /  infini.  Prenant  de  même  la  ^nkaf  Mfydx ,  depuis  x=^^\ 
)usqa*ft  li  valeiir  de  qui  répond  à  t  infim^  ce  qnt  iTeÂctiien  en 
marquant  dTnn  adoent  les  quantités  T  et  F;  pour  sqdiquer  que  daai 
ce  danier  cas  eÙtt  se  npponnic  kf^WL  ffOuTcr»  91'encic  Ici 
mîtes  «sast  et  cssi^', 

r.,^,,  d.rd.F'dr 
/j.i^=rr(i+^+-^4.— 5g;3— +etc.) 


dF    d,FdF    d,Fd,FdF  , 


464  Ch.  III.  AppiicATiox DU  Calcul  istécràl 
La  variable  /  a  enticiement  disparu  de  ce  résultat ,  dont  leî  diSe- 
rentiations  ]ne  sont  relatives  qu'aux  lettres  9  et  à  j  et  &i  ces  lettres 
catroient  primitivement  dans  Texpression  àt  y,  il  ne  fiiudroit  faire 
varier  que  celles  tiulatioAiiRrit  k  changement  de  »  en  I  et  co  f', 
dans  le  passage  dey  à  T  et  i 

Pour  se  çottTaincreqae  la  fomule  (J)  doit  toe  en  f^oM.  tiisv 
cosTergente,  il  suâit  de  icnanioer  ^  h  quantité 

r— ..«i  —  


dv  sdu    s  du  dp 

aii6r  udx  fdx 


deviendra  d'autant  pins  petite  que  les  exposans  t ,  etc.  seront 
considérables,  si  toutefÛs  le  dénominateur  ne  contient  pas  des 

Êicteurs  de  la  forme  (x— «  dans  lesquels  a  diftre  peu  de  d  ou 
de  I'  ;  car  il  est  visible  que  la  substitution  de  ces  qoandtÀ  rendroit 
ce  facteur  très-petit  ,  et  que  les  termes  divisés  successivement  par 
(«— («— .*)"^',  (x— tf)'**!  etc«  devicadroieot  de  plus  en 
plus  grands. 

1 1  iQ.  Pour  ce  cas  on  désignera  par  |^ce  quç  devient/,  lorsqu'on  7 

change ar en  4;  et  puisque  (x~<2)'"estan6cieurdè         ou  de 

T  Y 
4A-r^t  («— «)"^  sera  le  taeur  correspondant  de  1 — ^  04 

^-  ^  7 

»  a  ,a  '  « 


(ir-.iy)-'+» 


dPoh  Pon  conduit    ^«(IF— 1/)"+',      «1— tfsf»/, 

V  ne  devenant  point  inâni  lorsque  x=ii.  Les  valeurs  de  ^  ,  etc. 

•  « 

déduites  4e  réqvadon  x~tf=v/,cn considérant ,  dans  le  ^eaaùkokt, 
membre,  v  comme  fonction  de  «  comme  fonction  de  r,  et  né- 
gligeant les  tqimes  multipliés  par«,  qui  s'évanouissentlorsque  xssa  , 

seréduiiontày,  tt»  —t—t*  cte.  et  nettant  dans  ces  dermè* 

dx*        d  X* 

res  y  au  lieu  de  v  ,  pour  marquer  qu'il  fauty  changer  x  en  <2 ,  aprcs  les 

di^érentiatioiii  « 
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A    LA   THÈORtE  DES  S  U  t  T  E  S,  46^ 
diflifreotiatîoiis ,  on  aura 

x^aAr  V — -f-  ,  ^       4*  .  >        4.  etc. 

■  et  Fan  en  déduira 

«xpresnon  dans  laqudle  il  ftut  encore  elfcctuer  les  intégrations  corn* . 
prises  dans  la  formule  ffdtt       ,  qui  se  transforme  en 


"m^x  lorsqu'on  hk  e        =  ^ ,  et  se  réduit  par 

Ut  formules  dn  &%  4&8«  au  cas  oh  rmosant        est  une  frac- 

ûùa  négative.  n 
En  intégrant  par  parties  Feipression après  l'avoir  mise 

«ous  la  forme /«•^./V^c    '  :oa  trouve 


r  étant  le  nombre  égal  au  quotient  entier  de  la  division  des  parm+ 1| 
par  là  l'intégrale  proposée  est  amanée  aux  suivantes 


dont  il  faudra  caknlcr  les  yalciiii  par  la  nâliodci  appronnativii» 
ÀtfutdiU^  Nnn 


466  Ch.  III.  Application  du  Calcul  iifTEGRjL 

La  formule  (B)  doit  être  regardée  comme  un  supplément  à  II 
formule  (J}  pour  rintervaUe  dans  kguel  x  dlfïère  peu  de  «. 

On  panrîendni  fiMtlemeiit  ws  vrieurt^  -^r — ,  — rr-  • 

dx  dx' 

au  moyen  du  développement 

ir— l^=(jt:— +  +         a)'+Z?(A:-^)'+etc.  }  , 

pour  lequel  on  a 


en  faisant  après  les  diffibentiationi«sai  :  oa  eutirera  iouBé^ateiBciit 
les  puissances  de  r. 

un.  OttTohfniettxIaaatnrectlesarantafH  des  îoitwBà»(J) 
et  ('iV^  en  ks  pirtkii]aiîiint«  c'est  pourquoi  nom  peendroas 
i^xf.  Nous  antons  poor  h  première 

et  pout  exprimer  qiie>  et  f  sont  de  grands  nonluei,  nous  *tem 

/=JL,  tf=s^,  A  étant  une  très-petite  fraction  »  il  viendra  alor» 

I-(l+/3)*  ' 

mnsî  y  sera  de  l'ordre  &;  et  l'on  voit  évidemment  que  tous  let 
termes  de  la  série  (A)  seront  ordonnés  suivant  les  puissances  de  «, 
Cette  série  est  donc  très  -  convergente ,  lorsque  le  dénominateur 
de  V  o*ett  pas  trè»-p^t  à  Tuoe  ou  à  l'autre  des  limites  de  l'in- 

t^rateyCtponrcciailânt  qnef  et  4' diiftrcnt  beaucoop  de 

En  effet»  ropoHUtt  dn  dénominatenr  de  ^  croissaot  de  limité 
â  diaque  dtflbenliadoay  le  terme  multiplié  par  aun  ua  d^ 
Maùntew  Hevé  à  la  pdssance  m^i<  Il  suit  de  là  qne  «  doit 
•être  ffloiadveqHe  le  qnairé  da  dénooâaatenr»  pour  que  la  çoaver- 
graoeaitSea^et  qne  par  coaséqucat  la  fi»aule^^>  peut  être  en- 

ployée  depais  «so  jusqu'à  «s -^  —  J",  pourvu  que  «</*; 
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'A    LA    T»  i  O  M  lE  J>S9  SVlTKSl  4^7 
On  trouvera  dans  cette  hypothèse 

-iB^*(i-(i+iB)/r'(i  +  ^^)*^*  ; 


Li  même  série  peut  servir  muA  depuis  «ss  jusqu^àxsr, 

parce  que  la  supposition  de  x=i ,  donnant  j<=o  et  v=o  >  la  valeur 
de  fy  dx ,  dans  ce  deniHr  cas ,  oe  êBbtt  de  odie  qui  i^KNid  m 
pieiiûer  que  par  le$igncde#y  à  cause  qaTcUe  est  prise  en  eenscom- 
tnure,  par  te  changement  de  signe  qu'a  suBi  dans  rexprenion 
de  la  liraitey  la  quantité  /  ;  il  suffira  donc  d*éaire  dans  la  séria 
prccédeatt  —1^  a»  lieu  d«  ^  changer  te  signe  du  résultat 
tel. 

^iiu  Livatenv  x=  ,  qui  tead  nul  te  déavniaatnirdt  i^^ 
fusant  évanouir  te  cociBdent  diffibentîel  -f- ,  répond 


dx 

de  j  (  n'.  149  )  i  on  ne  peut  donc  par  ce  qui  précède  obtenir 
rintégrale  fydx  dans  le  voisinage  de  Ce  maximum.  H  faut  sdors 

iceootir  à  te  fomute  (BJ,  dans  laquelle  a  ttpsémtÊn  --rr  r  et 

resposant  m  sen  runité,  en  sorte  qaToo  aura 


Ml*        A  V*  t     ^  V*  f 

fydx^fd.,    {/'+-^-+-^-_  +  «^}..  

H  est  visible  que  les  termes  de  cette  série  ne  seront  pas  multipliés 

f  F 

respectivement  par  «  y  etc.  mais  par  «  ,  « ,  « ,  etc  

à  cause  du  radical  qui  entre  dans  Tcxpression  de  v.  Lct  inté» 

jpitei  rdfthm  à  / se  lanèocnt  tontes  kfdn  fVa^MeÊMÊÊ 


46^  Ch.  ni.  ApPtlCATtON  DU  CàLCOL  IHTÈGRÂl 
algébriquement:  on  a  par  la  fonnule  du  n*.  xxte 

Si  l'on  représente  par  /  et  les  deux  finîtes  de  on  trouvera  entre 
cet  limites,  ^  • 

a        K  dx     î.xdx   •    1.1.3*/*'  <' 
1        \  dx     i,xdx*  .     1,1. ^dx^^        '    •  }. 

il  ne  ^agît  plus  que  d*!Dbteair  Tint^le  /di9  , 

Ce  résultat  se  simplifie  Beaucoup  loisqu'dn  prend  ^et  Z",  de  ma- 
nière qtt%  répondent  aux  valeurs  de      qui  rendent  y  nulles  eC 

yéquation  rss  V^ir—  \y  montre  qu'il  ftut  ftire  pour  .eda 
Xa  — inf»  /'»-l-in^  Dans  cette  hyppthise  les  quantités  * 

l't     ,  l"t    ^  9  s'évanouissent  (  n°.  140) ;  orra jfîtt*    =V«^,  et 

En  faisant  ot=i,  dans  k  développement  de  IT— 17,  i»f 
diqué  n*.  11 10,  on  aura 

d*oU  l'on  tirera  '  ^ 

On  foimetoit  drùae  mamèie  mialognt  les  pwssances  de  i^»  que 
roodifiSc^tieroit ensuite iommeréaige la  formule,  pmsonftroit 

«  es  4  ;    supposition  qui  réduit  v   k  A    * ,  et  Texpressiott 

4l>.l^sx— —  — «  à  ^J>s  — fàGauleqiHehTalearxâsMS 
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propre  an  wMXimmn^  ftit  évanouir  dy.  Il  suit  de  là  que  dans  Fliy- 
potbèse  établie  après  les  diffirentiatiôiis , 


et  que  par  coméqiMat  V=  —  ?  en  aorte  qi^en  n'ayant 

éffixà  qu'au  premier  terme  de  la  série,  il  vient 

fydx=^         .  ,  ou  (/ydxy=  — . 

^  d9^ 

Dans  l'exemple  que  nous  avons  cltoi» ,  oh  yss«^(i — x)*, 
on  trottve  «s=  —y—  ;  et  calculant  dai»ès  cette  dermère  valeur 

celles  de  r  et  de  on  obtient  ,  en  conservant  les  déaofflins» 
tions  adoptées  plus  haut , 

Si  on  poursuivoît  le  calcul ,  on  trouveroit  de  même  tes  autres 
termes  de  l'expression  de  fyJx;  tous  rentreroient  dans  ceux  de  la 
série  qu'on  obtiendroit  en  dcveloppant  l'intégrale  fydx  ,  en  produit 
indéfini  (  n*.  1071  )j  et  en  calculant  ces  produits  par  la  méthode 
da  n%  945. 

I  I 13.  Si  les  limites  de  ilntégrale         étoîent  quelconques  » 
—I* 

rSot^ale  fdf   'ne  aeioit  pins  'donnée  immédiatement  par  la  dr^ 
conférence  da  ccrcie,  et  si  l'exposant  m  du  facteur  «—a,  dans  UT— 
Sttfpassoit  1  y  on  anroit  aussi  de  nouvelles  intégrales  à  évalittr. 

— <• 

Pour  calculer  inunédiateniait  la  valeur  de  /</  <  «  ,  lorsqu'elle  ne 
doh  pa»  ène  prise  entre  les  deux  Uaites  infinies  de  f  >  Laplace  donne 
fdcnx  séiics.qnenovs  allons  rappoftcr.  . 
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I*.  En  développant  l'exponentielle  «  ,  suivant  les  puissances 
de     et  intégrant  chaque  terme  depuis  t=.o ,  jusqu'à  t=    on  obtient 

/dit    ssT—  H  —  +  etc 

Tant  que  Tne  len  pu  ttè^-gnad»  oette série len  coirrcfgMite;  et 
.élit  tend  toaîonn  à  le  devenir  par  it  oiture  (  Int.  n*.  %i  ). 


.1 


i**.  On  peut  donner  à  U  diâtérentielle  dec     la  forme 

*^,%tdi*    ».  ft  en  intégrant  ensuite  par  parties 

second  lacteur ,  on  trouTeta  cette  séiir 
— r» 

qui  paroSt  convergeAte  au  moins  dans  ses  prenucrs;tmes  lois^e  T 
est  très-gtand,  mais  qui  pourtant  finît  par  être  divergente.  Ce* 
pendant  comme  les  termes  qui  la  composent  sont  alternativement 

positiâ  iet  négatif,  sa  partie  convergente'  ptat eneott  donner  dea 

— «• 

limites  de  la  valeur  fdte  ,  depuis  t  infini ,  jusqu'à  nssT^cn 
lifflitei  seront  resserrées  le  plus  qu'il  sera  posnble,  Idtsqu'on  aura 
poussé  la  sétie  jusqu'à  la  fin  de  laconvagence  ,.c*cst*à*éire ,  jusqu'au 
pcSnIl  oii  là  diffirence  de  deux  termes  «onsécutift  est  moindre  qnt 
dans-le  reste  de  In  séria. 

Ce  que  nous  avoua  dit  précédcmmenfaur  les  int^cale»  définies  dn 

la  forme  fdxQ       nous  dispense  de  suivre  Laplace  dans  les  détails 

où  il  entre  relativement  à  Hntégrale ,  lorsqu'elle  doit 
être  prise  depuisr  s:  o ,  jusqu'à  e  infini*  En efltt» cette int^rale  v  ét^ 


transformée  dans  le  rt*.  iiio  en  — — ;^--/'^i(l-V+»  ,  en 


,«  «t  «eUa-ci  éok  visiUemne  êtit  priseeoimlea- 

liantes       i  et  {sso,  quand,  h  pnaùiav  Pe#  difuii^  '^o^ 
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jttiqu'à  i  infim;  les  théorèmes  des  n*«.  1104  et  smiv.  Vapptiquent 

éom  éiam  A  l^itégrale  fii'du      \  et  donnait  cfei  moftos  d'en 
xédiiîre  Je*  SSUtm  cas'  aux  tnvioendanta  distbcies  qu'elle 
,  contient. 

II 14.  Laplace  indique  ensuite  xe  qu'il  inX  fiiire  pour  aj^li- 
qner  sa  méthode  aux  int^rales  doublet  et  triples,  n  montre 
d'abord  comment  on  peut  changer  ]e«irs  Unûtes  variables  en  d'autrea 

qui  soient  déterminées.  S'il  s'a^ssoît,  par  exemple,  d'évaluer  la  for- 
mule ffydxdx',  ta  intégrant  en  premier  lien  d^uis  «^sJIT^ 
jusqu'à  «'=  X\  on  feroit  ar'=2r+  »{X' — X)\  on  transformeroit  , 

d'après  cette  hypothèse,  Texpression  ffydxdx^  en  une  autre  de 
la  forme  J fy  ( X — X)  dxdu  ,  du  (  n',  5 17  )  ,  dans  laquelle  l'ia-, 
tégration  relative  à  u  s'eiFectueroit  depuis  u=o ,  jusqu'à 

Cela  posé ,  nous  regarderons  dans  ce  qui  va  suivre  rintcgratt 
ffydxdx'f  comme  ayant  des  limites  constantes,  sayoir: 
ar  =  9,      x==fAf      x'—B\  x'=i/. 

Représentant  à  Tordinaire  par  V  ce  que  devient      lorsqu'on  y 

change  «  et  a^  en  9  et  fl',  on  fera  y=Ye      ,  ou  1  Y—  \y  = 
substituant  enstdte  0+{  et  A'+l'»  à  «  et  à      puis  développant 
1  y—\y  en  série,  par  rapport  aux  puissance»  de  {et  de  (  a*. }» 
on  mettra  le  résultat  sous  la  forme 

en  rassemblant  dans  M  tous  les  termes  qui  conriendront  ^  seul  ou  i 
combiné  avec  et  dans  W  ceux  qiû  ne  contiendront  que  on 
fera  séparément 

La  seconde  équation  fournira  immédiatement  parle  rdonrdessnîteSf 
une  expresâon  de  ^  en  à  l'aide  de  laquelle  on  tirera  de  là  première 
l'expression  de  {  en  /  et  /;  il  ne  restera  plus  qu'à  transformer  le 
produit  dxdx'=did(y  au  moyen  des  différentielles  di^dif  ^  et 
en  supposant  {s=iV<»  (=N't\  on  aura  (  n%  ) 
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l'intégration  des  difi&rens  termes  du  second  membre  de  cette  équation 

 » 

dépendra  des  formules  ffdtr\  f^'dtfc-  ;  si  l'on  com- 
mence par  nnt^aûon  reladve  à  et  qu'entre  les  lifflitcs  /=e 
et /infini^  l'on  ait 


—  —^d^'^d, 


YQ  sera  la  valeur  de  fyJx',  depuis  j/s  0',  jusqu'à  la  Taleur  de 
qui  répond  à  /  infini.  Remplaçant  ensuite  par  dansjr  et  dans 
que  nous  diangerons  en  conséquence  «t  JT  et  Q',  nous  aurons  Y'Ç[ 
pour  la  valenr  de  fydti^  depins  «'ss/,  iusquTi  la  valeur  de  x'  qui 
répond  &  llnfîm,  et  nous  conclurons  de  là  que  TQ — Y'Ç[  est  la 
valeur  complète  de  fydsé^  on  que  pour  obtenir //yd'x-ix',  il  ne 
reste  plus  qu'à  intégrer  par  rapport  à  r  la  fonction  YQ^dt — Y'Q^dt, 
Faisant  alors  fQdt=R,fQ'dt=R',  Ret  R'  étant  prises  depuis  /•=©, 
jusqu'à  t—  infini ,  on  aura  YR — Y'R\  pour  la  valeur  àç  fy  dxdx\ 
de^uis  A-  =  fl,  jusqu'à  la  valeur  de  x  qui  repond  à  t  infini.  Fnfia 
dans  r,  Y\  R  et  R\  on  changera  9  en  ,  et  représentant  les  résultats 
par  I'  ,  r', ,  R,  et  R\ ,  on  obtiendra  Y^R^—  Y\R\ ,  pour  la  valeur 
de  ffydxdx\  depuis  «=f*,  jusqu'à  I4  Valeur  de  x  qui  répond 
A  t  infiiû.  Prenant  la  diiférence  entre  cette  quantité  et  la  précédente^ 
on  trouvera  qu'entre  les  limites  x'af'  et  x^ss/,  x=f  et  «as^c^ 

Celté  feewile  est  analogue  à  Téquàtion  (A)  du  n*.  11 09,  et 
ne  peut  pas  non  plus  seriv  auic  environs  du  toâadmmm  y  % 
pour  en  trouver  une  qui  soit  appropriée  à  ce  cas»  il  fiiut  conÂlérer 
si  le  maximum  a  lieu  par  rapport  à  Tune  des  variables  seulement  » 
ou  par  rapport  à  tontes  deiijÉ  én  même  taqs,  c'est-à-dire ,  sfil  ne  fait 

dy  dy' 

évanouir  que  Fun  «des  coefficieos  différentiels       -j^,  ou  1^  les 

dv 

rend  nids  tout  deux  (  n!*.  if4 )•  SS  l'on  avoit  teuleoMut        o  , 


on  prcndroit  jcss7«        ,  tandis  qu'il  faudroit  fmtysOTi  ^ 

IM5. 
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TI15.  Sans  s'arrêter  à  ces  circonstances  particulières,  Laplace 
indique  le  moyen  de  parvenir  à  des  formules  qui  donnent  l'intég-^a!? 
ffydxdx'dx  \  entre  les  limites  de  x  ,  de  x'  et  de  x\  qui  rendent 
nul.  Il  part  pour  cela  du  maximum  absolu  de  la  fonction  y ,  qu'il 
suppose  correspondre  à  «ss«  j  i^suf  ^  sessa'^  et  qu*U  désigne  par  Yi 
U  frit 


ét  développant  ensuite ,  suivant  les  puissances  de  f'»  le  ptenùér 
membre  de  l'équation  ' 

H  lui  donne  la  ferme 

^{^+ iM'c"— 

en  réutûssant  dans  M  tous  les  termes  multipliés  par  et  conte- 
nant 1%  dans  JM'  ceux  qui  ne  contiennent  que  {'  et  et  en&i 
dans  M'  ceux  qui  ne  contiennent  que  {'  seul.  U  déduit  de  là  les 
trois  équations 

.  M^ss^^      Jlfi'-ss/S  .JMV=/^, 

qui  résolues  9  en  commençant  par  U  dernière  «  au  moyen  du  retour 
des  suites ,  donnent 

l=Ni;     (=]f/,  l'^tr^, 

if  étant  une  fonction  de  V.seul  »  jy  une  fonction  de  /  et  i*,  et 
enfin  S  une  Onction  de  / ,  /  et      Cela  fait  9  il  transforme 

dxdx'dx"=.  did(dC,  en  ~^r-  il  obtient 

fÇfydxdxd^^^YjJj.^  .—  —-dautu 

n  ne  fagiit'plus  maintenant  que  d'évaluer  les  int^rales  des  terme» 
dit  second  mend>re,  comprises  dans  la  formule 

n  n'   n"  i/»— 

ffft  t'  t"    d  t  d  t'd  t"  e  ; 

les  limites  des  variables  r ,      /,  étant  l'infini  négatif  et  l'infini  po- 
sitif, on  rcconnoîira  conjme  dans  le  n°.  iiii,  que  l'intégrale  ci- 
dessus  s'évanouit  toutes  les  fois  que  l'un  des  nombres  n ,  «% 
Appmdiu,  Oqo 
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sera  impair  ;  et  dans  le  cas  où  ces  exposans  seroient  pairs  Oti  de  la 
forme  %i,  xi\  xi\  on  trouveia,  an  mo^ren  de  HntégiratiQO  par 
parties,  que  la  même  expression  se  réduit  k 

i.3.y...(2i — i).i.3.5.  ♦  .(i/' — i)»i.3«^»«»(ti'— 

r&ultat  dans  lequel  le  numérateur  de  Texposant  de  est  ^  an 
nombre  des  variables  indépendantes  x ,  x',  x*. 

Si  Ton  veut  se  borner  au  premier  terme  de  la  série  qui  exprime 
ïîoié$inUfyJxd3^4x',  ttnotqm  suffira  lorsque  ks  exposant  dee 
fréteurs  de  y  seront  en  trcs-grands  nombres ,  on  aura  »  par  un  calcul 
iRfflblable  à  celui  qui  termine  le  a*. 

.  ,  d'y  d-Y    d'Y  ^, . 

les  quantités  ^-^ ,         ,  ^  — ,  désignant  ce  que  deviennent  les 

j*y    d^Y  d^y 
coeifîctens  dil^ntiels -7^ ,  ->       -7-7-,  lorsqu'on  y  substitue 

M,  a',  a\  au  lieu  ét  X,  x\  x".  On  tirera  de  là 

—     „  »  « = — 7==»  t  =  — 


puis  cette  équation  approchée  fjrdxdx'dx'ss 

y*  1^  y 


* 


dx"    '  dx"    ^  dx"* 

d'oil  l'on  conclura  cette  autre 

,    .       ■  4  1 

^   da^  d*!*^  d^ 
En  calculant  à  priori  VïniégrA\efdtdi'dt"c''''^'''^*^  ,  nous  n'avons 


/- 
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considéré  <|ue  trou  variables ,  maïs  U  est  évident  que  la  méthode 
demeurera  la  même  qud  que  soit  le  nombre  des  variables.  ' 

'  .       Examen  de  \, 

Il  i6.  Nous  allons  acqwtter  ici  rengagement  que  nous  avons  pris  trmscendante 
dans  le  n*.  435,  de  fiûte  connoître  plus  en  détûl  la  tnuiscen-yl^. 

dante  J~''~~~~>        se  change  en  J*~Y^9  lorsqu'on  fait 

En  dévdoppant     nous  avons  déjà  trouvé  la  série 

Si  Ton  fait  Ar=i ,  on  a  une  limite  naturelle  de  cette  intégrale  donnée 
par  la  série  convergente  ■  - 

1  I      I       I        I  I 

I  + —  +  -.  h-.   -»-etc.  =  «« 

2  i.x   3    1.1.3    4  i*i>3*4 

et  l'on  trouve  avec  cette  valeur  de 

Cette  formule  donnera  facilement  les  diverses  valeurs  )le  lintcgrale  » 
depuis  -r  =  -  ,  jusqu'à  «  =  i  ^  elle  fait  voir  que  la  valeur  de 

est  de  plus  en  plus  convergente  à  mesure  que  n  augmente  et  se  réduit 
Â  —1^  lorsque  n  est  infinie. 

Si  l'on  se  servoit  de  la  série  (i)  pour  les  valeurs  négatives  de  x , 

poù^'ces  valeurs  y.  ce  qui  pourtant  ne  sauront  toe;,  '  «nsi  qu'on  ptut^ 
'  ^«D  convainae  en  suivant  la  marche  de  cette  iatésnle  pm*  lsi< 
viieurs  successives  de  la  fonction  différràtieUe,  d'après  lasmédiètledit'. 
n*.  470  ;  ma»  on;  parvifnt  km  résultai  liel^,  eà  'changeant  le  signe 

O06  % 


',  prise  depuis  «=1  jusqu'à  x=^o ,  est  infinie ,  car  la  sérié 
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de  dr  avant  llnt^atiofi ,  car  oh  a 

 ==/^dx\ — +1  +  etc.  [, 

dToii  l'on  conclut 

 +  +  «tc 

X  T    1  i.i     3  1.1.3 

X  étant  pris  avec  le'signe  +  ,  dans  cette  équation.  L'hypothèse  :c=o 
donne  encore  un  résultat  infini ,  et  l'on  peut  fixer  rorlj;"ine  de  l'in- 
tégrale à  x=  I  ,  mais  il  restera  à  savoir  ce qu  elle  devient  quand  x  est 
infini ,  car  il  se  peut  que  la  différence  entre  la  partie  posinve  et  la 
partie  négative  du  second  membre  demeuré  finie,  quoique  chacune 

^  de  ces  parties  soit  infime;  et  dans  ce  cas  Tintégrale  I — — — ,  prise 

depuis  :r=si  jusqu'à  x  infim  o^thremcnt ,  anrtnt  une  valeur  finie. 

Pour  éclaircîr  cette  difficulté  considérons  l'expression  J*~Ç^* 

qui  repond  à  la  série  (i)»  transformée  d'après  la  rektioo  t'=\\ 
nous  aurons  * 

les  valeurs  x— — i  et  x  infini  négativement  correspondent  à 

et  à  {=o ,  limites  dans  lesquelles  la  série  ci-dessus  a  des  termes 

ladvcmènt  au  fiicteur    ,  on  obdendia 

etc. 

d'où  l'on  conclura  l'équation 

■ 

dont  le  second  ncodxc  a  la  propriété  de  ^énaçtûr  lorsque  {=^o, 

et  se  védnit  à 

.  — ^"'{1— i+i.»— i»x»3+ etc. } 
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lonque  En  ajoutant  à  la  série  (a)  la  constante  E  + 1— F, 

ou  £+\F-{-l-^i ,  et  en  observant  que  t— 1 4-n^l(— 1^) ,  on  aura 

puis  faisant  poi)r  ahr^  E  +  lF=sJ,  et  comparant  cette  série 
avec  (  3  ) ,  en  supposant  dans  Tune  et  dans  Vautre  {=^\  on 
formera  l'équatton 

^  — .  -H  ^  etc. 

I    1  i.i  31.1.} 

= — <"'{  I —  I  +  i,x —  1.1.3     ^'c.  }  , 
de  laquelle  on  tirera 

>^  =  — i—Af}  4- A', 
en  représelitant  par  M  la  série  divergente  ■ 

dont  la  limite  rapportét  a%  1047,  est  o»40}6{  14077;  et  par  la 
série  convergente 

I       T         t  1 

t  .—•+■-'.  -—etc. 

1  i.x    3  1.1.3 

égale  à  0,796599599197;  on  aura  donc  ^#  =  0,577116.  Les 
séries  (3)  et  (4)  étant  égales  pour  une  valeur  de  {  doivent  le  demeurer 
toujours  ;  ainrî  la  première  s'évanouissant  quand  {  =  o  ,  la  seconde 
en  doit  filtre  autant.  L'expresnon 

•fl-^  +  U-U)  +  ii-.i^+-.  (»0 

— «àpartir  de {=0^ pour 
toutes  les  valeurs  négatives  de      et  la  fonnnle  conmpoadial» 

+j— +«.  (O, 

celles  de  /  à  partir  de  »  infini  n^ativement.  ' 

Il  17.  En  opérant  immédiatement  sur  PexpiMsion  /  — - — ,  non» 

allons  détecmin^  de  nouveau  Iji  constante     et  avec  plus  d'exac-. 
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titude  que  ci-dessus.  Si  Ton  intègre  par  parties  la  diffcrentielle       ■  j 

9t 


par  rapport  au  facteur  e^Jx^  on  trouTCra 

/c'dx       e'     t'  rtdx 
 ==_+_+ 1  /  .  
*            X      X*       J  X 


f- 


cUx       «'     e'      xe'    .  l.3«' 
—=—+—+-3-  +  T" 


développant  ensuite  e'  suivant  les  puissances  de  x ,  on  aura 

■  *  J_L_ 

a. 3  (a"-!)* 

v  I  «•  1 

H  -, — : — -A  7 — ; — ;H  j — ;; — r  +  etc. 

en  déâgnant  par     t>  constante  arbitraiie  et  en  observant  de  changer 

le  terme  —  en  — ^ ,  atm  d  cviter  les  imaginaires  pour  le  cas  oîi  x 

icroit  négatif  La  substUutk»  de  ce  déyelo^iement  dans  Cdii| 

/fdm        •       '       '  ' 
^    9  obtenu  plus  haut ,  conduit  à 


/- 


t'dx   _e'      e'     le'  1.3.4  ^r.~i)^ 

X     '  x'  , 

+^'^»(«+iX«+x)"**3(«+0(«+»X«+3) 

Ce  résultat  renfome  trois  séries  dont  les  deuk  prenàto  sont  finies  ; 
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le  nombre  de  leurs  ternes  dépend  de  jij  et  n  Von  prend  a+i  au 
lieu  de  A  9  on  aura  en  changeant  la  constante  arhâcrun  ^«  en  J„y^ , 


1  «  •  •  •  • 


Pour  comparer  ce  résultat  au  précédent,  il  faut  dévdopper  dans 


l'un  le  terme  '  — ^  »  qui  ne  se  trouve  pas  dans  l'autre  et  qui 
donne  la  série 

1.3. ...A     1.3  A  II  3t 

+•  '    ^       •  •  •  •  "i  1 — : — r  /  :  >/'     V  +  etc. 

cfiçant  ensiûte  les  ternes  communs,  et  rapprochant  de  h  consr 

tante  ^«j.,  le  terme  invariable  -    • ,  il  restera  seulement 
*  «+1 

— ■^'H-i+rrrr  *  ^^'^  -^m-» — — r~rT» 

éqaatiqn  qui  montre  ce  que  deriefit  la  constante  lorsqu'on  introduit 
un  nouveau  tcrmt  dans  la  série 

*•  ^  le- 

OU  que  Ton  passe  du  développement  de 
à  c^ui  de 

Ct'dx 

.+ft.3«..(a+i)/^^^«  Maintenant  il 

est  visible  que  puisque  la  constante  y/  répond  an  cas  où  l'on  déve- 
loppe immédiatement  t'  suivant  les  puissances  de  x  ,  la  constante 

fen  celle  91'il  £uuka  »ù)ii£mxkAMsmÂf»ù.j^^ 


4^0  Ch.  III.  Application  du  Calcul  tstègral 
et  l'on  aura  A^z=.A — i;  lorsqu'on  employera 

— /-^r-~»  il  viendra  ^^ss^,— -1=^— i— i.  En  con» 

ûaauiiL  aian  de  prodie  ca  pwche ,  on  obtiendra 

^,=^— 1—   — î 

»     }  « 

au  moyen  de  cette  valeur  l'équation  (N)  ,  ne  dépendra  plus  que  de 
la  existante  ji^  et  deviendra 

^'"'^1 

.  *     3     4**' » 

Si  Ton  fait  x= — n  ,  dans  les  diverses  séries  qui  composent  le 
second  membre  de  cette  ëqoation ,  et  qu*on  en  cherche  la  limite  en 
supposant  n  infinie ,  on  verra  d'abord  que  la  première  »  multipliée 
par  «"y  doit  s'évanouir  ;  quant  aux  s^es 

■ 


X  X' 


M 


+  «+!'*■  a(i.+  iX«+»)"*'î(»+iX«+»)(«+î) 

n  V 

elles  se  détruisent  réciproquement ,  car  les  termes  —  -et  f 
devenant  — -  et  -(*  -r-  »  sont  égaux  lorsqu'on  suppose  «infinie; 

il  en  est  de  même  des  termes  ^^^^  et   .  ,    ,  r, changés 

en  i  ^  et  • ,  .   r ,  etc.  on  aura  donc 

X  »     3     4  Jl  '  ' 

.  U 


S' 


'A'  lÂ   THiOMLiÉ  JDs's   SUITES.  4^1 

La  Talcur  de  la  constante  ji  ne  dépend  donc  que  de  cdle  de  la  série 

»  ■     .        •   •  • 

/    1  +  ""*4*~"+"~»  •     •  •  • 

a    3    4  « 
dont  la  somme,  lorsque  n  est  très-grand,  est  1/z+C  (  n*.  939  ); 
C  reptésentant  le  nombre  0,57711  j66490i5}i{.  H  suit  de  là  qu'à 
h  limite,  on  lorsfjue  jrss— »,  on  a 


r- 


X 

et  qu'en  prenant  par  cooséqnent  eeite  Undte  pour  Porigine  de  FStt- 
i^iala  on  anra  AssaC^  on  ^=so«$77MsM490is'3ftf  »  résultat 
beaucoup  plus  exact  que  cAm  du  n*.  précéda 

Blascheroni ,  en  poussant  le  calcul  indiqué  dans  le  n*.  9)9,  jusqu'au 
centième  terme  de  la  série  i  +      r  +  <tc*  «  trouT^ 

C  on  Jaaq,<f77xt^  664901  )3x86a,6iSiia  'o90o8a '39;  ' 

Xa  «datioir  - qui  .  existe  «nt»  ^  el  -  Af  •(  b*>  pvécéd.  ) ,  ssToir; 
'^ssi£4-r*(ilf-.i),  donnant  MsseÇA^L}-^!,  U  conduit  à 

 JI>s»Ojk4pj$$^  617676  «059*5  7- 

Cette  Yaleur  de  la  limite  de  la  série  dÎTeigenta 

.  I— >i.i.-f  i.a.  3— 1.1.3.4+ ct&' 

ff 

pat  beaucoup  plus  approchée  que  cdle  du  n*.  1047 ,  que  d'après 
Ettler  »  nous  avons  crue  vraie  jusqu'au  dernier  chiffire. 
U  fiiut  obseryer  que  tout  ce  qui  précède  repose  sur  lek  séries 

+  etc. 

qui  sont  divergentes  et  ne  peuvent  par  conséquent  donner  immédia- 
tement les  valeurs  de  ^  ^  ^'ie'  *  ^  moins  qu'on  ne 

tienne  compte  du  complément  (  Int.  n*.  5  )  »  lorsqu'on  ^arrête  à 
un  terme  pardculier  ;  c'est  ce  qu'on  a  lait  pour  la  seconde ,  en  dévt^ 

i  mais  quant  à  la  première ,  on  ne 

JffemUce,  PpP 


Ch.  III.  Application  du  Calcul  intégral 
l'employé  jamais  qu'en  entier  et  comme  un, développement ,  Suivant 
la  remarque  du  n\  4  de  l'Introduction. 

1 1 1 8.  La  série  (  %'  )  est  visiblement  celle  qu'il  faut  employer 
lorsque  [  est  peu  différent  de  l'unité,  parce  qu'alors  1{  est  une 
quantité  fort  petite  ;  elle  deviient  encore  convergente  après  un  mtafp 
nombre  de  termes ,  même  quand  1  {  est  assez  grand  ;  nuis  la  sérife  (N*) 
étant  transformée  comme  00  ti  le  v<Hf  »  est  phis  commode  pour  ce 
cas.  Si  Ton  £ait  x^r^  r  déjdsnant  l|ne  petite  firaction,  soit 

positive,  soit  négative,  on  aura 


et  Ton  changera  par  ce  ïnoye^  l'équ^ti<H»  (iV^  en 

I      II        '       \  r  t* 

»     1t     4.  «  9     M'  311» 

n       (n—  I  )n    ,  (a —  2 )  {n—ri)n 


X  2X*  3*^ 


résultat  dans  lequel  il  faqdra  remplacer  la  série  — i— ^  —  \  — —etc. 
par  la  somme  obtenue  dans  le  a%  939.  £.9  mettait  ensuite  l^,  an 
lieu  de  a:  ,  il  viendra 

^       B,       B.                     r  /* 
 +—7  T+TT  —  Tï  ~  rT—«*C- 


'^3(«+0(«+»)(»+ 3)  * 

formule  dans  laqudle  B^^B^^S^,  etc.  représentent  les  nombres  de 
Bernoulti ,  et  dont  tous  les  termes  sont  moindres  que  l'unité ,  â 

TezceptioAde  -j-,  qui  est  égal  à  -~^9  «t  <*i 
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A  LA   Théorie  des  suites.  485 
1119.  n  nous  resteroit  à  chercher  une  série  qui  donnât  l'intégrale 

■j^ ,  depuis  {ssO  insqa'à  i  iafini  posttU. 

En  s*appu7uit  sur  ta  forme  des  séries  (1)  et  (i),  Euler  pènsolt 
que  si  cette  iat^iale  étcnt  conndérée  comme  réelle  entre  {=0  et  ^  i  » 
elle  deT<rit  Strè  regardée  comme imai^naire  entre  {=1  et  ^  infini, 

ou  m  vtnd.  Cette  conséquence  paroît  d'abord  difficile  à  admettre 

» 

parce  qu'en  suivant  la  marche  du  coeffident  di£Sh%ntiel      ,  dont 

les  valeurs  successives  forment  celles  de  l'intégrale  (  n".  470  ) ,  on 
voit  qu'il  demeure  toujours  réel ,  en  passant  à  la  vérité  du  négatif  au 
positif  par  l'infini.  Cette  difficulté  est  une  des  objections  que  faisoit  ^ 
BernoulU  contre  le  système  de  Léibnitz  ,  sur  les  logaiithmes  des 
nombres  négatifs  (  n%  494  );  mais  le  passage  par  l'infini,  paroît 
rompre  quelquefois  le  lien  de  la  continuité ,  ainsi  que  je  Vsà  montré 
daiu  le  n\  dté  s  et  II  en  résulte  que  quoique  l'on  puisse  avoir  sépa- 
rément soin  une  forme  réelle  les  deux  parties  4e  Tînt^rale  pro- 
posée »'etlas  nesavioient  être  représentées  p«r  mémlnM  expression  ^ 
et  qu*il  est  par  conséquént  impossible  de  déterminer  la  constante 
arbitraire ,  dé  manière  qu'elle  demeuiç  la  même  dans  tonle  i'^teqdii« 
de  cette  intégrale.  " 

i  1 10.  l4oas  atlons  présenter  là  le  germe  de  l'une  des  branches  de    Vsxge  it»  \nt6» 

(nVftt  Ét étW^aëk  Un  dbh  ^ttlni  éspiSrèr  j^oiir le  perfectlonnpmed't  fohctions  doimées 
da  Gailcul  5rftégral.<  NdtHi-^^  dé}!  bbséhrer  fthisiel^rt  fo&  SfflîïÛS?^ 
(»"•  ^fi,  )  ,  t^iltle  hbmbrfe  des'iràiiseendhttes  distincté 

pouvoit  èttt  trèj-grand ,  et  qu»il  existoit  probablement  àtà  fonctions 
dont  les  côefficîehs  différentiels  rtfe  pouvoifenl  s'exprimer  par  la  variable 
indépendante  seulement ,  ce  î^ui  rendoit  impossible  la  séparation  èié 
variables  dans  les-  équations  différentielles  d'où  dépendoient  ces  fonc- 
tions. Quand  môme  on  auroit  l'analyse  complète  des  transcendantes 
«r/r/Mttts,c*est-à^ire,  exprimées  par  des  ihtégrales  à  une  seule  variable, 
ou  relatives  aux  Quadratures,  on  nesauroit  encore  rien  sur  la  nature 
de  celles  qui  son^  im^kim-^  ^tt^onnées  seulement  par  des  équations 
difôrentiellcs  dans  l^uelles  les  variables  sont  mêlées.  La  difficulté  de 
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4S4  Ch.  in.  Applicâtioît  du  Calcul  intégral 
séparer  ]«s  vaiSablcs  dam  une  équadon  différentielle  tient  sans  doute 

quelquefois  à  la  manîcre  dont  elles  sont  liées,  même  algébriquement  * 
dans  son  intégrale.  Sicette  dernière  étoit  par  rapport  à  l'une  et  à  l'autre 
d*un  degré  supérieur ,  et  qu'on  ne  sût  pas  la  résoudre  généralement , 
il  ne  seroit  pas  étonnant  que  ne  pouvant  parvenir  à  l'expression  finie 
de  la  fonction  par  l'équation  primitive  ,  on  ne  pût  pas  non  plus  obtenir 
une  semblable  expression  de  son  coefficient  dirFcrentiel  ;  mais  outre 
ce  cas,  dans  lequel  le  facteur  propre  à  rendre  l'équation  différentielle 
int^aUe ,  doit  être  snsceptiUe  d*iuie  ferme  finie ,  on  sent  qu'il  peut 
en  exister  d'autres  .dans  le^èb  la  relation  primitive  entre  la  fonction 
et  la  variable  indépendante,  ne  poisse  être  exprimée  algébrique- 
iment.  Cest  pour'  ceux  là ,  que  Ton  rencontre  presque  toujours  lors- 
qu'on veut  appliquer  les  Mathématiques  à  laPhydque,  qu'il  faut 
ïe  prépare^  des  ressources  particulières.  Euler  a  encore  donné  dans  ' 
ce  genre  une  nouvelle  preuve  de  la  fécondité  de  son  génie,  en  in- 
diquant le  parti  qu'on  pouvoit  tirer  des  intégrales  définies  ;  voici  . 
comme  il  présente  la  chose. 

Soit  y  =  jydx ,  V  étant  une  fonction  de  et  de  « ,  l'inté- 
gration ne  devant  avoir  lieu  que  par  rapport  à  la  première  de  ces 
viriâbles,  'ek  m  teminut  l;«ssk ;  de  cette  mùSktty  se  rédn&  à 
line  ibnctioii ' de'  »' seul','  et  ses  coellident  l^il&eatiels  sont 


--^ ,  etc.  11  est  visible  que  la  variable  :r ,  qui  disparoît  après 

Vint^atiott;  introdtdt  dansVexpresiion  dej^  une  généralité ,  beau- 
coup plus  grande  que  cidUe  des  fermes  employées  jusqu'ici  ;  aimi 
est-il  arrivé»  cpmme  nous  le  verrons  bientôt,  que  des  équations 
difierentielles'  en  et  »,  dont  on  n'avoit  pu  obtenir  l'intégrale 
sous  une  forme  finie  ont  eu  une  solution  de  cette  nature ,  la  trans' 
ctncianu  de  la  relation  entre  y  cx.  u  étant  rejettée  sur  la  nouvelle 
variable  x.  Euler  n'est  d'abord  parvenu  qu'à  former  l'équation  di^. 
rentielle  par  le  moyen  de  l'înt^rale  ainsi  qu'il  suit. 
/  En  différentiant  complètement  jKji  on  a 

l'intégrale  §-f^d:e  étant  prise  entre  Içs  mêmes  limites  cj^xtp'dx» 
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A    LA    TuàORtM   OMS    S  V  t  T  S  S,  4%^ 
La  fonction    testcroît  encoie  indéterminée,  A  l'on  ne  fixoit  pas  px' 
mfiflie  tenu  Ton^iwie  de^nt^rale;  «t  ^eitce  qiiïnicr  fait  cnmppo» 
sant  qu'elle  s*évanoidsse  lorsque  «sao.  Maintenant  si  Hatégrale  fVds 
devient  nulle  dans  cette  circonstance  quel  que  soit  d'ailleurs 

•  '  dy  dy 

il  en  arrivera  autant  à       puisqu'on  a  y+^v=:v+-f^</«  =  o;  il 

du  dM 

dat^  dcpds  «=B0,  jttsqu'i  xssa, 

du 

En  poussant  jusqu'au  second  ordre  la  diffcrentiation  sous  le  signe , 

^  d^Y  pd^y 

il  en  résultera  dx^  et  si  Pon  désigne  yuL,M  et  J^, 

des  fonctions  quelconques  de  »,  il  viendra 

dv  d^y  dV 

Lorsque  rintcgration  du  second  membre  pourra  s'effectuer^  et 
qu'après  U  substitution  de  il  donnera  pour  résultat  une 

lonctiàn  de  ^ué  nons  représentions  par  la  valeur  y^fFiti 
satisfera  évidemment  à- Péquaiion  • 

On  voit  que  .  la  4iffictt]té  de  la  .  méthode  consiste  à  choisir  la 

d^y  dv 

fonction     de  manière  que  la  fonction  d9{L  -j^  +.^^} 

•oit  int^grablé  tdativement  1  «  ;  et  Eukr  observe  qull  fimt  octure 
ceUcs  de  la  forme  PQ»  P  étant  une  fonction  de  u  seul  et  Q  une 
fonction  dé  'x  senl;'car  elles  conduiioicnt  à 

dy     dP  d^P 
y^fJdé..     i^^.^fl^",  %=Jif<L^' 

d^y         dv  '  d^P  dP 

résultats  dans  lesquels  11ntégrale/Q<&' n'entre  que  comme  ua  ftcteor 

constant. 

liai.  Prenons,  pour  premier  exemple; 


V. 


9 
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A   LA    T«  i  O  RItt  PE8    SUITES,  489 
ce  h  soludon  y=tfe^:^ix(e^xy^ 
nntégrale  éfint  prise  depuis  x=o  jusqu'à  xsski 
Lorsqtt*Qn  Ùk  mssi  et  e=a,  «m  a  seulcmcitt 

en  supposant  «failleo»  ^+i>e  cc  n+i>o  ;  pour  queRiit^Bnle 
ne  devienne  pas  infime  quand        et  quand  »=80, 

Sî  Pon  suppose  y=st/^,  ou  {=        on  obtient  cette  tnoi- 

formée  du  premier  ordre 

à  laquelle  on  saùstait  en  prenant 

^~  ft'*'x'dx(a^x)'  \ 

Euler  transforme  cette  expression  de  pliineun  nanères  ;  en  £uiiit 

.successivement 


et  il  obtient. 

u-*-^'ds-^u-**-^'-h*du  —  1  û«a  adu  =0, 

enfin  il  obtient  en  dernier  résulat  Téquation 

qui  se  tire  immédiatement  de  la  tiansformée  en  ^  et      en  7 

»  =  r«+^+»,      {  =  7<ï  — ('/i+/7+i>''+/'+»y. 

Il  transforme  aussi  Tcquation  du  second  ordre  entre  y  et  w ,  et 
parvient  à  un  résultat  remarquable  par  sa  simplicité.  A^rès  avoir 
flûs  cette  équation  sous  la  ferme 


f 


490  ChAU.  ÀppucdTiOifotr  Calcul  iNTioR Al, 
il  fait  ussêti»  et,  paiTient  A 

CD  prenant  dt  pour  constante.  Cette  dernière  équation  revient 

et  est  satisfaite  par  x^dx(a — x/,^ 

Pour  tnnsfocmer  celle-ci  Euler  prend 

ce  qui  lui  donne 

et  pour  fiûre  diiparcâtie  les  tenris  mnliiplîÀ  par      il  ftit 

f 

La  valeur  de  P ,  qui  résulte  de  cette  équation  y  le  conduit  à  celle^ 
dont  la  folttâon 

Ces  formules  se  simplifient  par  la  supposition  de 

F^»*    ^'C»»*!)*— 1^0,  ou  f«-^i- 

il  Tient  alors 

«     't=«  »        /«  9^dx(a^x)\ 
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A    LA    TifiOMiE  DBS   SUITES,  491 

1123.  La  suppo^tion  de  y=z/dx(a' — x* )^eoêBu''x  condiût 
aussi  à  ttUA-  éqpiattoii  diffiienticUe  ét  U  même  Ibnne  que  celle  dn  . 
n*.  précédent ,  on  en  déduit 

'mm 

ê^V  âV 

et  substituant  dans  Texpressioa  /^Tat  (  ^  2?"  +  +  iV) ,  on  a  It 
fonction 

à  laquelle  on  assignera  pour  intégrale  la  fonction  primitive 
(a* — ar'/sini-u'x  ,  qui  s'évanouit  lorsque  x  =  o  et  lorsque  x—a, 
La  diiFcrentiation  de  cette  dernière,  et  la  comparaison  du  résultat 
ayec  la  précédente,  donneront 

u  faut  observer  que  l'équation  différentielle 
ce  réduit  à 

lorsque  l'intégrale  dn  second  flumbre  s'évanoiiit  à  la  limite  «=s4  ; 
idûsi  Ton  auia  seulement  dans>Fenmple  qui  nous  occupe , 

^^.1        ;^       d»^  y 
et        j'=/rf*ftf»— x'/-'cos*»»*. 

Si  l'on  fait       —  et  ^=>,  on  tombe  sur  un  cas  particulier 

très-remarquable,  savoir: 

d^y 


4$i  Ch.  III.  Appucatios  du  Calcul  intégral 


pour  lequd  on  a      y=ifdx(a^ — x* )  »î  cos-»*^, 

f 

rintégrale  étant  prise  de  manière  à  s'évanouir  lorsque  x=o  et  x=a» 
On  a  montré  dans  le  n'.  641  ,  que  cette  dernière  équation  diflfé- 
rentielle  répondoit  à  celle  de  Riccati  j  on  passe  de  l'une  .à  l'autre  ea 

ir\fsdx(^'i-si^)  *f  sin— 


fdx(a^ — X*)        cos — 

f    •  ' 

les  int^ations'rdatîm  à  x  irëfiêcttteroat  tontes  les  fob  que  — 
sera  un  nombre  entier  positif.  En  posant  donc  =1  »  on  aum 

j  =  -^'  ..^        et'il  viendra 

Jç+^Vtf  +a'a  *'■+«  Ju  =  o; 

équation'  qui  comprend  la  seconde  classe  des  cas  d*intégrabilité  que 
nous  avons  trouvés  dans  le  n*.  jfo.  L*équation  du  second  ordre  et 
sa  solution  sont 


—1 


J^i^*/^— sf^cosC— 
1114.  Dans  ce  qui  précède  nous  ^mmes  part»  de  r!nt^;niIe/K6r''^ 
pour  arriver  à  réquaâon-ditférentidte,  mais  cette  méthode  est  indi* 
recte ,  puisque  c'est  toujours  l'équation  qui  est  donnée ,  et  quVm 
dierdie  l'expression  de  la  fonction  qu'elle  détermine.  Euler ,  en. 
conséquence ,  retourne  son  procédé  ;  il  suppose  que  Ton  ait  le  dé- 
veloppement en  série  de  la  fonction  cherchée  (  n»*.  677  et  suiv.  ) , 
et  il  tâche  d'obtenir  la  limite  de  cette  série  au  moyen  d'intégrales 
dévoies  en  &'aidant  des  procédés  indiqués  dans  les  n**«  io{8  et  suiv* 
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A  LA  Théorie  des  s  t/ i  t  e  s,  493 
Pour  faire  connc^  1m  mtrdie  tfEuler,  nons  comoxencerons 
avec  lui  par  détenmncr  la  ttfmme  de  la  série 

J+Bs+Cs*+  +Jlf>*-'+iV4*4-  etc. 

dans  laquelle 

11  est  visible  que  cette  série  rentre  dans  celle  qui  a  été  traitée,' 
n*.  1064,  mais  comme  dans  l'équation  de  cet  article  ,  nous  n'avons 
point  dégagé  la  somme  de  Téquation  à  laquelle  nous  sommes  par- 
venus ,  nous  reprendrons  en  entier  ici  les  Calculs  d'Euler.  Soit  donc 

l  =  y4  ^  B  s  +  Cs'-i-  Ds'  +  Ms^'+Ns*-^  etc. 

nous  en  tirerons  de  là  . 

os 

multipliant  cette  équation  par  m,  la  précédente  par  et  réiiaiiiant 
les  produittj  nous  aurons. 

TJ^'^kç=hA+  («+A)i5i+(i«+A)Cf». , .+((/—!)/«+ 

mS 

.  +(iw+A)A?j^f  etc. 

aons  parviendrons  scaBblablenent  à 

+(iji+A)JV<«4-etc. 

et  en  observant  que 
nous  aurons 

21^? + k{=kJ'^ijis+  (ot + A)  5j* + (i/M  +  +  (}/n  +  k)Di* + etc. 

Mats  d'après  l'une  des  équations  ct-dessus  la  partie  qui. suit  le 

terme  IL^j  dans  le  second  membre  de  Celle-ci,  est  ^ale  ^'(^^'^^i)^ 
nous  pouvons  donc  former  l'équation 
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dont  l'int^gradoii  fera  conocntre  s, 

ds{k  —  hs)     kds  (mk—nh)ds 
On  a  — ,  .  =  T"""*/  7"» 

en  întégniit  il  Tient  s"{n — m  s)  pour  le  fiicteùr  qiù  rend« 
inl^(rable  réqiittîoa  en  n%  556  ),  et.au  mojrea  duquel  oa 
«rive  à 


R,k^mkk'  k  mi  

(ji— «a)  *«.  ^i^kf^^^ ds^n-^ms)  •»  "^^ 
dToii  Ton  conclut 

i(  «i"- k  nk'^mk 

    —1   — I 

^  l'intégrale  étant  prise  de  nuiuère  &  donner        ,  lorsque  =0. 

Euler  considère  en  particulier  les  cas  où  m=o,  et  «=20«  dans 
lesquels  la  valeur  générale  de  ^  devient  Illusoire ,  et  en  Têmontant  à 
réquatipn  ^ffîra^ieOe^  il  trouve  pour  leftcmieff 

h     k  hih 
"  Ak  —  —      — — » 

V*  "'^ 

et  pour  le  second  .  * 

'  Ak  -i  —  --a 

tn 

Il  remarque  encore  que  l'intcgration'  indiquée  s'e^ctue  toutes  Icf 
fois  que  k  est  un  multiple  de  n. 

11x5.  Passons  à  la  série 

AA'^SS'u+CCtfi-^Diy^  +ilill'i^+Wi»'+ete^ 

en  supposant  que  • 

•       a«+*    '        J«+*   '  ia+* 
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Soît    .  - 

et  coosidérôiis  la  sârie 

l  =zj  +  Bux+C  u*x* + D  «'jr' + £  M +  etc. 
en  Y  faisant  ux  =  s'f  nous  anrons  alors  par  le  n°.  prt^ccdent 

k  mk  —  n  h     k      ^    ,  nh  —  mk  ^ 

l^Jks    "{n—ms)  dsin  —  msy 

Formons  ensuite  Téquation 

^ans  laquelle  nous  regarderons  la  quantité»  comme  constante, et 
nous  chercherons  à  déterminer  la  fonction  F,  de  manière  qu'en  eftc* 
tuant  les  intégrations  relatives  à  r ,  on  obtienne  la  série  propotée. 
Pour  cela  ,  il  Êiudra  qu'entre  les  limites  assignées  à  la  variable  x, 

on  ait  « 

fPxdx=^Pdx^/Px'dxisS^Pdx^fP»^dxJ^fPdx^tt6. 

cat  il  en  résultera 

V=si  \A  A'+BB'u+C  C«* + Z>  W  +  etc.  )  -^/P  d  X , 

.      J'F  A'fPzdx 

les  intégrales  indiquées  étant  prises  entre  les  limites  convenables^ 
Mais  si  l'on  compare  chacune  des  intégrales  fPxdx^fPj^dXytlQ* 
à  celle  qui  la  précède ,  on  aura  ces  relations  : 

fPxdx^^fPdx,  fPa^dx^^JPxdx^f^'aB'dx^^fP^^dx^fSic. 

d'oiil'onconclttra 

or ,  en  observant  que  ces  relations  ne  doivent  avoir  lieu  qu*aux  li- 
mites des  intégrales,  on  verra  facilement  qu'on  peut  supposer  en 
général 
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pourvu  que  la  fonction  x'Q  s'évanouisse  à  ces  limites.  Dïfiëreiidoiit 
cette  équation  et  divisons  ensuite  ses  deux  membres  par  nous 
aurons,  après  avoir  fait  «lisparoître  les  dénominateurs, 

Cette  dernière  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  / ,  se  partage  néi 
cessaircaient.cn  deux  autres  qtn  sont 

i^Pxdx — aiPdx+  ddx^    i!Pxixr=s(  A'^n'  ;  Pdx-^sd 
et  desquelles  <»  tire 

Prisant  Tune  des  valeurs  de  Pd  x  par  l'autre ,  il  vient 

xdd  j^x^-n^—h'        dQ  dxÇk'x-^tKe^) 
Qdx      «'*-^iJ7~*  ^  x(n'x~.m')  * 

■     .                dO    (h'-^m')Jx  (nJh:^m'i£^ti)dx 
ce  qui  donne     ■g-=  +     ni(r{x^)  » 

fiûsant  k  constante  égale  à  l^iaîté^  et  substituant  h  valeur  de  Q 
dans  cdle  de  Pdx\  nous  auroi» 

Pdx  tsix'^'^^dxC  m'—  n'x  )  «V.. 
Nous  déduirons  de  là  . 

(in'-{-h')fPxUx^((i  —  x)m'-^h')JPx^-'dx  >  fi' 

— *    *       (  m' —  n'jf  ^       «  ; 
nais  comme  la  partie  intégrée  doit  s'évanouir  aux  deux  limites  de 
rintégrale,  il  faudra  prendre  cette  intégrale  depuis  xsso,  jusqu'à. 
in 

xss-r.  On  aura  alors 

fPi^dx^    .  ;  T  [p  X'- ux , 

pourvu  que 

•t 
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et  avec  ces  conditions,  il  vient 

h'  k'm'—h'n' 


_  AfPjdx     A'fx"*'       [dxÇm'—n'x )  

fPdX     ~  k'm'-.HW 


en  observant  que 


i  hn—hm 
— — l   — I 


cette  dernière  ititcgrale  doit  être  prise  de  manière  à  donner  [■=A 
lorsque  {=0 ,  et  il  faut  changer  dans  sa  valeur  s  tn  ux ,  puis  re- 
garder u  commè  constant  dans  llnt^iadon  rdatîve  à  x, 

n  est  visible  que  l'on  peut  échanger  dans  les  résulttts  ci-dessus  >  les 
coefiiciens^,      C,  etc.  avec  les  cocffic^ns  jf^  etc.  parce 

que  ceux  de  h  pranière  tuit^  sont  de  la  mâne  forme  que  ceux  de  h 
aeoonde;  il  soit  de  U  que  Ton  peut  obtenir  deux  expressions  de  la 
sonunejf  en  y  changeant  a», /i,  &  j  ft,  en  m\  n',  kg  k\  et  récipro- 
quement. 

Il  est  à  remarquer  que  la  fonction  Q  n*est  introduite  dans  le  calcul 
que  pour  donner  les  limites  des  intégrales  / Pdx^  et  que  les  conditions 

«  +  — —  i>o,  — — — +i>o, 

n*étant  pas  remplies  lorsque  in'=o ,  ou  n'=o ,  il  faut  déterminer  Q 
d'une  manière  spéciale  pour  chacun  de  ces  cas.  Les  deux  valeurs 
de  Pdx  se  réduisent  dans  le  premier  à  . 

Pdx^-^,  Pdxr:^^^,, 

on  a  dans  le  second  cas 

Qdx  xdQ 

^"^'^'k'x  +  m'-h'* 

dQ      (kfx+m''^')dx_     kdx_    h'-^m'  dx  •  *' 

■q  ^ÏT;^  m'        mf     x'  ^""^ 

Jpptndieu  Rrr 


—  t 


\ 
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1116.  Nous  allons  appliquer  ce  qui  prtcède  à  l'équation 
.     x*(a'^bx'')d'jJtx(c^-tx'')dydx+(f-{-sx'')ydx^=o , 
;d*apràs  Uqudle  on  peut  développer^  dans  une  série  de  la  forme 

^**+ J4c***+Ç«^*+Z>«*+"+  etc. 
•  étant  donné  par  féquatîon  dn  second  degré 

«(-«— i;4i+«c+/=o,  (  n\  644  )• 
Si  l'on  fait  pour  abr^  i  ^  «»» 



^n^b  —  (la  —  i^n*— ««— A  - 

'  /j—  1-  .  r'^t 

%n(  xna-^(  x^-^t  )A^c  ) 

Les  facteurs  du  dénonioateur  de  ces  expressions  sont  de  la  fbnw 
de  ceux  de  la  série  du  n'.  précédent»  et  le  numérateur  étant  «ne 
lbnction.dii  second  degré  se  décompose  Cttdeux  facteurs  du  pcemier  » 
par  la  résolutioode  réqaation 

qui  donne   

ce  qu'on  réduit  à 

en  yerta  de  l'équation  dToii  dépend  «.  Si  pour  àbi^er»  on  fint 

— 4^^  =  î,  il  viendra 

0—0»=  » 

d*oii  il  résultera 
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$<MC  à  préieiit  s^ssu^  et  . 

^  ^JJ'+BB'ui-CCu^,  +^JMV-' + i^J^V; 

aoui  auront  dtni  oette  forme 

—  inb 

Taleun  dont  la  comparaisoo  arcç  celles  du  &*.  précédent  »  nous 
fMatte  qu'il  Uxti  y  changer 

mtanh^  A  en  1)*+ i*— if  » 

M  en  —nbf  k  ta 

td  en  »*,  ik'  en  ^«+ïf, 
»f  en  «tf,  fc' en  {»*— 1)«  +  <. 

Hont  dieicherons  dTaprèi  ces  denièns  dénonûnarîonsrespresston 
de  et  pour  éviter  tonte  asdngmté,  nous  y  écnxons  /  an  lien 
de  »  a*  noas  aurons        /  =  «'/y  et 

Kous  consermom  dans  rexpcession  de  lès  lettres  m'»  n'»  A'  et  A', 
nus  nous  changerons  »  c»  et  frisant  atieniîoa  que  y  est  divisé 
par  «*9  nous  obtiendrons 

J'  =  -  î  t'mW^/  > 

m  h 

les  tntégiales  étant  nulles  lorsque  rso ,  et  tenniaées  à  »' 

en  observant  d'ailleurs  les  conditions 

donthprenùireseréduîtà   ^  >o»- 

Rrr  a 


500  Ch.  ni.  AppLic ATiON  dv  Calcul  intégral 

à  cause  que  la  plus  petite  valeur  de  i  est  l'unité,  et  la  seconde 

devient  >      ■  ^ — r — .  1  +  i  >  O. 

%n.ab  ■  ■ 

n  est  fiidle  de  Toir  aosn  qne  Yiaxépû^  d^nîe 

ft^'     df{n/^tft)  peut  être  remplacée  par  «ne  cons- 

tante arbitraire  9  iet  ff»  Ton  aura  enfin  . 

Le  coefficient  ^,  qui  entre  dans  la  valeur  de  étant  arbitraire  p 
la  dernière  expression  (\ç  y  est  une  intégrale  complète  puisqu'elle 
renferme  les  deux  constantes  ^  et  (7, 

La  possibilité  d'échanger  entr'elles  les  quantités  n  et  n',  k  et 
en  prenant 

na  pour  n,  — pour  n',  {xa — i)a+c  pour  A,  et  o  pour  A', 
conduit  à  une  seconde  solution  «  dans  laquelle  on  n 

i  Imm'/bi  Air— An 

la  fonction  {  devant  être  égale  à  Jl  lorsque  s=o ,  et 

rintégrale  relative  à  i  devant  s'évanouir  lorsqye  t^o,  et  lors- 
que /=s^.  Les  conditions  de  cette  expression  sont  ~  >  Oi 

n  pt 

-~  h' 

et  1  — — 7  >o»  à  cause  que  k*ssso,  La  rdation  entrer  et  dé-^ 

m 

livrée  du  signe  d'intégration ,  est 

il  —  jit.IZlL^S~  iil 

lïij.  Euler  donne  encore  deux  solutions  de  l'équation  différen» 
tielle  proposée;  il  les  tire  de  la  série  descendante 

X  4;-'".+  etc.  ) 


A  LA  Théorie  des  suites,  joi 
pour  laquelle  a  est  déterminé  par  l'équation 

Faisant      «  (*—  i  ) a  +     +/=  A,  U  trouve 

■  —A 


«(«i — (i* — i)^ — c)  ' 


L'expression  de  A'  se  décompose  ainsi  ; 

ina{inif — (i* — ij*— *)  — -«> 

en  posant  4«/=#'.  Par  cette  opéntîoa  le  dévdop- 

penwiit  de    pent  ttts  mis  sous  la  forme 

Z.s:=AJ'-^3B'u+CC'u'  +MMW-'+NNW+  etc. 

en  y  changeant  x"*  en     et  prenant 

comparant  ces  valeurs  avec  cdlcs  du  n*.  11 15 ,  nôus  verrons  que  les 
lettMS  m^  'k»,  netk  dMvent  être  remplacées  par 

\  ««»  — O*— f«— f/»,  —natte; 
et  les  lettres  m\      nf  tt  k\  par  - 

««»  — î(»*— O"  — 5  «  +  7^f         et  — (2»  — 1     — ^. 
En  faisant  5ssi(/  =  x~"r,  nous  aurons 

 *_  _^h_ 
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les  limites  de  Tintcgrale  relative  à  t  étaDt  dcierminées  par  la  condi« 

tion  qu'à  l'une  et  à  l'autre ,  on  ait 

Si  l'on  perfflttte  enti^ellcs  les  lettres  analogues ,  en  prentot 
nh  pour         -^na  pour  a' 

—  ( * 1  ) pour  A,  et  o  pour  Jk', 
rcspicssîo&  de  {  se  déduira  de  Téquation  di6ërendelle 

et  l'on  ann 

h  km — *  kl — hm 

y=Cx*ft^     \dt(m'—n't)  , 

en  observant  qu'aux  deux  limites  de  l'intégrale  relative  à 

X  («É'— i/o  O. 
tii8.  F.claîrd.'Mon»  ce  qui  précède  en  l'appliquant  à  l'équatioii 
particulière 

en  la  comparant  avec  celle  du  a*,  i  ii6  »  nous  aurons 

»»»    fc==— i,    c=s— I,  e=— 1^  ^o,  n^i; 

«(«— i)-*-«  =  o,  d'oii  «=o,  *=x  et  f=sd=i. 
Avec  CCS  données  ,  et  en  ayant  égard  aux  deux  valeurs  dont  «  est 
susceptible ,  nous  obtiendcons  par  les  formules  du  n".  cité  ,  les 
quatre  résultats  suivans 

+  jpV)*"*^*,    j^=c*y/'^  V'O+o"^'  (*} 
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Les  valeurs  de  «  relatives  à  la  série  descendante  du  n".  1 1 17 , 
étant    I  et  -^i ,  conduisent  de  même  à  ces  quatre  autres  résultats: 

î=(« + \        y^cxsT        +.)"^: .  .(5), 

Pour  répandre  sur  le  sujet  qui  nous  occupe  toute  la  clarté  qu'on 
y  peut  désirer ,  il  nous  reste  à  montrer  comment  les  valeurs  de  y 
satisfont  à  Téquation  proposée.  La  chose  est  très-facile  à  T^ard  de 
celles  qui  sont  comprises  dans  la  formule 

en  prenant  le  &i|;De  inféiieur,  par  exemple  »  il  vient 
d'oïl  il  résulte 

et  rintégrale  du  second  niembre  étant 


■y 


7 


5  04   Ch.  IIL  APFLÏCATIOV  DU  CdieVt  INTécttÂt 
s*évanouit  lorsque  t=iO ,  et  lorsque  t  est  iafini  ;  c'est  donc  entre  ces 
limites  que  doit,  être  prise  celle  qui  ezpcîme  U  valeur  de  y» 

Venons  à  Tune  des  formules  oii  {  n'est  donné  que  par  une  équation 
différentielle;  prenons  la  quatrième:  en  n*a]rant  ^rd  qu'au 
supérieur ,  nous  aurons  à  traiter  Téquation 

lds{x^ys)  _     Ais  . 
>^    a*(i+0  ~ 
En  la  multipliant  par  $         ,  et.lintégrant ,  nous  en  dreions 

  M  jn 


et  en  observant  qu'on  doit  avoir  \=^A^  lorsque  4=0^  nous  trou- 
verons  B=.^xA^  d'oii 

a^(l/7+l— 0         xA  xA 


•  •                          '4^    .  xA{x^vx-^ 
—  —  H  p- 


xxA  6^(n-;/x*+4^x<) 

°         ..«(.+.«■)*  * 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  suivantes 


et  les  résultats  dans  Téquation  proposée  ^  nous  obtiendrons 
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It  MCOJld  membre  de  celle-ci  a  pour  intégrale  Tex pression 

_____  -,  f 

^  (t+ts) 
qui  devient  nulle  lorsque  t= —  i ,  et  lorsque  *=»o  (*);  c'est 
donc  entre  ces  limites  qu'il  faut  prendre  l'intégrale  qui  expnme  jr.  En 
y  remplaçant  {  par  sa  valeur ,  elle  prendra  la  forne 


Si  l'on  toit  ^t,  au  lieu  de     jon  aura 


ce  Hm^ale  devra  s'évanouir  lorsque  /=o  et  lorsque  /=t. 

11S9.  LapUice  a  montré  le  premier  que  la  sommation  des  séries 
par  les  intégrales  définies ,  .conduis(»t  aussi  à  ilntégrale  de  Téquatioa 
différentielle  partielle 

+pli+Q£t+A,t»  (A) 


dudv        du  dv 
dans  quelques-uns  des  cas  où  elle  échappe  à  la  méthode  du  n°.  771  : 
c'est  ce  que  noi^  allons  £ûre  voir ,  en  suivant  à  peu  de  chose  près 
la  marche  quHl  t  tenue, 
n  0t  vidUc  que  h  série 

prise  dans  le  n*.  772  pour  la  valeur  de  (,  peut  tee  remplacée  par 
cdie-cî: 

A  fdu(f(u)-\-B/d ufdu ç(u)  +  Cfdu/d ufdu9(u)-i-  etc. 
+jiJdH(v)-k'BJdvfdv4(v)+CJdyfdvfdvi(v)'^  CCC 

'      fout  i'cB  CMvaîMit  dim  le  dernier  eu»  il nff  tde  dévtlopper  * 


JiftmdiUé  Sss 


5o(>  Ch,UL  Appucatjov vu  Calcul  iNTÉGRÂi 
£n  réduisant  les  int^ales  doublet ,  -triples ,  etc.  en  inl^^les 
simples  au  moyea  des  formules  du  n*.  487 ,  on  cbangen  la  pré- 
fère partie  en 

Afdu^u) 

B 

■^—{ufdu^X  uj—fu  tiuf(u)} 

c 

I  •  z 

^  -  [u^fdu (f(u)^yu'fu dut(u)i-iuf^duf(n)^fu^duf(u)} 
etc. 

maintenant  afin  de  distinguer  les  facteurs  où  la  variable  «se trouve 
hors  du  signe  intégral  de  ceux  où  elle  en  est  affectée,  on  écrira  dans 
les  derniers  /  à  la  place  de  u  ;  on  pourra  après  cela  passer  les 
autres  sous  le  signe  /,  en  observant  de  les  regarder  alors^comme 
constans ,  et  on  aura  par  ce  moyen 

r— +-77^+ -7;^+  etc. } 

T(u~^t)  dcsign  mt  la  somme  de  la  série  renfermée  entre  les  acco- 
lades ,  et  les  intégrales  étant  prises  depuis  r=^o  jusqu'à  t=u.  On  trou- 
.  vera  de  néuie  que  la  seconde  partie  de  la  série  proposée  revient  i 

en  observant  que  les  Umites  de  l'intégrale  sont  ici  r=o  et  tz=:v^ 
00  aura  donc  ' 

^=.rdtT(u—t)f(t)  +  fdtT,Cv^t)4Cr). 
Pour  dctermincr  les  fonctions  T(  u — t  )  et  T^(  v — / ^,  il  faut 
connoître  d'abord  les  relations  que  les  coefliciens  j4  ,  B ,  etc. 
ji,yBt,C\,  etc.  ont  entr'eurci  qiû  s'obtiennent  en  substituant  dans 
l'équation  proposée  ,  ail  fieii  de  ^  ta  série 

j4fduip(u)  +  Bfdufduf(u  )->rCfdttfdufdu^(u ;+  etc. 
+  Jjdv-^ÇvJ-tBJdyfdv^(  v)-irCJdy/dyfdvi(v J  +  etC, 
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00  tun  rdatiTCfflent  à  la  foncdon  f  »  les  suivantes 


dB  d*A     ^dÀ  ^dA 

dC    ^      d*B     ^dB  ^dB 
etc. 

on  en  trouveroit  de  semblables  entre  ^, ,  ^, ,  C, ,  etc.  Si  l'on  pouToit 
thrar  6»  ces  équations  les  Talencs  des  coefficiens ,  la  quesfion  serok 
lamenét  k  sonner  les  sénés 

I  I.l  1.1.3 

 -+  etc. 

I  i.a  1.1.3 

Appliquons  ces  idées  générales  à  différens  cas  particuliers  afin  de 
fidicnieiiz  connoSne  le  pafti  ^on  en  ptot  tireri  soit  l'équitioa 

dans  laquelle  >  f  »  ^  désignent  des  constantes.  En  traitant  cette 
éqnatioa  par  la  médiode  du  n*.  771 ,  on  leiroinre  à  chaque  ttaai* 
Ibmaiion  la  condition  p  ^«-nso ,  et  il  est  par  coassent  impossible 
dTobtenir  par  ce  noyen  fiatégnle  de  la  proposée  sous  une  fcwme 
finie  lonque  cette  condition  n'est  pas  remplie;  aaii  les  équatioas 

dB  .  „  d'A  dj  dA 
dC  ^  d^B  dB  dB 
etc. 

qu'on  obtient  pat  la  méthode  précédente  conduisent  focilement  à  une 
sécie»Enefttylaprenièredonneparl*intcgnitioay^3ar^«y  «étant 

Sss  X 
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une  fgncdoo  «faitcaire  de  «  ;  et  en  la  dlftérentiint  par  lapport  à  », 
on  en  tire 

'didii'^^  du 
ce  qui  réduit  la  suivante  à 

Pour  satisfaire  à  celle-ci  on  fera  B=s€~^fi ,  H  étant  une  fonction 
iocoonut  de  y  et  4e  II.  La  tiibitkuti«i'dci  Taleotsde  B  Aèt 
donne»  après  des  réductioiis  érideotcs 


co  te  bornant  à  latisfinre  à  eette  é^tion»  on  aura  fCttloaeot 

et  Ton  déduira  de  là 
JB 

dv 
dB 

dv 

dB  »    d^B       dB  d» 

valeurs  qui  changeront  l'équation  d*oll  dépend  en 

Faisons  dfabord  CssT^  ;  IfSéqnadon  précédente  deviendra  divisible 
par       et  nous  aurons 

il  ne  £iudra  plus  »  pour  ramener  cette  équi^tion  à.la  forme  des  autres  i 
que  supposer  — +<tj'  =  o,  ce  qui  déterminera  Ui  fonction  arU- 
traire      en  donnant  puis  il  viendra 

^- — f»*  — i»/«v=o,  d'ob 

dv 
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A' LA  TmioMiEDia  suitms» 

L'ëqaition  D  étant 

.  ^  dC  iC 

se  rédtthroit  iu  moyen  des  Tileurs  de  C,  de      et  en  supposant 

dl  (Pl—m^v-  

t.» 

Foa  mnàt  par  conséquent 

1.1.)      '  i*a.) 

n  suit  des  calculs  ci-dessus  »  qnfon  cnploycreit  «nssî  à  larcdierclic 
des  coefficiens  etc.  que 


I      r      1  1 


j*x       l  I  l.l 


1*1. j     1      f  i.».3 
etc.  J  ketc. 

et  que  les  séries  qu*U  haut  sommer  sont 

Ts=r'*^»{x+— i  — ^  i-+  2  ^+etc} 

'  i.t        i.a.i.a     1.1.3. t.A.)  ** 

lorsqu'on  fait  pq-^mssn. 

Si  nous  désignons  cette  somme  par  y,  y  sera  une  fonction  de 
v(a — /)  ,  pour  la  première  série ,  et  de  «(v— /),  pour  la  seconde^ 
mais  de  la  même  forme  dans  l'un  et  l'autre  cas,  et  la  fonction 
sera  une  valeur  particulière  de  {.  En  £ûsant  pour  abréger  f{u — /)=:9  ^ 
.  BOUS  aurons 

dz  Jydê 
du        *  d9dm 

iz  dy  d9  • 

dv        ^  d%dv* 
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mais  comnie  -t-  =  V'>  -r-^u  —  /,  il  viendra 
du    '  dv 

^=r— {„,-(,(«-0+^»-.)^+«^}. 
La  siibstitutioa  de  ces  Takuxs  dans  l'équatUm  proposée  li  changera  en 

»^+^+(*->f)j'=o  (0. 

les  deuc  constantes  qiù  entrent  dans  la  ▼atenr  complète  de^  sè  dé* 

terminent  par  la  condition  quej^=i  et  -j-^pq — lorsque  ffsaoy 

condition  qui  résulte  de  deux  premiers  termes  de  la  série  dont  y  est 
la  somme.  La  somme  de  la  seconde  série  se  tirera  de  Texpressioa 
de  j  ,  en  y  supposant  fl=:«(v — r),  et  prenant  y,  pour  représenter  y  , 
dans  ce  nouvel  état ,  la  valeur  complète  de  {  sera 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  <=o  jusqu'à  /=»  ,  et  la  se- 
conde depuis  t—o  jusqu'à  t—v. 

Si  l'on  vouloit  s'assurer  que  ce  résultat  satisfait  à  l'équation  pro- 
posée, il  faudroit  observer  qu'en  général  lorsqu'une  intégrale  r<ir 
doit  être  prise  depuis  t=.o  jusqu'à  r=« ,  t  doit  être  considéré  comme 
vnaVonction  im^îcite de  »,  et  que  l'on  doit  avoir  par  conséquent 
(n\70)^ 

d{fTdt)_d.fTJt      J.fTJt  di 
dû  dm     ^     dt  'dû* 

d./Tdt     rdT  ,    ,    ,         ,    dfTdt     ^  dt 

lorsque  fsi  ;  ainsi  en  représentant  par  £^  ce  que  de?iênt  alors 
oaawoit 


difTd£i  rdT 


I  rdT 

du      J  du, 
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1130.  Laplacc  applique  encore  sa  méthode  à  réquatioa' 

Judv     u-^v  du     u  +  v  dv  "^(«  +  v)»^      W.......V  it 

dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  le  n%  774 ,  on  satisfait  aux 
équations  qui  déterminent  les  coefficiens      B  ,  6',  etc.  ea  supposant 

^  =  («  +  v)-',  ^— («  +  v)-% 

etc.  «te. 

« ,  jS ,  etc.  <t, ,  /3,  y  etc.  étant  des  constantes  telles  que 

*=;7(  I— y)  +  /7i  ^  «,=  y  (  1— p)  +  rn 

^      a)8  =  (/»-Hi)(a— ^)  +  '»    (  1/3.=  (fl+i  )(!—/')  +  '» 

etc.  j  etc. 

Les  termes  généraux  de  ces  suites  seront 

et  Ton  aura 

*        '    *•        1  tf+V     i.i\«  +  v/  ' 

On  fera  r=(tf4-  v)~^y  ^  en  considérant  ^  comme  une  fonction  de  la 


qiiantké  — -  que  l'oa  fepféseotera  par  0,  et  Ton  obtiendra 

réquatioa  en  comme  daas  le  a°.  précédent  y  par  la  lubiibation 
des  fonctions 

„    dT      JT      J^T        r     .  ^'t      ^«  , 

*  du*     dv       dudv*  i«*  â*!' 

qui  donnera 

Pour  former  7,,  il  suffira  de  changer  dans  cette  équation en  f , 
«  en  /»  et  ^  en  j',  i  l'on  aura  T,=C«+ v;     ;  les  cpostantca  dca 


5 1 1  Ch.  III.  Appuca  tioh  dv  CAtevt  urricRÂt 

etpfesûons  de  et  dej^,  se  déienûncront ,  comme  précédemmeiit  ; 
par  le  moyeii  des  deux  pieniefs  fscmci  des  séries  T  et  T,  :  enfin 
onobtiendim 

L*une  des  fonctions^  tty^  peut  aussi  se  déduite  immédiatement  de 
Tautre  ;  car  Téquatioa  (b)^  transformée  d'après  M  a  été  dit  plus 
haut,  se  change  en 

et  redevient  (b)  lorsqu'on  lait  y,z=(i^y-^y^  La  détermûntion  des 
constantes  aibitiaires  de^  ne  diange  point  cette  idation  >  car  loisque' 
0:^9  on  écat  nvoir 

et  les  deux  denyircs  de  ces  yalenrs  résultent  aussi  de  réquadon 
y^vst^i^ty^y^  quand  on  k  combine  avec  les  prennères.  Mmup 

I — j^^^^   >  ****  3ura 

1 1 }  I .  Il  est  bon  de  remarquer  que  l'on  peut  changer  les  limites 
des  intégrales.  Si  à  r ,  Ton  substitue  ut  dans  la  première  ttvi  dans  la 
seconde  ,  et  que  l'on  -désigne  par  jr'^t  y"  ce  que  devient  alors  y  , 
on  aura 

les  înt^indes  denat  être  prises  tontes  deux  entn  les  Umites 
rssoctrsi. 

S  Pon  lepréiente  par  X  et  JT,  les  ▼aleurs  des  int^rales  fydtfÇt) 
et  fy^i4{f)  9  Rrises  depins  r=o  lusquTâ  r  infiù ,  les  quantités 

k'-fydifii)  et  JC.-./jr,rfr4(/), 
seront  les  valeurs  des  mêmes  intégrales»  k  partir  de  r  infini;  mettant 
âttlieu  de  r,  dans  la  première»  «-4-/  et  dans  la  seconde, 

désiguut 
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désignant  pur  T  et  par     ,  ce  que  deviennent    et  y, ,  on  aura 

= j: + JT.— /r//f  (« + /  ) -/r,rfi'4  (  » + /  ). 

Les  liflùtes  des  intentes  du  second  meobre  seront  insiblement  / 
infini  et  /=o,  lorstfae  cdles  da  premier  seront  »=o  tte^su, 
esso  et  «=sv;  puis  comprenant  U  cpiantité  constante  K  + 
dans  les  fonctions  ariittrair»  ,  et  changeant  le  âg^e  des  ûu^ràleSt 
on  ponna,  à  une  expression  de  la  forme 

dans  laquelle  la  int^rales  sont  prises,  Pane  entre  ibbso  et  tsM, 
et  rentre  entre  ^o  et  nst^,  substituer  çelle-ci 

dont  les  bt^rales  seront  prises  depub  /  infini  jusqu'à  /aa 
113a.  Cft  qitt  précède  lenferme  la  substance  de  ce  que  contient 

le  Mémoire  de  Laplace,  rdativement  à  rint^^raâon  des  équations 
^fiérentidles  partielles  par  des  intégrales  définies ,  et  se  Ile  parfai« 
tement  avec  les  travaux  d'Euler  sur  les  équations  différentielles  à  deux 
variables ,  sur- tout  lorsqu'on  rapproche  les  n".  768  et  1 1  z^.  En  fai- 
sant dépendre  de  l'équation  (i>)  la  sommation  des  séries  T  et  T, ,  et 
réduisant  par-U  l'intégration  de  l'équation  différentielle  partielle  (<z) , 
à  celle  d'une  équation  différentielle  à  deux  variables ,  Laplace  a 
réellement  lamené  Fînt^rale  de  la  première  à  ne  dépendre  unique- 
ment que  'des  intégrales  définies ,  tontes  les  fois  que  la  seconde  scim 
susceptible  d'être  traitée  ^  la  méthode  d'Euler  »  ou  que  les  séries  T 
et  T,  seront  analogua  à  celle  du  n*.  1115.  ' 

.  La  méthode  par  laquelle  Paiseval  somoM  la  siûte 
Jjf^BB'-^CC^  etc.  (  n*.  1067  )  ,  ' 
conduit  ausn  à  un  résultat  semblable  ;  car  il  est  viable  qne  la  série 

1  +  — i  ~+ —  ^+  i  ^  +  etc 

s.i  i.a.i.a  i.a.3.i;x.3 

à  laquelle  nous  tommes  parvenus  dans  le  n*.  1 119 ,  étant  aûse  sous 
la  focoe 

•*  n* 

,  +  — +  4.  +  «te. 

1*1    i«.a*t.i  i*a*3«i*a.3 

jfyptndice,  Ttt 
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ta  fiuMiit  iiir(»-<*  t)       résulte  des  deux  séries 

!+-«+ — «•+  *'+etc.=«~ 

I      x.i  1.1.3 

«  I        a»     I  t  * 

1+  —  -f — — ■+  ---3-+etc.=«  , 

*» 

nulriplîés  terme  à  terme;  et  on  co  trourera  par  conséquent  le 

somme  en  substituant  successivement  cosj+^ — isinjet 
cosi —  /-»isia«,  à  la  place  de  «  dans  U  fonction 

on  aura  par  Ift 

ii«cos  —  I  cos  s  îin  / 


^  _  ^        COS#+V/— isio* 


■tn« 


multipliant  le  numérateur  et  le  dépominateur  de  l'exposant  dans 
la  première  formule  par  cot  i —  sin<f  et  dans  la  seconde 
par  coe'-f  l^-^sin«»  on  verra  fedlenent  q|u*eUcs  se.  réduisent 

3  A  COS' 

toutes  deux  à  <       ,  d*oà  Foa  conclura  que  la  série 


1+ 

yiatégrale  étant  prise  depuis  isso  jusqu'à  issx,  et  Ton  passera 
\  Ts»  -  ^'^f^  *    'js^  Cette  expression  deviendra  ceUe 

de  T,  y  lorsqu'on  y  supposera  nu(  v—t  ^  =  *•  ;  et  on  aura  enfiu 
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1 133.  Ccit  d*iiiie  manière  analogue  que  Ptneval  a  ÏAt^  l'équa- 
tu»  dUEéveniiclIe  partielle  à  quatre  variables  y 


Elle  «e  transforme  en      »  4  «'^—7-  »  loisqu'on  £ût  * 
ce  qui  donne 

du      dv  *        dy     \du  dvJ 

£1=       A  ■  ■  à\ 

dx*         du^       dudu  dv^ 

dy*  du*'*'    dudv       dv*  * 

faisant  ensuite  4«*s^  et  i=j  +  C/*+  Dt^-^Et^-i'  etc. 
il  vient 

.i.iC+  a.3Z)/+  l.4£t*+  ^.^Fe'+ttczss  . 
dToii  Ton  tire  les  équationi 

i.a  i/M/fl  1.3  i/cb/yj 

~~.  3*4  rf«^v>,  4.f  iiM^rJ 

c- ,  1  '^'* 


5*6  6*7  ^Wrl 

etc.  )  etc. 

qui  déterminent  les  quantités  C,       G,  etc.  au  fflojeil  ét  <A i 
Z>y  F,  if  y  etc.  au  moyen  de  ^,  et  Ton  aura 

d*A       b^t^       d*J         i't*  d'A 

-   4  J  -X  «*£ 

_  d^B  *V 

+^*+  J~r^  .  »,  .-I   T-T7-T+  «te. 

1,2.3  tfKdv    i.i...5«««v  i.x...ydudv^ 

expression  que  l'on  doit  regarder  coiniae  complète ,  puisque  les 

Ttt  a. 


51^  Ch,  m,  ÀPPlICATIOrr  DtfCALCVt  ISTÀCkâL  • 
lettres  J  tt  S  peuvent  repuésenter  des  foacdons  arbitraires  de  m. 
et  V  (*).  Il  est  visible  que  la  seconde  suite  dtant  désignée  par  la 

première  sera  -j— ,  pourvu  qu'on  y  change  B  en  ^  j  et  il  suffit 

par  conséquent  de  trouver  la  somme  de  l'une  de  ces  suites. 

Occupons>nou$  de  la  série 

^   ,    h^â    d^B  M  d'B 

l^our  en  trouver  la  somme  par  le  théorème  dn  n*.  1067  ,  il  fiiut 
observer  qu'elle  résulte  du  produit  des  suivantes  »  multipliées  ttcme 
à  terme 

dudv  du'dv  j 

«     1.1.31'  1.1.3.4.5/ 

La  secondjc  est  le  développement  de  sin^  ;  et  n  Ton  diâSrentîe  la 
première  |>ar  rapport  à  »  et  à  v  Sttccesnvcment ,  en  la  représentant 


(*)  Uarttfice  employé  cî-dessat,  pour  traittfivaw'réquat'ton  proposée ,  qui  ex- 
prime les  conditions  du  son  ,  lorsque  l'on  ne  donne  que  deux  d'mens'ons  à  l'air  ^  Ct 
cellet  des  vibrations  d'une  surface  plane,  est  analogue  à  celui  du  n*.  769. 
*  •  11  àt  boa  ds  remarquer  que  dans  tt  Mécuri<|ae  Milytique ,  Lagrange  a  dAaui 
MH»  b  ferma 

t =-<f  +  ^<  +  Ci* ««• 
l'iatégiate  complète  de  l'équition 

qui  se  rapporte  au  mouvement  des  fluid» .  Les  relations  des  quantités  A,  B,  C,  Df  etc. 
qui  représentent  des  fisnction»  de  « ét  dey ,  i'obtîcwMak  facilement  par  la  aMbldln- 
don  de  la  valeur  de     et  Lignage  u«iiv« 

+»7I^?7+-77-;^^+•«•  • 

ks  foncdoBS  J  et  0  restent  arisilraira  (  Méc  anal/t.  page  474  )• 
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par  r,  oa  Kcooooîtn  qu'elle  dépend  de  Téquatioa 

dans  laquelle  t^stiB  sont  regardés  conme  constaatei  ;  on  en  auroit  - 

donc  la  somme  sï  Ton  pouvoir  intégrer  cette  équation  qui  na  fen* 
ferme  que  les  trois  variables      u  Cty«  OU  du  moins  y  tfttiffiliff  |  ' 
mai^  en  faisant  pour  abréger 

I  1 

on  verra  facilement  que  Texpression 

donnant 
d'Y 

=zpB^pK/du/Bdy+p  K*pduTB  d  v»-.  etc. 

vérifie  réquatioo  cî-4em. 

Un  calcul  semblable  celui  dn  n*.  1 119  tnnencra  las  intégralas  da 
la  forme «7*5  ^/v"  à  ne  dépendre  que  àtfdufBdy,  En  o*ayanc 
d'alMMd  égard  qu'à  y  y  et  remplaçant  B  ptr  4C««^^,  ontroaTdi 

rUu,v)dy-^ fll^^S,m-^(u,y)dy.  ' 

pouryu  qu'après  llnt^ratioa  du  second  membre  00  fasse  js^v ,  et 
on  aura 

■  /-^«T4  (u,y)d  y-==.;-du'JSZZZ2l^^ç      j  j^. 

puis  en  obsenram  que  Ton  peut  bterrerdr  Pordre  des  intégrations , 
le  second  membre  de  cette  équation  deviendra 

oii  Pon  changera  f4(»ty)d»' ^  f  ^4C*.>>dSr. 

la  dernière  intégrale  étant  prise  depuis  «=9,  jusqu'à  «sa»:  on 
atiia  donc  enfin 


5t8  Choisi*  Appzjc ATI OfT DU  Calcul  intégral 

rduT'^r  (u,y)dv-=f /^^r^f^'V^"  ^(x,y)  dxdy, 

T^pffMx^y)dxdyli  i  J}^Z3LL^^:-^^±  IL 

—   +  «Ci  1  • 

1.1.3.1.1.3  * 

La  série  comprise  entra  les  accolades  se  transforme  en 

«* 

I  — :  ^-     ■  +  etc. 

t.l       T.l.I.X  I.l.}.!.».; 

lorsqu'on  y  fait  V'^/^// — x)(v— .^)  =  *  et  dépend  des  suiran^es 

1+-^+   +   +  «c  =  « 

1      I.l  I.l.J 


3  4e 


OA  ca obtîendia  donc  h  ionmcy  eo  substittiaiic  &  «  les  cipRsûons 

cos  r  +  sUi  r ,  et  coc  r—  l/ZI7sinr.  Un  '  caictd  absoluneat 
semblable  à  celui  du  n*.  précédent  donnera  pour  cette  somnie 

ou         fir  ces  (  A  (i«-^.sin  i-  ) , 

et  Ton  coodun  de  Ift  que 

7=/» ^^^[^<^cos(i/A(tf— A-)(v— ^).sinr)|  4(x,>)^Ar^y  , 

oii  il  fiaut  se  rappeler  que  l'intégrale  relative  â  r  doit  être  prise 
di^uis  r=0  jusqu'à  r=«> ,  tandis  que  celles  qui  se  rapportent  à  x  et^ 

ont  respectivement  pour  limites  x—o  et  x—u ,  y=o  et  y=v. 

Pour  achever  la  sommation  que  nous  nous  sommes  proposée  ,  il 
nous  reste  à  rèmettre  dans  la  valeur  de  T  celles  de  a  et  de  />,  qui 

sont  — ^  et        ,  et  A  cottliMner  !e  tésnkat  précédent  arec  Tez- 

b*i  i  trts 

pression  sin-»  en  mettant  dans  l'un  et  dans  l'autre 


eos 4  +  — «  sin^  et  cos  r  — «  sin y ,  au  lieu  de  j  ( n*.  J067  ). 
Les  détaibde  ces  eiloils  étant  assez  compliqués,  nous  les  snppri- 
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aérons }  et  déàgnant  par  les  lettres  Q  et  Q'»  ce  que  dcvietft  après 
ces  substitutkuis  le  produit  des  fonctions 

^/i/rcos(ft  V^A(if— ^),siirr}  et  sinj» 

nous  aurons 

FSnt^frale  idadve  k  f  étant  prise  depuis  f  so  îusqu*&  f=sMr.  Mettant 
'  dans  cette  dernière  expression  ^(x*»^)  au  lieu  de  4(^>y)  *  P^**'  Y 
tenir  la  place  de  utf ,  et  diffiérentiant  par  rapport  à     il  viendra 

^•f   +  etc.  =        ^  ~  '  

et  enfin 

+  ;  ; 

n  est.  aisé  de  voir  que  diaciia  des  tcracs  de  ce  résultat  renferme 
MBpficitenient  quatre  înt^ratlons  sttccesâres.  Nous  donnerons  plus 
bas  une  autre  tnanièfe  de  satisfiùre,  avec  des  int^ialcs  définies ,  à 
l'éqnatioD 

1134.  Dans  le  Ménu^  dté  an  n\  1109,  Laplace,  ^près 
avoir  obtenu  des  .  séries  qiù  donnent  les  valeurs  approchées  des  PP'<[^ondei 
int^rales  dans  lesquelles  entrent  conme  cxposans  des  nombres  très-  m'  ^*  ^"^^  ' 
grands,  développe  une  méthode  pour  ramener  à  des  intégrales  définies  ntt!i^lUo!*^é^ 
les  fonctions  déterminées  par  des  équations  aux  dilRnences.  Voici  jq^anom  aux  dnf- 
respnt  de  cette  méthode.  icnddkii 

Soit  réquation  du  premier  degré  et  d'un  ordre  quelconque  ans  . 
difèrenccs 


2r=^jf.+ir  Ajf.+  C  A'jr,+  etc;   (1) , 

dans  laquelle  ji,BfCftlic.  représentent  des  fonctions  rationnelles 
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et  ratières  de  la  variable  x  ,  et  peuvent  être  mis  par  conséquent  SOUS 
fane  ou  l'autre  de  ce»  formes  (  a*.  903  )  : 

^sstf4>«,«+«,«*4-eic       ^astf-K,[*] +etc. 

*=*+^.x  +  ^.x'+etc;  fc*+*.M+*.[*]+«tc. 

Dans  le  premier  cas  on  fera  y=tfr'^''vdu',  on  supposera  que  les 
limites  de  Tintégrale  soient  bdépea&uiles  étx^  v  étant  une  fonction 
de  u  seul ,  et  U  en  résultera 

^y,—ft-*'{r*-^i)vdu,     AV.=/«-«'(r»— i)'v^«,  etc.  , 

Si ,  pour  abréger ,  on  fait  6  **'^=  * ,  on  aura 

et  substituant  dans  Téquation  (i)  ces  expressions ,  ainsi  que  les  pré- 
cédentes, on  obtiendra 

«(*  +  *  («""—I  ) + c  (r-»—!)' + etc.  ) 
—  etc. 

Dans  le  second  cas ,  on  fera  y=.fu'viu  ,  «"=     on  aura  pac 

conséquent 

Aj',=/*(«— ty,=fii{u^iyvdu,  etc. 

«(«  +  A  («— i)  +  f  (a— 1  )•  +  etc.  ) 


etc. 

Ce  résultat  et  le  précédent  sont  compris  dans  la  forosule 

jra=/W*  {    .  +    ^  +  P  ;^  +  Q  0  +  «c.  )  ^ 


ill. 


Digitized  by  Gopgle 
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M ,  .V  ,  P  ,  Q ,  etc.  étant  des  fonctions  de  u  seul.  Comme  ce  n'est 
que  dans  *  que  se  trouve  la  variable  x ,  on  peut  la  faire  sortir  entiè- 
rement du  signe/en  intégrant  par  parties  (  n*.  361  ) ,  et  Ton  anrs 

x^/^dM  { Mv  j^-^-j;^  + > 

Maintenant  puisque  la  fonction  v  est  indépendante  de  ,  il  faut  que 
la  partie  soumise  au  signe  d'intention  dans  l'équation  ci^dcstllty 
loit  iwUe  par  elle-même ,  ce  qui  fournit  Téquation 

«,_^J^+^-£^-«c  w. 

pour  déteraûner  la  fonctioa  r  ;  et  il  restera  ensuiie  à  aatiaftoe  à 
Féquatioa 

+  etc 

qui  faa  comoltie  les  Itoiites  defintégrate/*  ¥  du: 

li  est  à  retnarquer  qne  réquatioa  {%)  est  précbément  celle  qui  eiE» 
ptimc  to  conditions  dliat^nîbilirt  de  la  fonction  diiSfentielle 

<r  pent  donc  6Ke  legudé  comme  le  lecteur  qui  rend  iot^eble 

« 

Jpftttdiu,  Vvr 
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de  l'ordre  immédiatement  inférieur  à  celui  de  l'équation  (i)  ;  et  il  est 
£KiIe  de  voir  que  Vmèn  ét  edilc-d  d^cnd  du  degré  où  mOBtent  Ici 
puissaaoes  de  «  dans  les  coelBcicfic  de  b  proposée  (  i  ). 

Pour  montrer  comment  on  doit  enployer  Péquation  ()) ,  août 
nippooerons  d'dbord  que  l'on  ah  Xsso  ;  et  supprimant  la  coasume  » 
il  ftttditt  que  ce  qui  reste  de  Téquadon  s'évanouisse ,  lorsqu'on  y 
substitue  pour  u  les  deux  valeurs  rdatives  aux  limites  de  linté- 
-grale  fitydu.  On  remplit  une  fois  cette  condition  en  donnant  à  « 
'  une  valeur  qui  Êttse  évanouir  en  même  tens  ks  quantités 

Tu'  Z?' 

savoir:  m  infini  lorsqu'on  prend  «  =  et  «=o  quand  «i=:ii*; 
mis  c'est  au  moyen  des  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  Tes* 
piession  de  y ,  que  l'on  obtient  la  seconde  limite ,  en  déterminant 

ces  constantes,  de  manière  que  chaque  ligne  de  Téquation  (3) 
s'évanouisse  d'elle-même  :  on  obtient  ainsi  un  nombre  d'équations  . 

au  dwr 

Pv  i^^+etcsso 

du 

Q  — .etc=o 
etc. 

égal  à  celui  des  constantes.  On  éliminera  toutes  ces  constantes,  à 
l'exception  d'une  seule  ;  les  valeurs  de  tirées  de  l'équation  finale , 
seront  autant  de  limites  de  l'intégrale  fmvdw.  oa  les  introduira 
dans  les  expressions  des  autres  constantes ,  et  on  en  déduira  un  pareil 
nombre  de  valeurs  de  v ,  que  nous  représenterons  paf  'v',  v',  v'\  etc. 
Far  ce  moyen  on  aura  successivement  tes  expressions 

y—fa.y'du^     y=:feLl^du,     j^=/«v"</a  +  etc. 
qui  satisferont  à  la  proposée ,  et  comme  elle  est  du  premier  degré 
par  rapport  à  la  fonction    et  à  ses  coelEdeni  diÂStentiek ,  on 
pourra  fiiue 

y  z=A'f*Vdu  i^rf»  +  ^"A  v"du  +  etc. 

A',  A",  etc.  étant  des  constantes  arbluaires,  et  toutes  les  inté- 


A  LA  Théorie  des  suites,  ji) 
grales  ayant  pour  une  de  leurs  Itmitct  la  râleur  qui  rtnd  «  et  MS 
coeffideot  diCSreotîcb  nuls ,  et  pour  rautivlo  i&ftrm  valeufs  de.» 
déterminées  d'après  ce  qui  précède. 

On  sent  qui!  y  auroit  lieu  i  dès  discassioss  déticttes  et  né- 
cessaires sur  la  poesibilîté  de  déienmncr  sur  le  nombre  et  la 
nature  de  ses  valeurs,  circonstanoeade9i)iielles  dépend  le  succès  de  la 
méthode  et  la  généralité  des  résultats  ;  mais  on  m  peut  ici  que 
les  indiquer  comme  objet  de  recherches. 

Lorsque  X  n'est  pas  nul ,  il  faut  premièrement  que  cette  fonctioa 
puisse  être  ramenée  à  la  forme  que  prend  le  second  membre  de 
l'équation  (j)  après  la  substitution  de  l'expression  complète  de  v, 
afin  qu'en  comparant  de  part  et  d'autre  les  termes  semblables  par 
rapport  à  x,  on  puisse  obtenir  des  équations  qui  ne  renferment 
que  u  et  les  constantes  arbitraires  introduites  par  rezpressioo  de  y. 
Cest  par  cet  équiâons  qu'on  déteminera  comme  rî"dessut  les  limites 
de  F!nt^;rale/«v4/if  ;  mais  oo  ne  pourra  pas  dans  le  cas  actnd 
ffinliipliff  diacune  des  vdenrs  parolières  de  j  par  une  consante 
aihttiaiie  ,  ecLaplaee  propose  en  éooadqnence  d'ajouter  à  la  aoèiine 
de  ces  valeurs  fexpression  dey^  dans  le  cas  ok.xso  ^  ce  qui  satis- 
£ût  évidemment  à  l'équation  proposée,  puisque  cette  partie  fait 
évanouir  par  lui-même  le  second  membre  de  l'équation  (3). 

U  est  visible  que  l'esprit  de  cette  méthode  consiste  à  donner  à 
l'expression  de  y  une  forme  telle  que  l'on  puisse ,  après  la  substi- 
tution dans  l'équation  proposée ,  rendre  entièrement  indépendante 
de  X  la  partie  qui  demeure  soumise  au  signe  d'intégration  ;  elle 
peut  Rappliquer  à  un  système  d'équatiohs  du  premier  d^ré  aux 
différences  »  entre  un  nombre  quelconque  de  varid>les ,  et  en  ramène 
llnt^gratioa  à  celle  tfna  système  «Péqoatiôns  diffibentielles  da 
premier  degré  ,  nais  cette  dernière  est  le  plus  toavent  siqeite  à 
des  diftciiltés  aussi  grandes  q^c  celle  du  système  proposé. 

Lorsqu'on  n  a  qu'une  seule  équation  du  premier  degré  amt 
dilEbences ,  l'ordre  de  l'équatioa  (i)  dépendant  du  plus  haut  ejc* 
posant  de  la  variable  il  en  résulte  qu'on  ne  peut  guères  résoudre 
généralement  que  celles  où  cette  variable  ne  passe  pas  le  premier 
degré»  et  que  Ton  peut  représenter  par 

V  v  V  * 
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V  et  !r  étant  des  fo|»câoiis  du  premier  d^ré  de  y«  et  de  im  dîfliS- 
rences.  La  snpposîtioa  de  y^f^vdu^  coaduit  alon  &  des  féniltats 
de  la  forme^ 

dm 

je  n 

le  pcenier  dooae  ys--r  «  Jl  étant  une  constante  arbt* 

traire,  et  le  second  conduit  anx  lifliîtei  de  l'intégrale, 
"  Prenons  pour  ezeoiple  l'équation  du  premier  ordre 

En  y  supposant y,= ft^vdu,  ùvt^^u'  y  on  obtiendra 

,         .  d{uy) 

yu'^'=  o, 

d'oii  l*on  déduira  v puis  Ton  aura -<^'«'^'«~''=  o  >  ce  qui 
peut  arriver  de  deux  manières ,  i°.  lorsque  «  =  ©  ,  z".  lorsque  «  est 
infini  ;  on  avira  donc  y^=iA'ft~'*u'du  ,  llnté^aie  étant  prise  de- 
puis u  =  o  jusqu'à  u  infini 

Nous  sommes  retombés  ici  sur  un  des  résultats  du  n%  1 1  lo  ; 
-car  l'intégrale  de  l'équation  y,^,—  (  x  +  i  )y,^  o ,  est 

1 La  méthode  que  nous  venons  dTesposer  convient  aussi  aux 
'dquadons.diffirentiellesf.  Laplace  le  montre  sur  Péquation  trèa» 
générale»  -  7 

+ etc.) 

La  supposition  éty^fm,  y  du ,  et  de  asm'**,  conduit  dans  ce  cas  ft 


r*(<i—â'«+4V— etc.)  ] 
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et  fiot^ntion  par  parties  fournit  les  deux  équatîoiu 

via  —  a'u+a'i^^ii?+  etc.}  +  ^  7-  ^=0 

^-.^«^.^V— etc.)  s  o  5 

h  pfemière  étant  de  la  forme 

d,vN  Udu  Ndv+vdN 

yM+-j —  =  0,  ou  -Tr-+  s  = 

du    .  N  Nv 


donne 


„  rMJu     ^  V    i  - 

l'équation  des  limites  revient  à  <~"^vA^=o  :  elle  est  satisfaite  lorsque  « 
est  infini ,  et  par  toutes  les  valeurs  de  u ,  qui  font  évanouir  la 
fonction  N ,  ou  qui  sont  les  racines  de  l'équation 

b  —  b'u  +  b"u'' — etc.  =  0;  '■ 
.  CCS  valeurs  étant  désignées  par  m\  m'\  etc.  on  aura 

y s^ji'f* vdu  +^'fjn vdu  +  A'"/*  vdu-{-  etc. 
an  observant  de  prendre  la  première  intégrale ,  depuis  u=zn/. 
jusqu'à  K  infini  y  la  seconde,  depuis  u=tm"  jusqu'à  u  infini  »  «t 
ainsi  de  suite. 

ii37i  ^  l'on  fcprésente  par 

■  une  équatioA  dans  laquelle  loient  dca  fonctions  da 

premier  dcgpé  par  rapport  à  {»tr^  &  tes  di£BSfenccs  partîcDeiyOa 
à  ses  difiërcntielles  partielles ,  et  qa'on  y.  fittee  i^^^Sfvfvdt^ 
on  obtiendra  an  résultat  de  la  forme 

fe^wdt{UJtiilmArPy'\^f>^  '.. 

M,  ne  contenant  que  les  vaiiables  r  et  k.  Pour  lui  donner 

la  forme  fvdt  ^iM'«+  A^'^j  ,  il  faut  regarder  «  et  v  comme  des 

fonctions  de  r»  et  observer  que 

dt  \i^udtJ' 
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X  "îPv     X  y  du 
faisant  alors  t'u^—tt.,^  et  posant  ~+Tr-  =  — ï—r  • 

'  e    Nt     g    udt  ' 

ctst-um,  -  d'oii  11  suit  — ,  on  aura 


fvdtl  Al*  4-  A'/  — [  =0. 


£o  int^raat  pir  portiii,  on 

iny—      .  ■     =0,    A^<v»  =  o. 

Vespresdon  de  v  »  drée  de  la  première  de  ces  équations ,  ne  con- 
tenant pMnt  de  fonction  arbitraire ,  ne  donnera  qu'une  Taleur  parti* 
çslîète  de  la  fisnction  mais  on  peut  y  introduire  une  fonction  ar« 
bittaire  de  la  ootistante  que  doit  renfermer  l'cxpressiott  de  n  tirée  d« 

d»  Pdt 

l'équation  difFérentidle  ■^■ess  ,  et  pour  cela  il  faudra ,  en  dé- 
signant cette  constante  par  »,  supposer  i=fft'i^v^{u)dtdet. 
Il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  formule  satisfera  aussi  à  l'équation 
proposée  ;  tes  limites  de  l'intégration  relative  à  a  n'étant  assujetties 
qu'à  la  seule  condition  d'être  indépendantes  des  variables  x  et  y. 
Celles  de  l'intégration  relative  à  t  doivent  se  déduire  de  l'équa- 
tion NtvmssOf  et  chacune  des  valeurs  de  /  en  «  donnera  pour 
Pexpresâon  de  i  un  terme  dans  le<^l  on  pourra  mettre  une  fonction 
arbitraire  distincte  de  celles  qnt  entrent  dans  les  autres. 

'  1138.  Ces  recherches  présentent  un  moyen  trcs-simple  et  très- 
remarquable  de  satisfaire  aux  équations  différentielles  partielles  à 
coeificiiens  constans  }  H  suffit  pour  cela ,  si  la  fonction  i  ne  dépend 
que  de  deux  Tariabiet,  de  prendre  i  =»fn'fyp  {p)'^Ft  ^{p)  dési- 
f  nant  une  fonction  àdnttaire.  En  cdièt  9  6fl  a 

^=fn'py{\n){\p),(j>)dpi 


I 


A    LA    TmÈORIR    des   9  V I  T  E  $•  ^Vf 

en  substituant  ces  Yaléurs  dans  l'équation 

dx^      éhsdy    .  dy       dx  djr 
elle  dcTiendn 

/«Vf(/.)rf/{^l»)*+S(l»)(W+<^V')'+«»+'V+<?)'=o» 
et  sera  satîsfiûte  si 

J  {\ny-lr  B{\n){\p)-^C{\py-\-E\n-irF\p^G=0, 

Oa  tirera  gcncralement  de  celle-ci  deux  valeurs  deln;  si  on  les 
déâgne  par  \P  et  IP',  on  aura 

les  limites  de  doivent  être  indépendantes  de  x  et  de  ,  mais  sont 
d'ailleurs  arbitraires. 

Il  est  visible  que  le  même  procédé  peut  s'appliquer  à  toutes  les 
équations  du  premier  d^ré  de  quélqu'ordre  qu'elles  soient ,  pourvu 
qu^es  n'ayent  point  de  terme bdépendant  de  ou  de  ses  coefficimi 
ÂffiSrentiels»  Une  modification  fadle  à  tronTer,  suffit  pourlefoadke 
applîcaUe  aux  équations  du  même  genre  qui  contiennent  ] 
TasiaMcs;nons  prendrons  pour  exemple  Péquatioa 

dy. 

et  nous  y  aaiisfaon's  au  moyen  de  l'expieiiiflta 
qui  donne 

^  ^ffm*ky{y  «  )*f  (  « ,/»  )  dn  dp 
j^^ff^i^p^Urf{n,p)dndp 

^^ffMf'{\pyfin,p)dndp, 

et  conduit  par  conséquent  à 

ff,m'ny9{n,p) dndp  {  ( !«)•— **( (1/ )0  }  =  0. 
Noos  déterminerons  m  en  posant 
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d'où  il  suit 

et  nous  condurons  de  là* 

Ces  solutions  beaucoup  plus  faciles  à  obtenir  que  celle  du  n*.  1 133  ^ 
paroissent  aussi  plus  simples  à  beaucoup  d'égards  :  ce  seroit  une 
chose  importante  que  de  discuter  leur  généralité  comparativement  à 
celle  des  autres,  et  même  à  celle  des  intégrales  exprimées  immédia- 
tement par  les  variables  de  l'équation  i  mais ,  comme  nous  l'avons 
lemarqué,  n**.  761 1  76$ ,  il  reste  encore  bien  des  dtfficiiltéi  à 
ëdairdr  dani  la  Théorie  dei  équatioat  diiérèmîcnei  partiellet. 

1 1 3  9.  On  aura  aussi  par  des  intégrales  définies  les  différences ,  les 
différentielles  et  les  intégrales  de  toute  fonction ,  qui  dépendra 
d*équations ,  soit      diffifaences»  soitdiflSieiitîeUes ,  iatégrables  par 
*lcsaiiéihodèsprkédeatei;  car  cette  fiMctioa  étaot  expnmée  par  det 
terne  de  la  fonne  jtfdfviu^wijffr^fdu. 


OU  bîea 

sa  ( — X  yj'/r^tfv  du ,    A>^^/«-^vii  »(«-•— 1)% 

les  intégrales  fy^ào^"^  et  S"^,,  se  déduiront  de  ces  formules  en 
rendant  négatif  Texposant  n, 

Nous  prendrons  j>our,  exemple  la  fonction       <lui  est  l'intégrale  ^ 

dy 

Péréquation       x—-\-my^o,  - 

Cette  iquatioa  éunt  traitée  comme  celle  du  n".  précéd.  on  en  tire 

d^vu 

dToil 
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91  kt  liinitct  de  fiatégrale  feront  usso  'et  u  wSià*  Lt  eoostaaie 
devint  être  telle  que  la  fitactioii  le  f^dnise  à  si ,  lonque  «=si  ^ 
et  nnt^lgnle  dtfnie  devenant  alon  /r*»"^.W»,  U  en  réndte 

VtMffmimk  que  nom  venons  téMk  peut  être  employée  à 
trouver  lee  diflbenccs,  les difibentieUes  et  ks  inl^ndeiè  iudUti 

Jnuwauuùns  de  U  fonction  ^  (  n*.  1074  }  i  on  en  tire 

CByduwseintleiigmEâejn«  onaum  Llplacelrclt|iirtiea•' 
lièremcot  attaché  à  déterminer  ces  fiMcdoM  par  dei.  léries  conver* 
genim»  et  il  a  donné  lur  cela  dee  déteSeo^Fon  ne  mmoît  entier  idu 


I" 
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CHAPITRE  IV, 

•   ;       .      .  • 

Des  équations  eux  Différekeet  m&ies% 

t{ql!e'^?et  T»I  1146.  Nov  5  «Toiis  fflontt^  snffistmaicnt  dans  €•  qai  précède  . 

tiont  aox  diflé-  que  le  Calcul  différentid  et  le  Calcul  aux  dî£E£rences  pouvoieot 
rcnces  méléet.  i^a|q>liquer  l'un  à  Tautre;  mais  nous  n*aTons  'considéré  quiso* 
jément  les  questions  oii  il  s*agit  de  déterminer  une  fonction  par 
la  connoîssance  de  ses  relations  avec  ses  coefficiens  différentiels  , 
ou  avec  ses  différences.  Pour  compléter  le  tableau  des  divers  points 
de  vue ,  sous  lesquels  on  peut  être  conduit  à  la  recherche  d'une 
fonction  au  moyen  des  circonstances  que  présentent  les  chan- 
gemens  dont  elle  est  susceptible,  il  nous  reste  à  examiner  le  cas 
-  oè  U  doAdhion  qui  doîK  la  dâérininer  mine  i  une  équation  con- 
tenant en  fliCme  tems  des  coefficiens  diffibentiets  et  '  des  dilS- 
rences,  et  que  nous  appellerons  i^iAàan  mx  Jiffimuts  miUts* 
Ce  genre  d'équations  «  dont  Condorcét  et  Laplace  ae  sont  oc- 
cupés les  premiers ,  n*est  pas  une  simple  combinabon  de  formules 
analytiques ,  i)  répond  dans  la  Tliéorie  des  courbes  à  des  ques- 
tions aussi  difficiles  que  variées  ,  et  quelques-unes  de  ces  questions 
s'étoient  déjà  offertes  aux  Géomètres  dès  l'origine  du  Calcul  difiS» 
lential  et  du  Calcul  intégral, 

dy 

L'éqution      a-^-\- hAy+cysaO' 

est  une  des  plus  simples  de  celles  qu'on  peut  te  proposer  entre  les 
coefficiens  diffifrcnticb  et  les  dîffibences  ;  elle  n'est  que  du  premier 
d^ré  et  do  pfemier  ordre ,  tant  par  rapport  au  coeffident  diffifarco» 
tiel,/qn'à  f^rd  de  la  fonction  et  delà  diffilraoce.  Si  Ton  sup- 
pose a  «ski»' on  y  pourra  fidre  die  se  cbangara  ai' 
«a* + ^  ( I  )  +  <  =  o  ;  et  toute  détermination  de  M  qui  satisfera 
à  cette dêinière  équation,  dooncn-onavalcttr  de  ^fCofinraiaBt  UDO 
constante  arbitraire. 
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AUX   DlFFÈlLMNCES    U  Â  l  É  M  S,  5)1 
Oo  satisfieMÎC  tusote  ptr  la  supposition  de  ^sC^',  à  l'équation 

di£^  delà  précédente  par  le  terme  «  -~  »  dans  lequel  les  ca- 


raetérisdques  ^  et  a  te  trouvent  combinées  ;  on  auroît  dans  Hiypo- 
thèse  établie  .  . 

et  pour  déterminer  i» ,  on  trouyeroit  l'équation 

A  ne  considérer  que  les  éqiiadons  qui  déterminent  «i ,  on  m 
soapçonnoroit  pas  que  les  deu«  équations  aux  dtffiSrences  nêlles ,  que 
nous  Tenons  de  rapporter*  pussent  ne  pas  admettre  deux  intégrales 

de  la  même  gL*ncralité;  mais  si  l'on  fait  attention  que  la  seconde 
contient  des  termes  affectes  en  même  tems  des  deux  caractéristiques  d 
et  A ,  il  sera  facile  de  reconnoître  que  tandis  que  la  première  peut 
être  envisagée  comme  le  résultat  de  l'élioiination  de  deux  cons- 
tantes arlMtraires  entre  trois  équations  de  la  forme 

f=0,  dy^Oy  LV=Z0  (l), 

la  seconde  en  suppose  quatre  de  la  forme 

f=o,    dr=o»    t^y=zo,    d&.y=zo..^,..  (a^,- 

entre  lesquelles  on  peut  éliminer  trois  quantités. 

Le  dernier  système  d'équations  offre  aussi  la  possibilité  d'éliminer 
entre  les  équations  f  =o  et  =o ,  une  fonction  arbitraire  du  genre 
de  celles  qui  complètent  les  intégrales  des  équations  aux  différences 
(^n*.  998  )  i  nommant  f^sso  le  résultat ,  on  aura  encore  à  éliminer 
une  constante  entre  les  équations 

r=0.         âVT=:0  (3). 

Les  équations  qui  sont  le  produit  de  cette  dernière  génération ,  sont 
toujours  telles  qu'en  y  regardant  comme  une  nouvelle  variable , 
«lies  satisfont  aux  conditions  rdatifes  ^  Pintégrabilité  des  équa* 
ti  ons  diflërènrîdics  à  trois  ¥aiiables«  et  iç'dtstSiVucot  par*Ià  de  ccUa 

Xzx  a 
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qui  fésultcnt  des  équaiioiii  (i)  oo  det  équanoot  (t).  Ea  coflridéfant 

les  équaiiou 

^^sso,    et  Adyssù..  (4); 

dans  lesquelles  ^/^repfésente  une  fonction  di£SreiMÎetle  quelconque 
du  premier  ordre  et  à  deux  variables ,  on  obtîeodroit  des  équatioat 
aux  diAnrcnccs  mêlées  qui  poufroicnt  être  mises  sous  la  forme  d'équar 

ûon  aux  dîlBrenees contenant  les  trois  Tariabks  x,y  et       Biot . 

dans  un  Mémoire  qu'il  a  présente  à  Tlnstitut  «  et  dont  nous  avons 
tiré  une  grande  partie  de  ce  Chapitre ,  désigne  sons  le  nom  dV,/u4- 
tions  aux  différences  su.cessives  celles  que  donnent  les  systèmes  (j) 
et  (4),  parce  qu'elles  résultent  immédiatement  ou  d'une  différence 
succédant  à  une  dîffi&rentiation  $  ou  d*une  différentiation  effectuée 
iur  une  diUërencf  . 

1141.  Toute  équation  aux  différences  successives  doit  être  sus» 
ceptible  de  deux  intégrations  distinctes ,  Tune  par  rapport  à  la  ca- 
ractéristique A  et  l'autre  par  rapport  à  U  caractéristique  d ;  mais 
il  n'est  pas  indifférent  de  commencer  par  la  première  ou  par  la  se- 
conde de  ces  intégrations.  Lorsque  celle  des  différentielles  p«ut  s'ef- 
ftaucr  la  prcmi^  »  le  résultat  que  Foa  obtient  dUxMd  contfèni 
une  constante  aibitrufe,  et  llnt^gradon  aux  différences  introduit 
ensuite  une  fonction  arbitraire}  mais  si  Ton  intègre  dTabord  par 
fapport  aux  difliSrences»  on  sera  souvent  obligé  de  patticulariser 
b  fonction  arbitraire,  pour  efiiclucr  Fiatégiaiioii  aux  difftecntieUca. 

Soit  pouf  exemple 

Cette  équation  ne  renfermant  que  les  variables  x ,  et  a^  que  noua 
représenterons  par     peut  être  considérée,  sous  la  forme 

> 

comme  une  di£Krentielle  i  deux  variables  ;  elle  rentre  alors  danria 
dasse  de  celles  qui  alotègrcnt  apcès  une  diftrcntiatiioa  (  a*.  573  ). 
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y=:'-a(  X*—  «  )  —  ^  a'AT  +  ?  (  sln  T  .T  ,  COS  ir  x  ). 

En  commençant  par  considérer  l'équation  proposée  conune  UM  dif- 
férence >  on  lui  donnera  ta  forme 

dans  laquelle  ;  el  pour  rînt^cr  »  il  sera  comaiode  ^tm 

prendre  d*abofd  la  diflénnce  (  u\  i90f  );  M ttpuvoa par  ceu» 
nédiode 

X  A>  —  i  (  1  A/»       +  AV)  =  o, 

ce  ^  donne  les  deux  facteurs 

aV»=o,       X  — ^  (1  a/»  +  AV)=iOî' 
en  intégrant  le  premier,  qui  est  le  plus  simple,  ou  obtiendra  A^=«y 
et  de  là  pzstax  —  \a*. 

Cette  dernière  équation  est  intégrable ,  ai^  die  ne  le  seroit, 

plus  en  général ,  ri*  l'on  rèmpTsçolt  lu  lyii  «  par.ls[  ifonciîoa 

f  (sinvx,.*cos«r»)„  qui  est  aussi  constante,  par  rapport  ans 
dlflérences»  v; 

n  est  à  propos  de  remarquer  que  le  second  facteur 
«>^|(iA/ +  A>)  =  o  ,  est  relatif  à  llnt^gndc  indtrccft  dt* 
réquaiion  aux  diffërences  (  n*.  1009  ). 

n  n'est  pas  possible  ,  dans  Tétat  actuel  de  l'Analyse ,  de  donner 
des  procédés  généraux  pour  l'intégration  des  équations  aux  diff«$- 
rmces  mêlées  ;  nous  nous  bornerons  à  observer  qu'on  peut  les  trans* 
former  en  équations  différentielles  d'un  ordre  indéâoi ,  en  y  substi*- 

iy 

tant  au- Iktt  de  Ajr  et  de  Ar;-,  les  sénaS' 

-r-+Ti —  +etc. 

dx^  I  ^dt^,  ,M  ^ 

n  rcrtera  ensuite  àsatis&ife  è  ces  dernières  équations  de  la  nanièie- 
la  pins  léoéhdi  y.  ce  ^  se»  son?cat  nès-difidle  (  n*.  999  ). 
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II 41.  La  déeeniitmiion  de  l'étaidue  dtt  intégrales  im  di?en«r 
csp^es  iTéquatioai  wan  difiireiioeS'm6)ée$>.  est  susceptible  de  dis- 
cusnoos  trèr^élicstà ,  comme  celle  dis  l'étendue  des  btégralcs  des 
équations  difiërentielles  pardetles ,  par  rapport  ans  fonctions  arbi- 
traires qui  ^tent  y  entrer  (  n°.  761  ) ,  et  l'on  y  appUqueroît  les 
considérations  employées  dans  les  n<".  764  ,  765 ,  804. 

On  prou veroît  par  les  considérations  développées  dans  les  n".  1005 
et  ioo6,  que  les  équations  aux  différences  mcîces  ont  aussi  leurs 
irulgra/es   indirectes  ,    qui  répondent  aux   solutions  particulières 
des  équations  diâërentieUes ,  et  qui  se  déduisent  également  de 
rintégrale  dincu'^i  la  variation  des' constantes  arbitraires  qu'elle 
contient,  en  assujettissant  la  fonction  doonée  par  cette  intégrale, 
iksatisÊûre  encore /^bns<ie oouvd  état,  à  réquation  aux  diffiétences 
■fiées.  Cette  condit^OQ  éqiÙit  entre  les  arlMbaira  des  relations  qui 
sont  exprimées  par  une  nouvdle'  équation  adc  difiéroices  .mêlées. 
Lorsqu'on  détermine  les  arbitraires  par  son  moyen ,  on  obtient  une 
seconde  équation  primitive  qui,  satisâiisant  à  l'équation  proposée, 
représente  des  courbes  ayant  à  chaque  point  môme  tangente  que  quel- 
qu'une de  celles  qui  sont  comprises  dans  l'intégrale  proposée ,  et  même 
sécante  pour  deux  points  dont  les  ordonnées  sont  éloignées  d'une  quan- 
tité égale  à  la  différence  de  l'abscisse.  Voilà  ce  qui  arrive  lorsque 
l'équation  proposée  ne  renfepne  point  les  caractéristiques  a  et  <f  ap- 
'  pliquées l'une  sur  ITaBln  t  die  conttaiie  avoit  lieu ,  l'intégrale  directe 
«t  l'intégrale  indirecte  devinent sfeccorder  non-seulement  dans  teTa- 

dy  dy 

lei9sde^,^>>&^,  mais  encore  dans  celles  de  et  alors» 

en  déttrminsint.cottTenableflMnt  la  consiania  arbitraire, il  scroit 
possible  de  fiùre  passer  par  deux  points  dont  les  ordonnées  sdent 
éloignées  d'une  quantité  égale  à  la  di^ence  de  l'abscisse,  deux 
courbes  données ,  l'une  par  llntégrale  directe,  l'autre  par  l'int^rale 

indirecte  ,  qui  auroient  à  chacun  des  pôints  dont  il  s'agit  même  tan- 
gente ,  et  entre  ces  deux  points  même  sécante.  Ces  résultats  étant 
très-analogues  à  ceux  qu'on  trouve  dans  les  n'*.  cités  ^  il  o'a  pas 
paru  nécessaire  de  les  exposer  en  détail. 


jÊVX'DlFTiREVCMS    MiÉLÉB$,  H5 
*  1143,  Cest  principalement  par  la  nature, des  questions  géoné-  ^^/£i,°"d^fî 
tiiques  qu^elles  jpeuvent  exprincr ,  que  les  équations  aux  diffifencca  CÉrawa  mêlées,  à 
mêlées  doivent  intéresser  cens  qui  cumvenc  les  Mathématiques.  U  ^S^^""^^ 
première  de  ces  questions  est  le  problême  des  trajectoires  réciproques 
qui  a  beaucoup  occupé  Jean  Bernoulli  et  Euler ,  qui  l'ont  résolu  l'un 
et  Pautre  par  des  moyens  fort  ingénieux  et  fort  élégans ,  mais  indi-  « 
recfs,  quand  on  les  compare  à  celui  qui  résulte  de  .l'emploi  dcS 
différences  mêlées.  Voici  l'énoncé  de  ce  problème. 

Trouver  une  courte  M'C  M ,  fig.  6  ,  td!e  quen  U  faisant  tourner  FIG.  6. 
sur  un  de  ses  points  ,  autour  a  un  axt  donné  AC,  pour  la  placer  dans 
une  situation  contraire  à  la  première^  comme  on  U  y  oit  en  N'CN^  U  la  ^ 
faisant  memvoir  tnsuite  paraUiUmmê  à  sUt'mtm^  à  àmg  ^cututê^  tlk 
totipt par^umt  la  premikn  M'CM  smu  m  ângb  dom^. 

Si  le  point-  C  désigne  celtiÀ'  sur  lequel  4a  courbe  3tCM  a'  tourné 
autour  de  l*axe  jiC,  pour  passer  à  une  situation  inverse  IfCN ,  Pangje 
M'CN  sera  double  de  l'an^  IfCji ,  et  sera  dfaiUeuts  égal  par  l'hypo- 
thèse à  l'angle  M'M  O  (•).  Maintenant ,  menons  par  le  point  l'ordon- 
née MF  perpendiculaire  Â  r«x«  ;  l'angle  OMP  StVt  égal  à  QNP,  à 
cause  du  parallélisme  supposé  dans  le  mouvement  de  la  courbe  N'CNi 
et  parce  que  cette  courbe  est  placée  dans  une  situation  contraire  à 
celle  de  M'CM  y  l'angle  (^NP  doit  être  le  même  que  l'angle  Q'M'P', 
formé  par  cette  dernière  et  l'ordonnée  P'M',  prise  de  l'autre  côté 
da^C,  à  unedbtance  J'P'  égale  à  j4P.  Il  suit  de  là  que  l'angle  M'MO^ 
compcMé  de  OliP  et  df  OMP  ou  de  QNP,  est  égal  à  Q'M'P*: 
telle  est 'en  darmère  analyse  la  condition  du  problème ,  et  c'mt  ainsi  ' 
que  TenTisai^t  Jean  Beraonlli.  ' 

dx  dx 
on  aura      tang  CM  i»  =  ~ ,  uog  Q'^'i»'=  ^  j  et  posant  pour 

•     :      d\  dj/     ■  •  •      .  . 

'  —  - .       '  •    «  '  *' 

angl.^tan|ssl^  +  angl^  tang=s ES  as 

x'4-«^«=o; 

C")  n  faut  te  rappeler  que  Ics  i 
ceux  de  leu»  tangentes. 
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Voilà  la  ëquaticn»  de  ta  ^micioa  éeriies  en  diffÊcenccs  ialUci.  n 
£iut  bien  remarquer  qne  là  denùère  équation  opriflK  la  loi  de  la 
variation  de  r ,  et  que  chacune  des  équations  ne  doit  pas  avoir 
lieu  par  elle-même,  mais  teulenent que l'anejétant  potée»  Paiitre 
en  est  une  suite  nécessaire. 

Ces  équations  sont  faciles  à  intégrer  :  en  effectuant  d'abord ,  suivant 
le  procédé  du  n°.  9S8 ,  l'intégration  relative  aux  différences ,  on 
trouvera  •       ^  - 

angl^  tang  8 ss  «  +  ^(  ^  I  ) 

B  fX  b  étant  des  fonctions  arbitraires  de  sin7{  et  de  cosv^.  La 

»  JB 

tviaUe  i  i^élinint  6fcile«ent;  en  £usant  y  =s     il  viitat 

axçfuMg  =  -\=sc-t-Cr  y  ou  -  s  tang  {  c+Cx}  « 
Jtnk  Pou  conclut 

.  I  1 — tangctangCjf 

Opr^on  aettft  cette  Taleur  sotti  la  fosme 

I  +  cos  1  c  —  sin  1 1  tang  C  x 


^     ùaxc+ {i  +  coszc)tAn%Cx 

^         I+COS&tf  ^ 

tangCx 


«•  wtt .    '  J  «Mme 
.  anac  éaxc]  i<fcosic 


•M. 


I  +  — :  r-  tangC* 

sin&c 


et  en  observant  que  la  constante  C  doit  être  regardée  comme  une 
fonction  arbitraire ,  qui  ne  change  point  lorsque  l'on  y  met  — x  ,  au 

Ueu  de  »,oa  fera  _  '  +  ^^^^taagCSrsslTjg,  en  désignant  par  JC 

«ae  Ibnclioii  qndcoaque  de  x  assujettie  seulement  à  demeurer  coni* 
fiala  quand  on  pâme  de*-|-«  à  -^t  on  aura  ainsi 

rétttltat 
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tiésultat  senbUblf  à  cel«  qu*»  trouvé  ISulcr  f»i  use  voie  trh- , 
dilIKreiite. 

Si  iToa  7  renet       au  lieu  de. ^,  on  eu  tiren 
ysss*COt»<+  -:  fax  i  —  L 

Lorsqu*on  prend  X—o  ,  on  trouve  d'abord  la  ligne  droite  ,  qui  doit 
en  effet  satisfaire  à  la  question  proposée  »  posant  ensuite  X^x*"", 
il  vient 

eipictMW  qm  oe  dépend  que  de  l1niégr»tioa  de  la  €neàou  n- 
Jx 

tionndle  -szt-"» 

BfmouUi  et  Euler  ne  te  sont  pns  bomét  résoudre  fénénlement 
le  problème  des  trs|ectoires  réôproques  «  ils  ont  eu  spécialement  pour 
but  de  ckerdier  pnrmi  ces  conrbçs  celles  qui  pouvoient  être  algé- 
briques ,  et  sous  ce  point  de  vue  tous  leurs  travaux  rentrent  dans  le 
Calcul  intégral  indéftrmlnt  (  n*%  53»  et  suivr.  }« 

ii44«  Parmi  le 'nombre  assez  grand  de  questions  qu'Euler  a 
iIsoIms  sur  ce  sujet,  nous  choiâfans  encore  la  suivante  qui  est  . 
peu  connue; 

Trouver  tonus  Us  courbes  telles  quen  menant  par  chacun  de  leurs 
points  d0tx  droites  A  M ,  M  M',  fig.  7 ,  faisant  le  mime  angjU  avec 
le  tMfmi*  TM ,  Upnmàn  Uam  iirigU  à  un  point fixt  A,  U  ûcMdt 
mnmxk  à  U  conrl»  m  M',  U  Sgiu  M'A  fisst  une  U  wigKim  M't  U 
mim  «ufb  fs*  MM'  (•). 


O  Cm  qaS  cooaoiMMi  les  loiadthitf«lead«hliniiiite*.v«NM  qwti| 
rayon  parti  du  pointé,  et  dirigé  suivant  ÀM^  teroit  réfléchi  deuifimpar  hcoarb* 
cherchée,  la  première  de  M  en  M',  U  seconde  de  M'  en  A,  et  retoumeroit  par 
conséquent  an  point  d'oii  il  est  émané.  Ce  problème  a  été  propoié  dans  les  4tu 
4mâ$xm  »  «n.  i^4f  (  en  tcpteadm  ). 

Appm&sh  Yyj 
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Les  coodtdoiu  de  ce  proUême  tout  comcfluci  dans  les  éemi 
équations 

dont  une  doit  denocr  la  loi  des  Tftrietioiis  de  »,  Soit 

PM=y,  JP'^x',  FM'=y\  ^==/» ,  ^^=p\  ^=^Pi 

en  menant  M'Q,  parallèle  à  VxxtjiB  des  et  prolongeant  MF 
fusqu'au  (KHnt       on  aura 

en  n'ayant  point  égard  au  signe  de  y'  qu'on  peut  supposer  négatif 
dans  la  figure  dtée.  Cela  posé ,  si  Ton  oûerve  que  les  an^  MMQ^ 
MOT,  MOT,  sont  égaux ,  et  que  Ton  considère  kSMgkaexlénptFS 
des  triangles  OMT,  AMT,  on  trouvera 

tangJll'ilf#s=tang(Prilf+AliM'Q)===.^=^,  ' 
taagJMT^tMgiPJM^PTM)^'  =^^-^i 

X 

la  première  condition  à  remplir  donnera  l'équation 

"    ^    =  -^^  5-.   •  Oî. 

La  idatkHi'des  nngN  de»  triangles  OM'  T  et  ^ilT  eonduit  dt . 
mène 

ta»giMiM'r=-taDg(J>'riM'+.JM«'e)  =_ 


d'oh  l'on  conclut  pour  la  seconde  condition 

'       '  '  '  n 
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Tirons  mainteunt  des  équations  (t)  et  (1) ,  les  Taleurs  àt  Pi  nous 
obtiendrons 

 (,) 

p*x  1  pj  —  X  '  , 

y^^p'.'-p'y'  

ce  qui  nous  donnera  l'équation 

de  laqueUe'9  réstilte  que  la  fonction «échange point 

p'x  -^Xpy—x 

lorsque  x  devient      Tdl«  est  l'hypothèse  dans  laquelle  il  £uit 
intégrer  l*éqqatioo]()),  qui  répond  don  à  ^sMMf,  tt  doniw  • 

jrss  X  X  £0/2^'  +  ?  (  fo''^')  >  nous  aurons  donc 

,  K  p*x--^xpy  — X  3       \  p^x^xpy- — x} 

La  caractéristique  f  désignant  une  fonction  arbitnira,  donne  A  ce 
résultat  une  tnl»<'girandeigéoéralité ,  mais  aussi  on  ne  «uroitdaas  cet 
état  rintégrer  par  rapport  aux  différentielles. 

II  est  intéressant  de  coimoître  ce  qu'exprime  Ifi  fonctiom 

■^""^^^""^•^  i  c^dtâ  quoi  on  piment  ca  la  mitant  loutla  fome 

et  en  observant  que      p^^upgPTM,  lang^  MT, 

efla  wtjàuMfn  alors  «o     tang  (  ^  ^  T-^P  TM) ,  et  asonna  que  h 
^flérence  des  angles  JMTet  PTM,  ne  dok  pas  varier  dans  le  pas- 
sage du  point  M  au  point  At,  ce  dont  il  est  encore  facile  de  ^assusw 
immédiatement  par  les  considérations  géométriques. 
Biot  9  dont  nous  suivons  ici  la  mémoire»  donne  à  la  foncûon  f 

Yyy  X 


 • 
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pluueurs  formes  desqueiks  il  résulte  successivement  un  cercle  i 
limite  d*uae  infinité  d'ellipses ,  et  Pauemblage  de  deux  droites,  liaiie 
d'une  infimté  dliyperbolet  :  nous  ne  rapporterons  point  les  Câlcnb 
qui  mènent  à  ces  térâliati ,  et  dans-lcsqnds  il  ne  s'agit  que  dflntépcr 
une  équation  diiérentielle  du  premier  ordre;  nous  dirons seulenent 

qu'il  faut,  pour  arriver  au  cercle,  prendre  ^(^^^^^^^^^^* 
et  faire ,  pour  obtenir  Tellipse  et  l'hyperbole , 

l  p  X — xpy — *  } 
Si  on  prend  les  limites  des  équations  (3)  et  (5)  dans  la  suppo- 
sition oii  X  devient  infini  ^  y ,  p  tt  P  demeurant  finis ,  ce  qui  place  le 
point  ^  à  une  distance  infinie  de  la  courbe  (*) ,  oa  obtiendra 

p   

l  />"— .1       — I  * 

'  dToh  Ton  conclura 

En  £ûsant  f^-^-^so.  on  aun  senlemeat 

V— •  i 

ce  qni  lerient  à 

,    ^^-^  ï=     ,  et  donne  V  x*-4-  >'=x+ C 
Vx'^y* 

Cette  dernière  équation  appardenté  une  parabole. 
/  P 

L'équation  "pr"""  "  "^ZT  ^  ^  »  '^^^  «pprend  que  toutes  les 


courbes  qiii  résolrèat  ce  cas  de  la  question  proposée,  ont^  ans 
pcdnts  M  et  M\  des  tangentes  parallèles  ou  perpendiculaires.  En 
eflét,  en  réduisant  ses  deux  membres  an  même  dénominateur,  et 
passant  tous  les  termes  dans  un  seul ,  oa  lut  donnera  la  fente 

et  l'on  en  tirera  par  conséquent      /ry4-ts=o^  p'—pz=.o. 

(*)  Dam  ce  cat  du  problème  le  rayon  luniacui  vient  paxallèlemeot  à  l'ase  AB. 
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1145.  Les  deux  questions  que  nous  venons  de  résoudre  se  rap- 
portent aux  ^(Krence*  mcccsftTes  ;  en  f  oici  une  trèt-iûnple  qui 
nène  à  une  équation  m  dîfléreoces  mfiUes  proprcncnt  dites. 

Tnmw  Us  tcmêes  éUau  kspieUes  U  ênamgmH  AT, fig.     so&i  Fîg.  )« 
U  siuuieaiu*  AS,  dâM  mu  rtÊpfort  constant,  m  supposât  ^  U 
stconis  ordomk  A'B'  soit  Uo^pk  Jk  U  ptmiàn  AB  /jum  fUMtiti 

n  est  fiwile  de  rtm  que  ce  iMobtênw  conduit  à  une  équation  de  la 
forme  è  -s  ^ 

â  Von  met  dam  cette  équation ,  à  la  place  de  Ay ,  son  développe- 

-fDent  en  série,  on  aura  l'équation  différentielle  d'un  ordre  indéfini 

.dy       J'y  h  d^Y 
(«— i)/  +  «74-+tfj^ —  +  etc;«o, 

'  dx       dx  z        rfx^  1.3 
à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  ^  =^ «""^  pourvu  que  m  l(MC 
déterminée -par  l'équation 

*  *•  J 

d*oii  l'on  condut  d'abofd  rnso»  pub 

 +  +  -i  +  etc.  =0. 

Si  on  déqgne  par  a^,      ai",  etc.  les  Yaleo»  données  par  cette 
dernière,  il  viendra  «     .       '  • 

^=s>l +^ir"+^V+etc 
cipvesnon  dans  laquelle  on  pourra  lûre  entrer  autant  de  termes  * 
qu'on  aura  trouvé  de  valeurs  distinctes  pour  m.  On  s'assurera  par  le 
setour  des  suites  qull  en  existe  an  moins  une  lécUe,  dont  on  peut 


obtenir  le  développement  ordonné  suivant  les  pinssances  de  » 

a 

et  Ton  aura,  pour  résoudre  la  question  proposée,  l'équation 

renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

Feu  Charles  (  de  l'Académie  des  Sciences)  a  transformé  l'équation 
aux  différences  mêlées  qui  nous  occupe ,  en  une  autre  où  la  variable 
entre  comme  exposant  de  diffi^rentiation  ou  d'int^ratioo.  Pour  y 


IV.  Dm$  iiiu AT tÙN $ 
parrcnir  «  nous  fjsrou  -  =^ ,  ce  qui  change»  Féquatioa  proposée  eo 

liOlii  M  tinfOBt  nieceinTaBeat 
etc. 

n  est  fildte  de  conclure  de  U  et  même  de  tfanuKr,  àfmti  ;  que 

W[o]*  ^+L«]  [o]   + W  W 

* 

Le  second  sente  de  cette  éqwtiioo  àitt  oniltiplié  et  dtviié  par 

ion  mifliéntcttr  deviendii  le  défcloppenait  dé  ■  ^^•^  '  ,  et 
Ton  aura  par  conséquent 

X 

«» 

fi  foii  uTOit  dMfdid  les  Taleuri  nntéeédeBies  à  y^cin  concepoB* 
teici  à  de»  indicée  n^iti6y  on  anroit  en 

.  m 

1  * 

Ces  résultats  ne  paroissent  pas  propres  à  faire  connoître  l'équation 
primitlre  de  la  courbe  cherchée ,  mais  ils  conduisent  à  une  cons» 
truction  discontiaue ,  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée 
dans  le  n*.  1003 ,  pour  les  équations  aux  différencei.  Ën  tSet  ^ 
0a  y  peut  supposer  ji'==#(x),  9  désignant  une  fiaociioa  atU* 
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ÀV  X  DifFÈMESCSS  MâtiMS.  ^4$ 
tnktf  et  déduire  de  cette  fonction  d*aprèi  la  loi  étàUie,  les 
fwlcnff  des  ordonnées  y^,  y^^  jr, ,  etc.  cotrespondantes  aux 
abscÎMes  «-fJl»  »'^%^9       11  «st  évident  que  cela  revient 

à  prendre  sur  la  courbe  représentée  par  l'équation  y=tf{x)^  une 
portion  BB\  dans  laquelle  le  rapport  de  et  AS  soit  conforme 
aux  données  de  la  question ,  et  à  se  servir  des  points  intermédiaires 
pour  obtenir  des  portions  de  courbes  antérieures  et  postérieures  à  la 
partie  BB' ,  en  calculant  les  ordonnées  de  ces  portions  par  le  moyen 
de  leurs  différences  avec  celles  de  la  portion  BB\  ainsi  qu'on  l'a 
indiqué  dans  le  n**.  cité.  Si  l'on  youloit  rapporter  les  ordonnées  jk* 
et  y^n  à  levfi  àbsdsscs ,  il  iaudroît  prendre  pour  première  abs« 
cisse  x~-nh ,  et  x+ith  ;  on  auroit  alors 


t 

1146.  Le  Calcul  aux  différences  mêlées  trouve  aussi  son  appli- 
cation dans  des  recherches  purement  analytiques  ;  Français  de 
Colmar  a  montré,  dès  Tan  5,  l'usage  qu'on  peut  en  taire,  pour 
arriver  à  l'expression  immédiate  d'une  transformée  quelconque  de 
l'équation  différeo  ielle  partielle 


dmdv        du  dv 

traitée  par  la  méthode  du  n*.  771  (*).  En  effet,  pour  peu  qu'on 
ait  réfléchi  sur  cette  méthode ,  on  voit  bien  qu'il  doit  entrer  dans 
l'expression  des  coefficiens  ,  Q^,  A/„,  des  différences  ou  des 
valeurs  successives  de  l'indice  n ,  avec  des  différentielles  prises  rela- 
tivement aux  variables  «  et  j^.  Il  £nit  se  nppder  aussi  que  h  déter- 
mination des  fonctions  arbhrures  qm  entrent  dTuoe  manière  trans- 
cendante dans  les  int^rales  des  dcpudons  ^fférentielles  partieUes, 
d^»end  d*uoe  .dquarîon  aux  «tifiérences  mtiées  (  n*.  99)  ). 


(*)  Le  Mémoire  oîi  se  trouvent  ces  rechcrchei  m'a  éié  envoyé  le  i5  nivôse 
an  6 ,  et  il  étoit  connu  d' Arbogut  avant  <e  tems.  Il  en  avoit  eu  de*  essais  que 
}*aivai- coMMinMiaseB Tm  i. 
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h  ternunerai  ici  la  longue  tâche  que  je  me  suis  imposée ,  en  ol>«' 
servant  que  la  durée  de  l'impression  a  été  assez  considérable  pour 
que  la  science  ait  fait  psndant  cet  intervalle  des  progrès  que 
j'ignore;  qu'il  a  racme  été  publié  quelques  ouvrages  dont  l'extrait 
n'a  pu  entrer  à  la  place  que  je  lui  aurois  assignée  dans  le  corps  du 
mien  ,  s'ils  m'eussent  été  connus  à  tems  i  tels  sont  :  les  Disquisitionts 
miafyùcmétlA,  P&ff,  qui  contiennent  des  recherches  très'étendues , 
Wt  U  lonnttioii  des  suites  (Tares  de  cercles  dont  les  tangentes 
ferncat  des  i>rogresdoM  doonto  et  sur  l'équation  difffrenticlle 

traitée  n*.  ($44 ,  enfin  sur  le  rçtour  des  suites  ;  l'Analyse  des  ré- 
firacdonf  de  KLramp ,  et  d*atttrci  écrits  dont  on  trouven  l'indication 
daiii  la  talile,  Tvti^  aonon^  aussi  le  dessein  de  traiter  part 
la  Théorie  alfébriqjtte  des  dii»  rUmwutSy  mais  ayant  poUid  de» 
piiit  les  principes  de  cette  mtoe  Théorie  j  dans  le  CompUmÊn 
du  EUmmi  ^Alf^An  i  tusagt  dt  (EcoU  centrâU  Ju  Quam-Nation$^ 
|*ai  cru  pouvoir  la  supprimer  ici ,  puisqu'on  7  fvppléera  parfaite- 
ment en  ajoutant  à  ce  que  j^ai  dit  dans  l'ouvrage  cité ,  ce  qu'on 
trouve  dans  celui-ci  sur  la  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles en  fractions  simples  n*^«  368-371  «  et  ce  que  conticanent 
les  A*'.  104}  »  1044. 
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des  isopérimètres  ,  qui  a  conduit  à  la 
mcrhodcdei  variations.  JVii««,  838.  ^ 
S'occupent  du  problème  des  trajec- 
toires réciproques  ,  ■  ■43. 
Bi^pat'.  son  théorème  sur  le  degréaHC|ael 
^  peuttnonter  l'équation  finale  risuhantt 
de  plusieurs  équations  algébritpies,  109, 
069.  Sa  méthode  d'él.mination  par 
les  polynômes  iru'ii ipucateurs  ,  966. 
BiMKU  :  développement  de  U  puÏMance 
H  dn  bMomc.  #n»«rf.  »f  «suhr.** 
Développement  du  binôme  >  loisy 
l'exposant  est  fractionnaire  et  nlfstif. 
In:.  16.  Prruve  que  les  deux  premiers 
termes  du  développement  de  la  puie» 
ssnce  n  du  bisMMne  *<>nt  1  -<H««  » 
lors  même  que  n  est  itratiennelle  ou 
imaginaire,  /irf.  3t. — Formule  du  bi- 
notiic  eiprimcc?  pAr  lf  <  pisi^^ incrs  du 
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»<cond  ordre, 90». — Développement 
de  la  puissance  qitk0M(W  du  second 
ordre  d'un  binôme,  904.  — Démomi* 
mtion  de  la  formule  du  bioooie  par  te 
Calcul  intégral  ïux  diflKrenccs.  Note, 
9i8.<— Expression  approchée  du  coefii> 
cieat  munériqae  qvelconqoe  d'une 
très-iuute  peiMaaca  da  btaooR**  Ou 
rapport  de  ce  coefficient  à  tt  woWMùt 
de  tous  les  antres  ,  947. 
Am;  «on  mémoire  sur  les  intégrales 
im  jayriww  aux  diSb- 
w,  »oof.— S^oecape  des  éqm- 


OxcvxdifFérentiel  :  si  défînition  ,  n°.  8. 
M  Son  application  à  la  théorie  des 
courbes  ,  a  la  manière  d'Arbogast , 
139.  —  par  les  limites ,  aSlw—^à  la  ma- 
nière de  Leibnitz,  ou  par  la  cônstdér»» 
tion  des  infiniment  petits,  285.  — Son 
application  aux  suruces  courbes  ,  «20 
•»34f  .«-Appliqué  aux  courbes  à  (Um- 
ble  courbure,  340— -Jî^. —  Comment 
il  se  déduit  du  Calcul  des  différences , 
86s.  —  Inconvénient  qu'il  y  auioit  à 
dlânger  sa  notation.  Comparaison 
dt  celles  qu'a  proposées  Lagrange  , 
avec  celles  de  w  ari«g  ,  d'Enler  et  d« 
FoiHaiAe.  JVbfr,  861.— raorFltialoire 
du  Calcul  différentiel ,  voytç  la  Préface. 

Cd/cu/ intégial  :  sa  définition ,  8  ,  358. 

CaUul  intégral  indéterminé ,  Ms — 54t. 
»G»ojBrenâ  l'intégration  ocs  équa- 
tions ffinrendelles  à  plus  de  dcas  Ti» 
riables  ,  qui  ne  satisfont  pas  aux 
ditionid'intéerabilité,  800. 

CUSnlilItégral  des  diSérentiellespartiel- 
Ics.ou  cakul iiité|ral  aux  différences 
paménei  j  sa  difinitioii ,  716. 

Céleul  direct  des  différences  :  sa  défini- 
tien  ,  8^9.  —  Ses  rapports  avec  le  Cal- 
.  cul  différentiel ,  862. 

£âleul  dÏMct  des  fonctions  génératrices  : 
oIcbI  îflvene ,  103). 

CMba/ inverse  des  diftérenccs  ;  sa  définï- 
fien,%>6.  —  Comment  ce  calcul  se 
tfiângue  du  cakul  différentid  par 
appoitiu  éipiations ,  971. 

CmMfrbdpvdcs  snrfiiccsmnîtes,  339. 

CtfMUrisàqut  des  sur&cei  courbes  :  leur 
fi^son  avec  la  correspondance  des 
éqoadons  diflirentselles  partielles  du 
pcaaier  œdco**  et  des  éqoanoni 
aUGEtoîtUlii  ftt  ac  miiiMtf  fM 
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tions  aux  diiicrsncej  mêlées,  1140. 
Bititction  des  arcs  elliptiques ,  689* 
Bnehyuttkmu,  Nom  •  846. 
BrMwku  d'one  comba  :  leur  con«spon> 

dance  avec  les  diverses  ratincadatoA 

équation  ,  ao2  ,  ^03. 
BroBchts  infinies:  moyen  de  reconnoître 

si  elles  sont  kypetbeU^ucsou  para^ 

liques  ,  2)6. 

34». 

Bf^: HOU tfnhuétioguààmgu  Int. 
•îtM. 

aux  conditions  d'intégraUfité » 

Cen/r«  des  courbes,  117. 

Centre  des  surfaces  du  second  ordre ,  31  S* 

Ceatm  absolns  de  cooçbore  d'une  courbe 
i  double  courbure  ne  sont  pas  sur  ses 
développées,  351,  3 îj. 

CircU  :  son  équation  ,113.  —  Peut  avoir 
une  infinité  de  centres,  3  ;  1  .^o/r.— >Son 
aire,  495.— Analogie  entre  le  cercle  et 
rhyperboleéqnilatère,496.— Sa  recd» 
fîcation,^Oî. — Renferme  sous  un  péri- 
mètre  donné  le  plus  grandespace,0  53. 

Ctrdt  touchant ,  3Ao; 

CosU  oeculateur  t       >        —  Son 
centre  détaciDiniécoauDcétam  i  égale 
d'utaaee  de  trois  points  consécutifii 
de  la  ceurbe  proposée ,  389.  —  Dé- 
duit de  l'intersection  de  deux  normales 
«ooaécuÙTes  «  ihid.  —  Sert  à  cooMnire 
les  i^natioiie  dlfiifciiriclles  du  accond 
ordre ,  639.  flott. 
Ch^fUs  :  sa  formule  d'interpolation  par 
les  sinus  et  les  exponentielles  ,  881.  — 
Sa  méprise  sur  les  solutions  partie» 
Ûbcs  des  équations  difiiireatiallei , 
1010.  ~  S'occupe  des  équadona  ans 
di^rences  mêlées,  1145. 
Charpit:  réduit  l'iotég^tiondeséqaadefM 
difiirentielles  partielles  du  premier  oiw 
dre  contenant  m  variables ,  k  ealles 
d'un  pareil  nombre  d'équations  diffé- 
rentielles entre  m  +  1  variables ,  730. 
^confirme*  du  cercle:  son  expression 
en  dédmales.  Int.  38.  —  Expression 
de  le  drconftrence  du  cercle  par  lea 
imaginaires  ,  186,  —  Celle  de  ses  ex- 
pressions que  l'on  doit  à  Wallis .  Off . 
*  Usage  de  l'expression  que  Wallis 
en  a  donnée  dans  l'intenolatioo  de 
I  sdtes ,  q6i««— ^He  exppM- 
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sion  obtenue  par  tes  puissances  du  se- 
cond ordre ,  964.  —  Ses  expreuiens 

en  produits  indéfinb}ceUc»aes«n  to- 

f^arithme  ,  1095. 
Cï'^riut  :  sa  théorie  deicourhxj  à  double 

{.OMthMt  f  prèambult  du  chap.  V,  tom.t. 

—  S'occupe  du  développement  de  la 
Jonction  (  i4-<n.cos{)",  466.  Notu  • 
^Remarque  les  équations  qui  slntè* 
'.gpent  aprià  une  différentiatïon  ,  57?. 

.  C^kuHâ  différentiels  :  leur  définition  , 
11.  —  LcftCbnctions  de  deux  variabk» 
CooatpliiùeHn  dans  chaque  ordre  ,)o. 
— Its  aemeurent  les  mîmes  dansqucl- 
qu'ordie  qu'on  effectue  le»  difiiérentîa- 
tions  partielles  d'oii  ils  résultent ,  37 , 
39*  —  Méthode  pour  trouver  les. . . 
0*«iie  fonction  implicite  donnée  par 
«ne  éqaatîon  entre  oentTtritblcs ,  4a. 
— lU  ont  chacun  autant  de  valeurs  que 
k  fonction  dont  ils  dérivent ,  46—48. 

—  Tranvfonnation  des  cocffticw<lî& 
lirenticis  relatif  à  y  dans  Cens  iuk  M 
rapportent  &  «,  lorsque  les  Tarlwwi  sr 
et  y  sont  lices  entr'tlles  par  une  équn- 
tion,56— 58.— Sont  les  limites  du  rap- 
port des  accrotstemens  de  la  fonction 
tt  de  tniraiiibleaÇt.— Us  dericnnent 
infinis  dans  certains  cas  ,  io«.— poor* 

Îjuoi,  178,129,  131  — La  mime 
onction  peut  en  avoir  dans  certains 
Cas  de  finis,  de  nuU  et  d'infinis, 
—Nombre  des  coefficiens  différentiel* 
qui  s'évanouissent  «  lorsque  xssim  dam 
la  fonction  X{x—-jf,  133. 
Corfficitm  indéterminés  (  attention  qu'il 
tout  aroir  dans  h  nftliode  des 
lut»  ±t, 

CtmKk^dsmu  :  calenl'  des  eomfiinatsena 

appliqué  aux  indices  :  snn  utilité,  1044. 

ConJorctt  :  sa  théorie  des  équations  de 
condition  ,  86.  —  Propose  une  mé- 
thode générate^'intéeration ,  566  —7 
Ses  remarqnes  sor!  a  dctertninatien  des 
foncfior^  arbitraires ,  qtiî  entrenr  dans 
les  intégrales  des  équation*  différen- 
tielles partielles ,  993. — Détermine  les 
équations decoRoitioa  relatives  k  lin- 
tégrabilité  des  (onctions  difflhcntielleB 
et  des  fonctions  aux  différences  ,  t  oî8. 
•—Ses  recherches  sur  les  équations  aux 
différences  mêlées ,  1 140. 

Clac  oblique  :  expression  de  sa  tvibeti 
5*6 ,  Ç17. 

CSne  droit.  Son  airc  «  do  portiowqoacf 
tables, 
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Ci>A0A  (  spirale  îma^née  par  ) ,  tni 

Ctiumus  :  dta  quantité»  w^adaca  coa^ 
ne  constantes ,  n*.  t. 

Cmiiuiiref  qui  dîsparoissenr  par  U  difi* 
rentiation  ,  T-;  ,  ^c.  —  et  kpif^Oill^ 
prend  les  différences  ,  86s.   .  ' 

Cjnsianttt  d'une  équation  I  cetp!  aniw 
lorsqu'on  les  tait  varier,  190. 

C»KStanm  arbitraires  :  leur  introdii'ction 
dans  les  intégrales  et  leur  détermina- 
tion, 4^9, 476. — Leur  nombre,  61p. 

—  Cas  dans  lesquels  on  lesfiiit  varier  « 
647,  6js ,  666.  AShi;C67— 67!Qh 

CsiiMcr  des  courbes  :  condntoo  dn  ciw> 
tact  de  deux  combes ,  350.—  distinc- 
tion entre  le  contact  et  l'osculation  |^ 
169. 

CpnMct  de  denconrbeSfCoasidéiécom* 
Rie  la  rénnion  d^m  certain  flomltot 

de  points  d'intersection  ,  %%y. 

Contact  des  surfaces,  431. 

Continuiii  :  eipteiaion  de  la  continuité 
dcssuf^Kes ,  3  as. — N'eaisie  pu  dana 
certains  passages  des  aires  des  conibet 
du  positif  au  négatif,  494. 

Coordonnas ,  19^.  —  Les  coordonnées 
négatives  dofTenr  ftre  prises  du  côté 
opposé  à  celle*  qui  sont  pouriTCS,  aos. 
•>*De  la  transibfuiatîon  des» •  »  iK 
de  ses  principaux  usages  dans  b 
théorie  des  lignes  courbes,  110. 

Coordonnée*  polaires ,  a7{.  —  Passage 
Ses  coordonnées  rectaiiig^  au  coor» 
données  polaires ,  176. 

Çaoïàonnits  dans  l'espace  (  les  ) ,  sont  an- 
nombre  de  trois  pour  un  même  point, 
IÇ4.  Intetpiéution  de  leurs  signô,S96. 

—  De  la  transformation  des. ...  et 
de  ses  principaux  usages  dans  la  théo- 
rie des  surface»  roiitbfs ,  joSetiuiv. 

Cjordonnéts  polaires  dans  l'espace,  31^ 
Co'dts  vibrantes  (problème  des), 794» 
CotéeMtt  (diSitrentietle  de  la  ai. 
Ofsiemu.  d'rni  arc  de  cerdc  :  ses  dév^ 
loppemensen  produits  indéfinis,  ior;3. 
Cttinui  :  développement  du  cosinus  sui- 
vant les  puissances  de  l'arc.  Utr.  3)  ^ 
««.—•par  les  limites,  /a/r.  4t.* 
fi.  ooÂMis  placés  à  éflsici  diitttc» 
dia  «ttiliiMi  d«  b  feniiil« 

c«*iiJe<^^caa.C«— 

appartiennent  à  des  arcs  égaux  Intrgd, 
4a.  — -  développement  du  cosinus  par 
l'arc ,  103.  —  Sca  déf  doppemeoscn 
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ekinitl  indéfinis,  1086,  1093. 
lai  de  ton  logarithme,  iob7.  ^ 
Série  qui  exprime  son  logarithme 
suivant  le*  puissances  du  tinus  ,  891, 
Note. 

Cosinut  d'ara  inuginaires  ,  187.  «  hj- 
perboliqoet.  iVw*,  )io. 

Goùruu  hyperbolique  :  $3  définition  et 
•on  expression  en  logarithmes .  496. 

CMMfMic  (Tan  aie  de  cercle  :  ici  dmr^ 
loppeflMMMIpnduits  indéfinis,  109t. 

Ç$u$  :  loti  thiotême,  173.  —  Usaf;e  de 
ce  théorcme  pour  décomposer  le» 
exponentielles  en  facteurs ,  1094. 

Cvarmalgibriqiin,  iÇf. oanscen- 
dante»  *  195  -  VJ9^  *7Zr*  mécani- 
ques, 195.  thn.  Divî^  des 
courbes  en  genres  ,  îoî.  —  Construc- 
tion par  points ,  205.  —  Examen  du 
cours  d'une  courbe  d'après  son  é<|aa> 
tion,  asi,  104,  ao$,  ac6,  107^ 
ac8,  109,  «10.— Nombre  des  bfia- 
dws  infinies  des  courbes  ,  206.  —Leurs 
points  singuliers ,  leurs  points  multi- 
ples ,  leurs  limites^  kwi  points  d'in- 
flexion, ao8.  —  Lieun  points  de  re> 
brouuemcnt,  aoo.  —  NoMids,  ihÛ. 
Feuilles.  lbid.—\.  eurs  points  conju- 
gués ,  iUJ.  Note.  —  Lîur  centre ,  aij. 

Leur  diamètre ,  ai8.  —  Leurs  axes, 
ihid.  —  Leurs  points  de  scrpcntemcnt, 
126.  —  La  nature  et  le  nombre  de 

^  kofspoinu  siojgulien  ,  227 ,  aa8.  — 

^Le  nombre  d  mtersections  de  deux 
courbes ,  22?.  — Osculation  des  braih 
ches  d'une  courbe;  leur  embrassement, 
aaa.  —  Détermination  des  circonstan> 
ces  du  cours  des  courbes  par  les  séries , 
*ÎO  —  a}7.  —  Préparation  de  leur 
équation  pour  faciliter  leur  construc- 
tion par  points  ^au  moyen  des  artifices 
de  l'analytc  itidétenninée ,  933.  Mn, 
—Elles  ont  pour  asymptotes  des  cmit» 
bes,  235.  — Les  ordtes  de  courbes  se 
divisent  en  genres  par  I.1  coisidératton 
des  branches  infinies  ,  et  en  espéccS 

£ar  celle  des  points  singuliers,  a)d,« 
Tombie  des  branches  infinies  dont  une 
courbe  est  susceptible  ,  237.  —  Leurs 
br^ncho  hyperboliques  et  paraboli- 
ques ,  a^a.  —  Expression  générale  de 
leurs  sottttBg^ntes  ,  tangentes  ,  uni* 
■Qcnales  et  normales  Moyens  de 
•reUTcr  ces  expressions ,  lorsque  les 
coordonnées  font  un  angle  quelconque, 
^-t^»— Application  da  calcul  diiié- 
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tentiel  à  des  exemples ,  entr'autres  4 
celui  de>  n»».  204,  256, 257. — G>ur- 
be  contenant  les  ctnttes  des  cercles 
osculaleurs  d'une  courbe  donnée ,  26), 
a54. 1  Lear  desctipron  parledéve» 
Ic^pement  ,  aS|  ^  a68.  —  Courbes 
planes  ont  une  infinité  de  développées, 
351.  —  Les  développées  des  courbes 
algébriques  sont  rectifiables  ,  268.  — » 
Expression  de  la  difireotielle  de  l'arc 
d'une  courbe,  «79.— de  la  différen-. 
deHe  de  son  aite ,  ,  a8 1 .  —  Esprit 
de  l'application  des  limites  à  la  théo* 
rie  des  courbes  ,  a84<  —  Courbes  os- 
culatrices  déteroUnies  par  U  conridé- 
ration  des  potymes  tonchaas  et  de» 
polygones  tomSés,  a88.  —  Courbes 
envisagées  comme  des  polyi^ones, 
a8î— 893.  —  Trouver  l'équation  de 
celles  qui  en  touchent  une  iii&dté 
d'auues  d'ime  natnce  donnée,  et  asau» 
jettia  IsetoctédersuHrantone  certaine 
loi ,  890.  —  Courbe  décrite  par  une 
courbe  donnée  roulant  sur  une  autre  ^ 
991—293.  —  UnecQnlMi|mJceiM|m 
éttni  donnée  ,  on  peut  toujours  ea 
trouver  une  inii ,  roulant  sur  une  autrt 
cootb*  aussi  aonoée ,  engendre  la  prc> 
mière  par  un  de  ses  points,  193. 
Quadrature  des  couroes,  tjO  îjpi 

—  Leur  rectificabon,  )oo      f  t4, 

—  Ayant  m  nombre  donné  d'cspa» 

ces  qjarrables,  ^33.  Engendrant 
des  solides  dont  l'évaluation  dépend 
du  cercle,  J34- —  Rectifiables, 
Trouver  deux  couibes  alfébriqp«, 
telles  que  la  somme  de  leurs  aies  dé- 
pende  d'une  diflFérentiellc  donné?,  ^-.Ç. 

—  Détermination  des  courbes  pour 
lesquelles  on  a  une  équation  homog^e 
entre  l'arc  et  les  coordonnées  recta» 
gles  ,  (70.  <—  Construction  de  ta 
courbe  dont  la  soutnngente  est  une 
fonction  donnée  de  l'abscisse  ,  603.— 
Trouver  une  courbe  dans  laqûiriK  b 
soutangente  soit  i  l'ordoimée  'ComsM* 
une  ligne  consunte  est  &  la  somme  on  à 
la  différence  de  l'ordonnée  de  cette 
courbe  et  de  celle  d'une  autre  tracée 
d'une  manière  quelconque  ,  $34.  — 
Trouver  la  courbe  qui  coupe  tootea- 
celles  d'une  espèce  donnée  sons  unaiK 
gle  donné ,  605. —  Une  courbe  qui  en 
touche  une  infinité  d'autres ,  represente- 
la  solution  particulière  de  r^aaiimidî& 
iércntieUn  duptetnicrocdic^appa»* 
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tient  à  celle-ci,  608.— Trourer  nne 
courbe  telle  que  tontes  les  perpendicii-  ' 
Uires  abaissées  d'un  point  donné  sur  ses 
tangentes  soient  égales  entr'ellcs ,  608. 
— 1>  tetmination  des  courbes  ,  dont  fe 
ra^on  de  courbure  ett  constant  ou  tx-  _ 
primé  par  une  fonction  de  ronc  det 
coordonnées  ,  609  , 614. —Equation 
d*ane  courbe  au  moyen  de  son  arc  et 
de  sa  courbure,  66 1.— Tronvcr  celle 
dans  laquelle  la  tangente  prolongée  de 
partet  d'autre  du  point docontKtÎM-  , 
qu'à  deux  ordonnées  correspondante* 
à  des  abscisses  données ,  détermine  sur 
ces  ordonnées  des  parties  dtmt  le  pro- 
duit soit  un  mgxuaim  OU  nn  môiâma*, 

•  ^4*.  —  Courbe  de-  la  plus  vite  des- 
cente ,  846.  A'ort.  —  Oelle  qui  pro- 
daît  par  sa  révolution  le  solide  de  la 
moindre  résistance  ,  847-  Sott.  —  Dé- 
termination de  celle  dzos  iaipielle  l'et» 
pace  cotnpris  entre  la  courbe  ,  m 
développée  et  deux  de  ses  rayons  de 
courbure ,  est  un  maximum  ou  un  mi- 
nimim,  848.  —  Trouver  celle  le  long 
tlekqiiietle  doit  descendre  un  corps  sour 

'  «daàraedonde  la  pcHnteur,  et  éprou- 
vant de  la  part  du  milieu  dans  lequel  il 
w  meut ,  nne  résistance  proportion- 
nelle à  la  puls<.ani;c  2  tj  de  !a  vitesse  , 
pour  acquérir  le  maximum  de  vitesse  , 
8  5 1 .  A'ote.  —  Courbe  élastique  ;  «a  dâ- 
termisutieB  ;  elle  engendre  par  sa  ro- 
ndon  un  solide  dont  le  volume  est  un 
WUximWK  ou  un  minimum  relatif,  853. 
<— Courbequi,  sous  un  périmètre  don- 
né, renferme  le  plus  grand  espace, 
iUJ.  —  Us^gc  des  courbes  paraboli- 
ques pour  rinterpcilation  des  suites  , 
876,878 — Déterminer  celle»,  qui  par 
une  double  rifleiion  ,  renvejnrât  un 
nftm  luÛMB  al  péhic  d*oh  d  «it 
Mni  •  I  >44  »  -Mw.  —Trouver  cdles 
.  otMleMpieUeitawaiangemeest  dans 
un  rapport  constant  avec  la  sousécante 
correspondante  à  une  différence  don- 
née, ii4f> 

Cnuttt  à  double  courbure:  leur  eéné> 
itdon,  jiB.— par  l'eatemble  de  leurs 
ttPfpMii  fcnMRt  vue  tubkM  dévv* 
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ioppable ,  346.  —  équatioa  de  leurs 
-ptojections ,  iiîd.  —  équtiM  4e  Icor 
tangente ,  346  ,  547.  —  leun  oecn- 
lations ,  347.  —  leur  contact  avec  de* 

eurfîces ,  leur  plan  oîculateur  ,  348. 
•—considérées comme  des  polygones, 
)49.— difiteafielle  de  leur  arc  ,  itid. 
—  leur  plan  normal ,  la  snrfice  des 
pUi^  normaux,  550.  —  la  sphère 
osculatrlce,  350,  333. —  leurs  dé- 
veloppées ,  331.  —  Us  équations  de 
ces  développée* ,  )f6.  — >  ont  dev> 
espèces  d'inflexions  ,  )f]r*  hw  nc* 
tihcatron  ,  53t. 
Courhts  rectitîables  sur  une  sutfice  don- 
née SUT  la  sphère,  537*  —  qui  déter- 
ninciK  sot  une  suitace  deîanée  des 
aires  ou  des  volumes  exprimables  al- 
gébriquement —  sur  la  sphère  »  3  38  , 
339,  340,  341.  —  sur  les  surfaces 
coniques ,  ^43.  —  recherche  de  cellce 

3 ni  sent  semblables  à  auelques-fHMe  ^ 
e  leur»  développées,  060,  661.  — 
trouver  Téouation  générale  de  celles 
dont  toutes  les  tangentes  font  le  même 
angle  avec  le  plan  des  x>  y,  80a.  m 
qui  résulte  d'une  ligne  droite  tracée  tor 
m  plan  lorsqu'on  a  roulé  ce  plan  sur 
im  cylindre  quelconque ,  ib'td.  —  trou* 
ver  celle  que  produit  une  ligne  droite 
tracée  dans  un  plan  qui  enveloppe  une 
MrfMe  conique  tpmconque,  810.-» 
' 'UMnrcr cèDcs  dont  lerayondecoar- 
fctmilMotu  est  constant,  814. 
Covrian  d'une  courbe,  sa  mesure,  ses 
variations,  avant  et  après  une  in- 
flexion, ou  un  rebrooMcmeat,  «tf. 
Couriurt  des  snrfiices:  sa  mesure ,  316. 
Cramtr:  sa  division  des  courbes  de  même 

ordre  en  genres  et  en  espèGttj356. 
Cubaturt  des  solides ,  p  3. 

du  Mcend  ordre ,  314. 
Cyc/0f</(,i7i-»74.'— son  équation  dédui- 
te de  celle  des  roulettes ,  aga.—  ac- 
conrcie.  —  alongée ,  aoi  —  sa  qua- 
drature ,  498.—  sa  rcctiocation  ,  173 , 
313.— est  elle^ffleta  développée, 
473 ,  660.  —  renferme  entre  sa  déve- 
loppée et  ses  rayons  de  coutbure  un 
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J/AtmMMBMT:M,muiibt  d'aTuager 
le  caietl  diArtntid  par  la  limita , 

n*.  ça, .  Renouvelle  la  méthode  des 
Unité»,  ftSf.  Abtt.  —  Ses  réflexions 
«  am  tfaéoféme  sur  les  qtuntitis  ima- 
fgÊmm,  ifo.  i64.  —  PieM|ipartàU 
contestanon  tur  les  legnRtBmei  des 
nombre*  négatifs,  183. — Démontre 
qu'il  faut  prendre  les  coordonnées  né- 
gttivei  dans  un  sens  epposé  à  celui 
fa^giowipopéet  powniMi-» 

ftnaMaMBtde  U  seconde  espèce,  a66. 
—Sa  mkkaée  pour  intégrer  con)oin- 
tement  pliMteun  éqaations  diiSbcn- 
tieUcB  dupieflMer  degré ,  6  5  6  et  U  mu  , 
65^. — Ganoietl  ineègre  l'iqmtHm  du 
premier  ordre  et  du  premier  degré  à 
deux  variables  ,  658.  —  Sa  dispute 
avec  Euler  lor  h  continuité  dea  fooc- 
Ikta»  adbiiraïfe»  dei  tntéfiralcs  des 
éqMttom  difii«*delWt  partielles,  794. 
•  Sa  manibe  de  présenter  les  équations 
dittMRtiekles  partielles,  8^4.  Note. — 
La  méthode  qu'il  a  donnée  pour  inté- 
grer les  équations  diâecentidles  du 
premier  degré  ,  a'appl^M  «OMI  «WK 
équation  sua  diSbcacet ,  973. 

Difiniùons  :  bot  des  déimitioas  ,  Jid— ■ 
iule  du  prtmitr  c/iapim  ,  T(nm  t. 

Dteta  :  triangle  analytique,  iiS.mA 
iéowilé  la  règle  de  Dcscarte-« ,  17!; 
^  Cootste  l'eiisaencc  des  rebfOHM> 
mens  de  la  lecohde espèce,  166. 

Dtlamhn  :  ses  formules  d'interpolation 

Sour  les  logarithmes ,  pour  les  sinus  , 
8{  ,  88q  ,  891 —  Donne  une  exprès» 
«on  dift  Mgarithme  du  cotisa»  fm  let 
puissances  du  sta&s  ,891.  A^. 
DtSCiirits  :  sa  règle  pour  connoitre  les  ra- 
cine* positives  et  les  racines  négatives 
d'une  equaehwi  *  178. 

Divtlopfante  ,  36  ^  Recherche  de  la 

développante  par  la  connoiasaoee  de  sa 
développée ,  193. 
Dévtloppét  d'une  courbe  ,  16^.  — La  dé- 
veloppée de  la  cycloidc  est  une  taCrc 
cycloïde  inverti;  de  la  première  ,  173, 
660  —  La  développée  de  la  spirale  lo« 
Çarithmiq«ic  est  une  spirale  sembia- 
.  ble,  278,66a.  —  considérée  comme 
llmcrsectiofc  des  WMmdm  «OMéwd- 


Divtlappia  :  problème,  iovetw  des  dé» 
▼eloppées ,  aq  3.  _  Une  courbe  plm 

a  une  infinité  de  développées,  351.  — 
Formation  des  développées  d'une 
courbe  k  double  courbure  ,  3fa.— 
.  Leurs  équations  .  356.  —  Leiu  analo* 
gie  erec  les  solutions  partïculiires , 
(^o9  — 'Jcveloppéc?  'iucces'.ives  d'une 
même  couib:  ;  leurs  équations  , 
660. 

Divtloppemau  :  distinction  établie  eiure 
le  développement  et  la  valeur  d'iMt 

fonction  ,  3  ,  4.  _  d'une  fonction 
de  X  -\-  k  ;  pourquoi  ce  dévelop- 
pement ne  contient  point  de  puis» 
sances  négatives  de  A,  4. —  de  puis- 
sances fractioanaires,  140.  —(rum 
fonction  quelconque  de  deux  quanti- 
tés liées  entr'elles  par  une  équation  , 
1 10—1 16.  —  Recherche  du  dévelop- 
pement de  f  (  -H  ^  ) ,  lorsqu'il  doit 
y  entrer  les  puissances  fractionnaiice 
de  A ,  1 34-  ~"  *n  séries  des  fonctions 

de  deux  variables,  144,  146  d'une 

fonction  de  deu»  quantité»  détermi- 
nées par  deux  équations  à  trois  variA- 
U«a,  I46é  — de  f  (xJfk),tx^ 
Cttion  par  les  courbes  des  circoin- 
ttaeet  oli  ce  déreloppement  coRtiene 
des  piii<.sances  fractionnaires  ,  3^1. 
~  de  f  (  X'^k  )  ,  expression  en  ligne» 
-  de  Ma  tMkmn  termes  ,  9f8.  WùU, 
.dtt  lOflMtt.  développaMes .  372. 
Nott.  —  de  la  fonction  (  1 4-»i  coi^)',  • 
459-4'>7 — général  de  j'accroisse- 
'  ment  de  l'aired'une  courbe  :  ses  termes 
reptéKBtfa  par  U  différence  dei 
•egmcM  dCi  parabole  osculatrtees  , 
490.  Nett.  —  de  (  ( *  -1-  A) ,  expres- 
sion delaHmte  c'Vi-i'  pu  ion  quel- 
conque de  ce  développement,  1069  , 

Diamitrts  des  courbes ,  917 ,  atS**^  ab> 

solus  ,  ait) —  plans,  311. 
Dlff  "ncti  :  leur  formation  ,  859,  StSé  , 
85l  —  Lfur  a'ulogie  a»ec  les  ptns- 
sonces  ,  864— 8''i9.  —  Leur  dévelop- 
pement par  le  théorème  de  Taylor, 
863  ,  865  ,  871  ,  87»,  —  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables ,  86^  , 
868  ,  869.  —  partielle»  :  leur  dé- 
ifie», 3e.  — Ledr  potetion  ;  869 
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ces  d'«ne  fonction  lonque  les  diffé- 
rences successives  (des  variables  indé- 
pendantes ne  sont  pas  constantes , 
070  -  879.  —  des  fbiictioa»  loguith- 
miques ,  894,  88f.  des fmctîoM  ei> 
-•  ponentielies ,  886.  —  des  fonctions 
circulaires  ,  887  -  8^.  —  des  loga- 
-  rithmes  de  ces  fonctions ,  891.  —  ex- 
'  preuion  générale  de  la  différeaced'iia 
«rdrccfodconque  d'an  prodttitde  dens 
facteurs,  gig.  — expression  par  une 
intégrale  définie  des  différences  de  je*, 
1139.  —  iftCMes.  ^  MKCMiTa, 
S140. 

lKyemf£fiflni.Règles  pour  la  diffirentia- 
tion  des  fonctions  d'une  seule  varia- 
ble ,  algébriques,  13  .  19.  —  traas- 

•  cendantes ,  33  -  33 .  —  des  fonctkws 
de  dens  variables ,  14-36. 

D^foultdaat  :  lonqu'on  dérange  l'or- 
dre des  didi^rentiations  indiquées  et 
({u'elles  restent  les  mêmes  et  en  même 
'Wnnbre,  le  résultat  ne  change  pet  , 
ti.  —  de»  étjuations  à  deux  va- 
flidbles ,  40 ,  4ç;  —  des  fwictions 
transcendante  par  les  limites  ,  91. 
"  règle  de  la  aifFérentiation  tous  le 
•igne/: 

tfijértruiaùon  :  peut  faciliter  l'intégratioa 
des étjintions ,  673-675. 

P^buauUu  (  définition  des  )  ,  9.—  for- 
mation des  divers  ordres  de  difiéren- 
.j(t^,  ^o.  —  U  difiéreaticUa 
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fond  dans  certain  cas  avec  TaccroUsd^ 
ment ,  41.  —  partielles  (  définition 
des  ) ,  3o.  —  des  fonctions^  plosieur* 
-  variables  «  leur  analogie  avec  les  puis- 
'  santés  des  polynômes ,  31,39.^ 
détermination  simultanée  de  toutes  les 
différentielles  d'une  fonction  par  le 
développement  de  cette  fonction ,  34, 
35  ,  36.  —  de  l'ordre  n  de  la  fonc- 

Kl— «• 

générales  des  différentielles  d'une  équa- 
tion k  deux  variables,  49.— «tpvcssioa 
générale  de  à'.yi,t9y^ittktaMiu 
•  Qomàkéu  dawa  ka  pojygwMagy 

miques,  10,—  binômes  ,  leur  intégra- 
tion ,  380  -  |p|.  —  recherçhe  de» 


dififcntiellca  M  leactiaa»  qu'on  ne 
ttirait  ttpiiimr  aumaMnc  qu'an  sè- 
tki  dont  les  tCfBC»  em  ne  valtnr 

déterminée ,  9J3  -  9 J9.  —  trinômes , 
leur  intégration ,  395 ,  306.  —  inter- 

Clées ,  on  dam  lesquelles  l'exposant  de 
rarscaérïniqwa  dm  ma  maaibn  frac* 
tioMuirc,  1074. 
une  intégrait  diÛtiCi 
"39' 

XUstanct  :  expresM»  de  la  distance  de 
deux  pmaudomdiMritii  plan,  197. 
—d'un  point  Ik  1*ongiBC  des  coo 

nées  dans  l'espace  ,  303.  -—  de 
points  dam  l'espace,  ikd. 
DivUatr;  usage  du  diviseiff 

^r^UnUBiMM,  190,  191. 


fiiiMif/ATiOM  des coastantes,  des 
feeciwa  ifiatMMKUea  et  des  fonc' 
tkms  transcendantes  par  la  différen- 
tiation,  50,  ^5. — des  variables,  entre 
les  équations  différentielle» ,  7»  ,  78  , 
^ja ,  et  la  Nott.  —  enue  les  éf|iiattoM 
en  différences ,  994.  —  des  tiien- 
naes  dans  les  équations  algébriques  , 
189-  192.  —  successive,  ses  incon- 
vénient, 19a.  —  répond  k  la  recher- 
che des  inter  sectiooa  des  courbes ,  aaS. 
^  des  inconmes  d»  éi|uations  algé- 
briques par  le  moyen  des  polynômes 
muitipticateurt .  966  -  069.  —  esprit 
et  propriété  de  l'élimmation ,  263  , 
A!m(>  —  da  (wwfiewarbiiraita  entre 


les  équatioiu  différentielles  partielles  ; 

83.  334,  335. 336,  337, l*», 1*5. 
—  cas  oii  les  fonctions  ne  peuvent 
s'éliminer  séparément ,  760.  —  déter- 
mination da  nombre  de  différentia.- 


nifaa  «anr  hm  dtsparoître 
an  maàn  demié  de  «ea  fiinctiuns , 
761 ,  763.  —  Manière  dTeftciner  caa 

difféientiations,  763. 
EUifut  :  ton  éqnation  déduite  de  celle  du 
aecond  deg^  à  dcn  ndtemunéa» 
«13.  —  dfieimînatloH  de  l'èBipse  «■ 

culatrice  d'une  courbe  ,  269.  —  ton 
aire ,  comparée  à  celle  du  cercle  ,  49). 
—  sa  reaification,  aMe  qai  caprine 
le  quart  de  rcllipse ,  ^03 .  —  trantlpr- 

maiioas 
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niatîoni  de  rezpression  de  U  différen- 
tielle de  son  arc ,  jo^,  509.— -liaisoQ 
des  arcs  d'une  suite  d'elhp&es  dont  les 
excentricités  vont  en  croissant  ou  en 
décroissant ,  ^o6^  507 ,  508.  —  dans 
cette  coutbe  la  tangente  d'un  point 
quelconque  coupe  sur  les  perpendicu- 
laires élevées  aux  extrémités^du  pre* 
mieraxedes  parties  >  dont  le  produit 
est  un  maximum  ou  un  minimum,  84 1. 

ElUpsoidtt  de  révolution  ,  316,  —  leur 
solidité,  leur  aire,  517.  —  allongé, 
ihid.  L'ellipsoïde  applati  est  celui  qui 
résulte  de  la  rotation  de  l'ellipse  au- 
tour de  son  petit  axe.— Equation  d«  la 

■  tur£ace  qui  coupe  sous  un  angle  droit 
tous  ceux  de  ces  solides  qui  ont  un 
même  centre  et  leurs  ax«s  dans  U 
même  direction ,  79  t. 

Emirasttment  des  branches  d'une  cour- 
be , 

EpicycLtidt ,  a^a. 

Equatiant  :  les  équations  de  degré  im- 

f>air  ont  toujours  une  racine  réelle  ; 
es  équations  de  degré  pair  lorsque 
leur  dernier  terme  est  négatif,  ont  an 
moins  deux  racines  réelles,  Introd.  ul. 

identiques (  définition  et  usigc  de»  ), 
Imrod.  i_j  ,  /iliite.  —  parcourantes  , 
JntroJ.  21.  —  (  difléreatiations  des  ) 
40-  —  manière  d'avoir  les  valeurs  des 
coefiiciens  difFérentiels  dans  les  équa- 
tions, 45  et  suiv. — On  peut,  dans  une 
équation  à  deux  variables  ,  prendre 
celle  qu'on  voudra  pour  fonction  de 
l'autre ,  y  et  suiv.  -—  Différentiation 
4les  équations ,  dont  le  nombre  est 
moindre  d'une  unité  que  celui  des 
Tariables  qu'elles  contiennent ,  62» 
—  Manière  de  reconnoîtrc  les  plus 
grands  termes  d'une  équation  à  deux 
variables  ,  1 1^  —  Expression  de  la 
■omroe  des  puissances  semblables  des 
racines  d'une  équation  ,  1  ^8,  i^>t  — 
Formation  d'une  équation  d'après  les 
relations  que  ses  racines  doivent  avoir 
avec  celles  d'une  équation  donnée, 
>6j- — L'a  éqtiations  algébriques  peu- 
vent toujours  se  décomposer  en  fac- 
teurs réels  du  second  degré ,  tûa , 
^ à  deux  termes,  expression  de  leurc 
racines  et  leur  décomposition  en  fac- 
teurs du  second  degré  au  moyen  des 
sinus  et  d?s  cosinus ,  t^7~  lyi,  — 
Décomposition  de  l'équation 

Apptndiu, 
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en  facteurs  du  second  degré,  lya* 

—  Résolution  des  équations  du  troi- 
sième degré  dans  le  cas  irréductible 
par  le  moyen  des  sinus  et  des  cosinus, 
I7<.  —  Formule  des  racines  des  équar 
tions  qui  se  rapportent  à  la  division  de 
l'atc  QC  cercle,  176  —  Caractères 
pour  reconnoitre  si  une  équation  pro- 
posée a  des  racines  imagiiuires,  177, 

—  au  quarré  des  différences  ,  (mÎ. 

—  ses  propriétés  ,  178,  179  *  180. 

—  Règle  de  Dtscants ,  pour  recon* 
noîtrele  notnbre  des  racines  positives 
et  des  racines  négatives  d'une  équation 
178 ,  181.  —  Règle  pour  en  trouver 
les  racines  égales ,  iBou  —  é<|uatioii 
finale  résultante  de  l'élimination  de 
plusieurs  inconnnes  dans  les  équations 
algébriques ,  degré  auquel  elle  peut 
monter,  1^ ,  969.  —  réciproques  , 
transformation  qui  les  abaisse,  404, 
JVoM.— Usage  du  Calcul  différentiel, 
pour  résoudre  les  équations  par  appro- 
ximation, t£l,  194.  —  équations  qnt 
représentent  en  même  tenu  plusieurs 
courbes ,  loy. — qui  sont  la  somme  de 
plusieurs  quarrés  ,  a 09 ,  M»r«.— géné- 
rale des  lignes  du  second  ordre.  Sim- 
plification de  cette  éauation  par  la 
transformation  des  coordonnées,  ax^ 
ai^  —  de  l'ellipse,  du  cercle,  de 
l'hyperbole ,  at^.  —  de  U  parabole , 
ai4.  —  de  l'hyperbole  rapportée  k 
ses  asymptotes ,  ai  ^.  —  générale  des 
lignes  du  troisième  ordre,  xiA. 
Principes  de  leur  construction  par  l'in- 
tersection des  lignes,  aaS  — des  di- 
vers genres  d'équations  par  lesquelles 
une  mèiTie  couroe  peut  être  représen- 
tée, a5a.  —  de  (a  cycloide, .  171. 

—  des  spirales ,  025  »  378.  du  plan 
et  de  la  ligne  droite  dams  l'espace, 
«94-  U97.  —  de  la  fphère,  <oa. 
—générale  des  surfaces  du  second  de- 

ré  ,  307.  —  des  surfaces  du  second 
egté ,  transformées,  jj  i  —Caractère 
auquel  on  reconnoit  celles  des  surfaces 
coniques,  celles  des  surfacesTylindrt- 
ques,  314.  générale  des  surfaces 
coniques,  ^34.  —'générale  des  surfa- 
ces cylindriques ,  —  générale  des 
surfaces  de  révo'ution,  —  des 
surfices  eng-ndrées  par  le  mouvement 
d'une  sphère  dont  le  centre  reste  dans 
le  p'an  des  x  et  y,  3  ^T.-^énérales  de» 
-•ur£iccs  développables ,  341.  -^^e  la 
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•orfiwc  en^i^ftdrée  par  le  aMMiyciiieot 
•inité  ifu  en  tosclw  coMtun^ 

ment  trois  autres ,  344.  — dcsswfiices 
engendrées  par  le  mouvement  d'une  li- 
gpe  dtotte  qui  passe  par  l'axe  d  es  {  et  qui 
est  parallèle  au  plan  des  x  <t^,  344. 
—  du  plan  oscuktMf  ,  ^W.-^a» 
la  direlopp^  des  courbes  à  doubles 
courbures,  3^6.  —  des  surfaces  gau- 
ches, 445.  —  équations  de  condition 
qui  doivent  avoir  lieudaaatoutedtft- 
rentielle  exacte ,  84-90.  —  dt  coodt- 
tion  déduites  de  la  considération  des 
surfaces  ,330.  —  de  condition  pour  le* 
différentielles  à  deux  variables,  dé- 
duite de  l'intégration ,  5^  s.  — >  de  con- 
dition pour  T'intégrabilité  des  équa- 
tions différentielles  du  second  ord:e  à 
deux  variables  ,  déduite  de  l'intégra- 
tion ,  619.  — -  de  condition  relative  à 
l'intégrabilité  des  fonctions  aux  diffifr- 
rences,  iob8.  —  leur  analogie  avec 
celles  qui  déterminent  les  maxinu  et 
■  minima  des  intégrales  aux  différences  , 
>oa9.  —  primitives,  leur  détînitioil , 
•  4{.  —  dinérentielles ,  leur  dcfinitioth, 
ttUL^IUie  équation  différentielle  ré> 
pond  à  une  inbnité  d'é(fuatiens  prioii* 
^et,  et  une  équation  primitÎTe  rapond 
anisi  à  une  infinité  o'éqaatiom  difFé- 
KQlïeiles,  54>  — une  équation  diffé- 
'  ^  fcntidlc,  dans  laquelle  il  ne  paroit  que 
4eax  variable»  et  ob  l!oft  a*a  tuppôié 
aucune  différentielle  coMtante ,  peut 
toujours  être  regardée  comme  dérivant 
de  deux  équations  primitives  à  trois  va* 
riaUe»,  75.^  Une  iqoaâiM  différen- 
tidje  peutrepnétenter  nat  tnintté  ée 
«ouf KS  différentes aSs.  —  Prépitflr 
«ne  équation  difFércntislle  entre*  et  j , 
de  manière  qu'on  y  puisse  regarder  x 
comme  foncnoo  de  y ,  ony  comme 
faoctioD  de»,  f^-t  63.««Qniditioas 
-■nranePtodeitaariMîteiaoteéqaatîofi 
diffh'entielle  k  deux  variables, 
laquelle  en  n'a  supposé  aucune 
rentielle  constante,  fo,  64.  AnCHie 
éqjuttioii  homogène,  par  fafp^Ft  a» 
•dilbaitiftlles ,  ne  pm  être  lenidée 
comme  absurde ,  75.  — Transfonna- 
tion  des  équations  d^érentielles ,  dans 
kKpclleiplaneai»  variable»  (ont  fonc- 
tions d'une  ««adcb  CttdWmaadonnéei 
par  rapport  à  tme  nouveUe  vamMe 
indépendante  ,  73  ,  76  ,  77.  —  à  trois 
..vanalBla«79.^à  «a  aoînbce  qucU 
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oonqoe  dt  variablea,  8t.  »  La» 
fennatioa  par  les  limites,  9^.*— da 

premier  ordre  séparées ,  544.  —  ho- 
mogènes, ou  susceptibles  de  le  deve- 
nir ,  545,  546,  548.  —  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre,  téparation 
ëai  variables  dam  les  iqnatîons ,  547» 
dtt«premier  ordre  intégrablcs  im- 
médiatement, <î2,  ^^3.  —  du  pre- 
■sier  degré  et  du  premier  ordre  leur 
facteur,  îj6.  — homogènes  du  pre- 
mier ordre  leurs  faaeurs ,  J^8. 
EquAÙOHS  différentielles  analogues  inté* 
grables  par  nn  facteur  donné,  560. 

—  du  premier  ordre,  détermination 
de  l'éauation  quand  le  facteur  est  don- 
né ,  561  -  56t.  —  leur  intégration  par 
la  méthode  des  coefficiens  indétermi- 
nés, en  employant  des  facteurs  de 
fiarme  donnée,  566. — du  premier  or- 
dre dans  IcKpielics  les  dlnérentielte» 
paiacat  la  pcamier  degré,  567- ^75. 

—  da  BPaâiiar  «dre  qû  s'intègrent 
après  fear  dlMrentiation  .  573. 

'  leur  solution  particulière,  ^78.  — ior- 
mule  générale  des  équations  qui  s'in- 
tègrent par  une  nouvelle  dinérentia* 
tîo»}  97a,  675.— du  premier  oïdiCa. 
lent  ntégraticm  par  approihllatîeir  » 
Ç94,  (o\. — du  premier  ordre,  learîll^ 
teeration  par  les  séries  à  coefficiens  In* 
détermino,  594— par  le  théorème  de 
Taylor  »  $9^ ,  wj.'^àia  premier  ordre, 
à  «was friable»,  ceattrncttaa  qui 
prouve  qu'elles  sonttou)onrs,'possibles, 
{96b — du  premier  ordre ,  leur  intégra-^ 
aion  parlâftaaâoos  continues,  $98-» 
601.  — *  dn  premier  onlre  ,  leur  ( 
traction  géométrique ,  "  " 

f>remicr  ordre,  leur  COiBMCactloa  par 
estractores,  604. 
Equations  à  trois  termes ,  et  équation  de 
Rieeâd,  séparation  des  variables  daM- 
«esé(|aatioos,  544.  51©^ 
Equation  de  Riccuti ,  son  intégrale  com- 
plète, obtenue  lorsqu'on  en  connoit 
.une  intégrale  particulière,  584.  —  iiK 
-t^apée  par  le»  nactiona  eaoïtinucs,  6ou 
•   «quatîoa»  à  quatre  termes  (  exemplea 
des  }  ,  séparation  des  variablca  onv- 
ces  équatioiu,  ^^0% 
EfuttiMt»  dBflÉKniieUes  du  second  or* 
difr^iâ  M  reafaneat  ^  de»  coeffi- 
cîaM  diflbaBtida ,  Icar  mtéciatioii  ^ 
609.— du  second  ordre,  intéeration 
dt'caUe*  oii  il  a'eottoque  le  coc&cicnt 
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'  éïHérentîel  de  cet  ordre  et  une  dei  ra- 
•tablcs.6o9y  61 1.  — à  deux  varia- 
bits  ,  Ican  im^ralcf  successives  ; 
nombre  de  ces  iotégralei,  610.— 
du  second  ordre,  dans  lesquelles  oa 
transforme  l'-s  différentielles  prises 
pour  constantes,  6ia.— 'du  second 


,  incégratioa  de  celles  où  il 
n'entre  que  les  dew  codBkkns  dt^ 
ftrentiels  et  une  des  variables,  613  , 
€14.  —  du  premier  degré  et  du  second 
ordre,  son  intégration  par  le*  Cruis> 
formations  ,  61  f-6l).  —  du  seODIld 
ordre»  leur  intégration  pu  di«  MU* 
formations,  6o^-6a8. 
CquMÎona  différentielles  du  second  ordre 
homogènes  entre  les  variables  et  leurs 


ordre  intégrable  immédiatement ,  699. 

—  du  second  ordre  ,  leur  intégration 
an  oioyen  du  £Kteiir,  630-636. 
do  Meniier  degré  et  du  second  ordre; 
fe  Uctear  qui  les  rend  intégrables  peut 
ne  dépendre  que  d'une  çenU"  variable 
M  dTaiM  ^uatton  du  premier  ordre  , 
^33.  — du  second  ordre  qui  devien- 
«ent  intégrables  par  le  moyet|  d'un 
lacteur  donné ,  634-636.— dnseeond 
ordre  ,  leur  intégration  par  approxi» 
«nation ,  6^7-645.  —  du  second  or- 
dre ,  leur  intégration  par  des  séries  i 
coefficiens  indéterminés,  6]7,64o-64(. 

leur  intégration  par  la  série  dt 
Tmylor^  ^ys-  —  dn  second  orSre  et 
des  ordres  supérieurs ,  leur  eonstruc- 
^onpar  les  paraboles  oKuUtrices,  639. 
«  par  les  polygones ,  par  les  cercles 
«Kulateurs  pour  le  second  ordre.  JVou. 
••des  ordrev snpéiicors,  646- 661. 

Intention  de.  celles  pfA  ne  con- 
tiennent  qu'un  coefficient  différentiel 
«t  l'une  des  variables ,  ou  desx  coeffi- 
dent  diiirentieb  con»écati6,  646. 
*i»à4MBlTariablet  du  second  ordre 
et  dci  ordres  supérieurs ,  leur  tràns- 
formation  en  équations  différentielles 
partielles  du  premier  ordre;  (  observ, 
tnr  II  flT* 73^,  à  la  findu  a*  volume  ). 

—  dà  praaier  degré  \  deux  varia- 
bles ,  Kor  Théorie  générale  d'après 
l.  grange,  647-^51.  —  du  premier 
degré  à  cocfiiciens  consuns ,  leur  ia« 

Mion  générale  4  648.— lorsqu'elle* 
«■  doaacr  tmaeiaMtiiM  4*  «f 
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649,  6^0.  —  du  premier  degré  à 
coomciens  variables  et  d'un  ordre  in* 
défini ,  susceptible  d'intégration  gêné» 
taie  y  6f  I.  —  du  premier  degré  à  trois 
variables,  l'intégration  simultanée  de 
deux  de  ces  équations  par  des  facteurs , 
659.— du  premier  degré  en  nombre  ss 
et  renfermant  ai*^!  variables  ,  dclew 
ÎMéginiioa  simuinnéé,  652-659.— 
d*nne  ctwrbe  exprimée  au  moyen  de 
quantité  sinhérentes  à  la  courbe ,  66 1. 
-«du  premier  degré,  leur  intégration 
•Mioaéc  par  la  méthode  des  substW 
tuàam  HWBOsives,  66a-  666.  —  du 
pfcmicr  degré ,  manière  de  faire  dis- 
paroitre  les  arcs  de  cercle  introduits 
dam  leurs  intégrales ,  664 ,  665  ,  666. 
-•da  namier  degré,  leur  intégratioil 
appiocaée  par  h  variatioa  des  cons* 
«mtes  arbiwicf^  666.  fhu.  ->  leurs 
solutions   paftiealières  >  667-671, 

—  à  deux  variables,  leur  résolution 
par  les  intégrales  définies,  nao-iiag. 

—  leur  réMlatioii  par  les  intégrales 
ftr^dm  «t  fu'vJu,  1134.  — to- 
tales ï  trois  varaibles  du  premier  ^r- 
drc ,  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour 
ou'une  dct  variables  soit  fonction  âm 
denxautres,  7ot.>- dites  absurdes  ont 
«meMficaiion  rédk,^.  trois 
variables  homogènes ,  leur  intégration, 
707 ,  708.  —  totales  à  trois  variables 
du  premier  ordre,  leur  intégration, 

tiottpnccei  il  fin  dn  volume,704-7:^ 

—  i  trois  variables  où  Iss  différen- 
tielles passent  au  premier  degré,  con- 
dition de  leur  intégrabîlité ,  703. 
totales  à  quatre  variables,  leur  inté- 
gration, 711 ,  71s.  M I  trois  varifc 
oies,  leur  transformation  par  Km  corffi- 
ciens  différentiels ,  leur  décomposition 
en  équations  différentielhn.partîel1li  « 
et  leur  intégrationparceinoyen,7i5« 

—  du  premier  ordre  simultanées,  à 
plusieurs  variables,  leur  transforma- 
tion en  équations  différenfieiles  par- 
tielles ,  727  ,  et  l'observation  sur  ce 
numéro  à  la  fin  du  second  volninc» 

—  totales  à  trois  vtrfaMes  dn  second 
ordre ,  nombre  de  constantes  qu'on 
peut  faire  disparoître ,  en  passant  par 
cet  ordre  lorsqu'on  ne  fait  point  va- 
rier dx  et  Jv ,  710-713.  —  totales  à 
trois  variables  du  second  ordre,  cob> 

de  knr  intégraUfité  ktMpi*M 

.  Aaaa  x 
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■Ty  TCfudc  qn'uiie.4i4éfeatieile  da 
premier  ordre  coomte  contrante ,  HtJ. 
—  totales  à  trois  variables  d'un  ordre 
quelconque  »  recherche  de»  cooditioiu 
qui  doivent  avoir  Bn  pou  qu'elle» 

r'  Mnt  t'intégrer  une  ou  plusieurs  fois 
suite,  714,  71^.  — du  prenuer 
ordre  à  m  variables ,  et  nombre  des 
condition*  nécessaires  jpour  qu'on 
puâse  y  regarder  noc  vanable  comme 
ibiictîon  de  tootes  les  a«tici»oa  qa'ello 
ait  pour  intégrale  une  seule  éc{uadon 
primitive ,  7 10. 
Eftatioas  diffîrentielles  partielle»  du  pre- 
■lier  Ofdre,  leur  intégration,  716' 

Î4S*  puttclles  «lu  ptemier  ordre 
trois  Tariabtes  ,  dans  lesquelles 
les  coefficiens  différentiel»  ne  mon- 
tent qu'au  premier  degré ,  leur  in- 
té^inon,  717  •734.  —  partielles  à 
,liois  variables  du  premier  Qrdic«ileiir 
intégrale  générale  déduitfl  de  tlaté- 
grale  complette  renfèrnuuit  deux  cons- 
Untes  arbitraires,  719,  7at,  731. 
—partielles  du  premier  degré  du  pre- 
nkr  ordre  à  trois  Tariables^  trusfop» 
flntioii  qui  lei  fimèop  à  des  éqnttton 
différentielles  à  deux  variable»  par 
rapport  i  la  quantité  qui  doit  entrer 
tous  la  fonction  arbitraire ,  788.  Note. 

partielles  <fai  premier  ordre  ,  leur 
correspondaneë  ircc  des  équation» 
différentielles  à  tro>s  variables  qui  ne 
satisfont  pas  aux  conditions  d'intégra- 
bilifé  ,  806.  —  partielles  du  premier 
ordre  à  quatre  et  i  cinq  variable»  et 
dans  leMjôeHea  les  eeeffieiens  différen- 
tiels ne  passent  pas  le  premier  degré, 
leur  intégration  ,  f  ^5  ,  726  ,  738. 
—  partielles  du  premier  or  Jrc  à  quatre 
Tariables,  conditions  de  l'intégration 
•imidtMéc  â»  deux  équation»  de  ce 
genro,  7*9. —partielles  du  premier 
ordre  à  trois  variables  qui  passent  le 
premier  degré  par  rapport  aux  coeffi- 
ciens différentiels ,  leur  intégration  , 
7)0-740.  —  partielle»  du  premier  or> 
dre  à  trois  variables  qui  passent  le  pie> 
inier  degré  par  rapport  aux  coefficiens 
différentiels,  moyen  do  les  intégrer 
en  les  décomposant  en  deux  autres , 
740  et  la  JMt.— partielles  du  premier 
ordre  i  tpiatre  variable»  qui  pûsent  le 
premier  degré  par  rapport  aux  coeilî- 
ciens  différentiel»,  leur  intégration, 
.  741 ,      — paiticUcs  4c«  ordres  »u- 


ILE 

périeurs  cpii  s'abaissent  c«  seretn^netit 

immédiatement  à  des  équations  diffé- 
retiticlles ,  -43  ,  744.  —  partielles  do 
second  ordre  à  tioi»  variables  et  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  coefficiens 
dilierentiels  de  cet  ordre ,  leur  inté' 
^tion  ramenée  à  celles  de  deux  équa- 
tioos  différentielles  du  premier  ordre  , 
745  -  75 1 . — partielles  du  premier  de- 
gré et  du  second  ordre,  leur  intégra» 
lion  lorsqu'elles  peuvent  avoir  une  in* 
tégrale  du  preimer  ordre ,  750,  75». 
—  partieilea  du  troisième  ordre  ou  de 
l'ordre  n  et  du  premier  degré  par  rap- 
•pott  aux  coemciens  différentiels  de 
cet  ordre ,  leur  intégradon  raoMnée  à 
celle  de  deux  équations  diflSreiitienc»- 
du  premier  ordre,  7p-7';6.  — par- 
tielles du  troisième  ordre  ou  de  l'or- 
dre n ,  ne  contenant  que  le»  coefficiens 
diâérenàek  de  cet  ordre  au  premier 
dqsri*  et  multiplier  par  des  coastau- 
tca,  leur  intégration,  7ïî-7SÎ'~ 
pardelles  du  second  ordre  a  quatre  va- 
fiablo  et  du  premier  deeré  par  rap« 
port  aux  eoefficiea»  dii&entiels  da 
rbrdre,  leur  intégration  ramenée  à 
celle  de  trois  équations  différentielles 
du  premier  ordre,  757,  758.  —  par- 
tielles à  trois  variable»  qui  n  ont 
point  d'intégrale  de  l'ordre  immédia- 
tement inférieur,  7^9,  760. —  par- 
tielle» k  trois  variables ,  dans  l'inté- 
grale de  laquelle  on  ne  peut  faire  dis- 
paroître  qu'en  même  tcmpt  les  deux 
raatftioas  arbitraires ,  760. — partielles 
da  second  ordre  à  trois  variables  , 
examen  de  l'étendue  de  leurs  inté- 
grales, 761 ,  764,  76^.— partielle», 
théorie  générale  de  leur  formation  , 
764,  76^.—  partielle»,  leurs  solu- 
tion» particulières ,  766 ,  767.  —  par* 
tielles  du  second  ordre  à  trois  varia- 
bles ,  leur  intégration  par  les  séries 
teniée  par£u/fr,  768.— partielles  du 
second  ordre  du  premier  degré  «t  à 
troif  variablp .  laor  îMlgra^  par  k* 

•^«.  7^9^4  ;  777 ,  778  —  par- 
tielles du  second  ordre  et  du  premier 
degré  à  trois  vari  iblcs ,  méthode  que 
Euier  emploie  pour  en  trouver  unain» 
6ni(équi.soientintégrables,769.M«t. 
^  particUai  du  aecoad  ordre  du  pre- 
mier degré  et  à  trois  variables  ;  leur 
transformation  par  rapport  aux  quan- 
tités qui  eatrent  dan»  les  fonctions  ar- 
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bitra'rtt  ,  769-771.  —  partielles  du 
premier  deeié ,  du  »econd  ordf  e  et  à 
.  trois  variables  ,  qui  n'admettent  point 
d'intégrale  générale  en  ternes  finis, jji. 
(  V.  les  corrections  à  la  fin  du  troisième 
volume)  — partielles  du  premier  de- 

{ré,  du  second  ordre  et  à  trois  varia- 
les  ,  digrcMion  sur  la  forme  de  leurs 
intégrales ,  775 ,  ^76 ,  et  l'addition  à 
cedernler  n*.  dans  le  troisième  volume, 
—  partielles  du  premier  degré  ,  leur 
>    intégration  par  la  méthode  des  coeffi- 
ciens  indéterminés ,  7Î0  —  partielles 
du  premier  degré  à  coefHciens  varia» 
bles  généralement  intégrables,  781." 
Equations  différentielles  partielles  à  trots 
variables ,  ne  contenant  que  les  coeffi- 
ciens  différentiels  de  cet  ordre  flndli> 
pliés  par  des  fonctions  de  ceux  do  pie* 
mîer ,  ou  une  fonction  qnekonqne  de 
ceux  du  second  ordre;  transforma- 
tions qui  conduisent  à  les  intégrer, 
781-784, 786.  —  partielles  du  second 
ordre  à  trois  variables ,  qui  puaott  le 
premier  degré  par  rapport  inz  eoeffi* 
ciens  de  cet  ordre  ;  remarque  sur  leur 
întéi^tion,  785.  —  partielles  à  trois 
variables ,  leur  rcsoKition  par  les  inté- 
grales détinies,  iiio- ii}a.— par- 
tielles à  Quatre  variables ,  leur  réfohl- 
tien  par  les  intégrales  définies  ,  1133* 
M  partielles  à  quatre  variables  qui  se 
npportentau  mouvement  des  fluides  , 
Icnr  intégration  par  les  séries,  ib.  Nott. 
wpefdâlM  à  fpntre  variables ,  qui  se 
rapportent  à  la  propeg^tîon  du  son,  ih, 
isîott.  —  partielles  du  premier  ordre , 
leur  construction  géométrique  par  les 
surfaces  courbes,  787. — Construction 
gCamétrique  des  intégrales  de  qn^- 
tpei-iuies  de  ces  équations,  789-793. 
— >  partielles  du  premier  degré ,  du  se- 
cond ordre  et  ù  trois  variables  ,  déter- 
mination des  fonctions  arbitraires  qui 
entrent  dans  leur  intégraie ,  ^97. 
MttieUcSi  manière  dont  Daiembcrt 
éctivoît  ce*  équations  ,854.  Note. 
E^Kêàons  différentielles  à  trois  variables 
qu  fw satisfont  pas  aux  conditions  d'in- 
tigpibOilé,  leur  intégration  ,798-814. 
wda  premier  erdre,  dans  lesquelles  les 
dlfiésearielles  ne  passent  pas  le  premier 
degré,  798-801 — trouver  parmi  le 
nombre  infini  d'équations  primitives 
qui  répondent  à  une  de  ces  equatioas, 
cdlce- «|ù  ioat  algAbniina»  8o«i  — 
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où  les  différentielles  passent  le  premier 
degré  ,  leur  intégration ,  Sos-eaj. 
du  premier  ordre,  leurs  'intégrales dé> 
duites  de  la  variation  des  constantes  ar- 
bitraires et  leurs  solutions  particulières  j 
804,  8:j.  — du  premier  ordre  cor- 
respondent ^  des  équations  diffère»* 
tielles  partiellet du  premier  Ofdfe,-Sol(. 

—  du  premier  ordre ,  leur  construc- 
tion par  les  courbes  à  double  cour- 
bure, 807  -  81 1.  —  leur  correspon- 
dance avec  les  équations  diftérentielles 
toutes ,  prouvée  par  la  considératioa 
des  caractétisoeaes  et  des  arrêtes  d« 
fdMoustement  aes  surfaces  ,811. 

Equations  du  second  ordre  ,  remarque 
sur  leurs  intégrales ,  811  -  814.  — -  du 
eeeoqd  ordre  répondent  à  dtl  <|aee- 
tions  géométriques ,  81^ 

Equaliont  aux  diittrences  a  deux  varîa« 
bles ,  de  quelle  manière  elles  fort  con- 
noiue  la  fonction  cherchée  j  combien 
la  tériefuTea  m  dédldc  doit  tenfermer 
de  temw»  ttbitraifes ,  97e.  —  Cas  oii 
OBjpcnt  les  tranifetnier  en  équations 
diflerentidletd'an  nombre  fïm  de  ter-* 
mes',  elles  peuvent  toujours  eue  trans> 
furmcM  en  une  équation  d'an  aOQlbiIV 
infini  de  termes,  97s-999.*^mi9 
difirencet  du  premier  degréàdii» 
variables  et  à  coefHciens  constans , 
974  j  975-  —  le"'  intégration  par  les 
fonctions  génératrices,  IO39 ,  104Ô. 
périodiques  aux  différences,  leur  în- 
i^ation.  Eqnatioos  aux  difliîreaee» 
<|Hi  se  rcmènent  au  premier  degré  par 
le  mojren  des  logarithmes ,  984.  ~ 
aux  différences ,  leur  intégration  ptr 
les  coefBcicns  indéterminés ,  98 
aox  différences,  leur  intégration  lor»- 

3ue  les  diffiîrcaces  de  la  variable  in- 
,    épendante  ne  sont  pas  constantes,988. 

—  intt^gration  d'une  équation  de  ce 
genre  par  les  séries.  /*fote.  —  applica- 
tion aux  éqmtîew  aux  ordres  supé- 
rieurs ,  989.  —  aux  différences ,  de 
l'élimination  entre  un  nombre  m  de  ces 
équations  contenant  m-f-i  variables  , 

994.  —  rentrantes  aux  diffiirence», 

995.  —  aux  difiérences,  intégradoa 
limnltanée  de  plusieurs  équations  aux 
fiflirences,  096. —aux  différences, 
nature  des  arbitraires  qui  entrent  dans 
leurs  intégrales  ,  998  -  looo.  —  dé- 
temiaatioft  de  cet  adiitiatics ,  loot. 
"*liw  cowtnictiM«jkoox-scoi4.«^ 
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aux  différences ,  détermination  de* 
diverses  espèces  d'intégrales  dont 
une  même  iqnaiîon  est  susceptible, 
toof- 1009.  — ans  difiérences,  leur 
résolution  par  les  intégrales  fi  — yJi»  _ 
tlfu'vJu,  1134.  — du  premier  dfgré 
aux  différences  partielles  à  trois  varia- 
ble» et  Ikcoefiïciens  constans ,  leur  >n«, 
tég^ion  p  icti  - 1019.  —  cdlei  k 
quatre  Taiiables,  1010.  »MidliH- 
rencts  partielles  du  premier  de^ré  à 
trois  variables  et  à  xoeiBcieni  varia- 
bles, leur  intégration,  ioat-1015. 
—  du  même  genre  dont  l'ordre  dé- 
pend d'oae  des  rariables,  1016,  tOtf. 
Equations  aux  différences  partielles  à  trois 
variables  et  à  coefliciens  constans , 
leur  intégration  par  les  fonctions  gé- 
nératrices, io}i  -  10J5.  -v^nt  dinii' 
rentes  mêléct,  ou camtcnnit I  UlbU 
des  différences  et  des  coefEciens  dîffi- 
rentiels,  — »  aux  différences  mê- 
lées aux  différences  successives ,  leur 
fonnation,  1140-1143.— -leur  appli- 
cuioAà  la  Géométrie,  1 143-1  Mf.— 
kar  otage  dans  l'analjrse ,  1 1 46.  —  iï^ 
néaires.  (  yoyti  équations  du  premier 
degré.  ) 

'Essa  'u  de  Géométrie  sur  les  plans  et  les 
surfaces  courbe»  ,  oèéMMMda  da 
Qup.V,T.L 

'BmWrt  Ici  «téreloppeaMi  qnTil  dtmiM 

d'un  arc  parles  si nusdc M  multiples , 
littrod.  44.  —  par  des  prodaits  indé* 
définis  de  cosinus ,  de  sécantes .  Intnd, 
46.  —  Ses  idées  snr  la  dérivitioa  , 
des  opérations  aleébriqiiitkiflmid(Bi 
nirea.  8.  A/iact.  w  développamat  dt 

^    -!  ^,  )&i-dteMmc  le  tbl»- 


rême  dt  Newton  iw  ks  ndnea  dea 

éq;iations ,  163  — fait  conncitre  lanir 
lure  des  logarithmes  des  nombres  né< 
j^atifs,  18).— sa  méthode  d'élimina- 
tion f  191.  —  sa  division  des  courbes 
dt  même  ordre  en  genres  et  en  espè* 
ces ,  '^'36.  —  donne. l  expticatien  d'une 
difficulté  que  présente  révaluation  du 
nombre  des  points  qui  déterminent 
une  courbe  d'un  ordre  quelconque , 
•29.  Nott.  — confirme  l'eustence  des 
points  de  rebroussement  de  la  seconde 
espèce  ,  a66.  —  ses  travaux  sur  les  sur- 
faces couibcs  ,  préambule  du  Chap.V, 
T.I.— tes  recherches  tw  l'iatégnition 


L  E 

des  différentielles  dans  lesquelles  entre 
un  radical  du  second  degré  contenant 
les  quatre  premières  puissances  de  h 
Tariable,  190.— nr  le  dévclopp»» 
ment  de  1t  fiihctton 
(  \  -\-mcoi  ^y,  46^.  —  donne  une 
méthode  générale  pour  obtenir  le*  in- 
tégrales par  approximation  »  470.  — 
transforme  le  premier  les  intégrale» 
doidilc*,  5)0.  —  aWape  dt  ta  tc- 
cherche  des  courbe?  quarrable»,  etc. 
53a.  —  résout  le  problême  des  deux 
courbes  conjointement  rectifiables , 
{  }6.-<-résout  le  problème  de  la  courbe 
lectifiibleturunetiukeedMnêe,  537. 

—  sa  méthode  pour  intégrer  les  équa- 
tions différ;ntielles  du  premier  ordre 
en  les  multipliant  par  un  facteur, 

£ja  -  560.  —  renrcrte  le  problême  de 
idétennîmtinndet&ctcorStfSt-fdf. 

—  remarque  que  le  facteur  d'une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre  , 
étant  égalé  à  léro,  en  donne  une  inté- 
grale ou  une  solution  particulière,  589» 
—sa  solution  du  problème  des  trajec* 
loin»  y  do|.  —  iMonc  le  problème  de 
Il  détenmnatîon  de*  coutbes  qui  sone  -  , 
semblables  à  leurs  développées,  66o»  * 
•—  perfectionne  la  méthode  que  luH 
pmgl^yo\t  donoéepour  parvenir  à  une 
éqMtUm  primitive  entre  les  variables 
de»  transcendantes  elliptiques,  679. 

—  exemple  des  artifices  qu  il  ennploie 
pour  iritégrer  les  équations  différen- 
tielles ^  trois  variables,  706.  »îdée 
de  la  méthode  qu'il  emploie  pour  iit- 
tégrer  les  équations  diffihcntlelles  par- 
tielles du  premier  ordre  )l  trois  varia- 
bles ,  740.  Nott.  —  satisfait  à  des  équa- 
tions différentielles  partielles  du  se- 
cond ordre  à  trois  variables  par  des 
équations  primitives ,  sans  povToir 
obtenir  leur  intégr.ile  première  ,  7"J9. 

—  tente  l'intégratio.i  des  équ^itions 
différentielles  partielles  pr  les  séries, 
768.  —  méthode  qu'il  emploie  pour 
obtenir  des  équations  différentielle»  . 
partielles  du  second  ordre  intégrables  , 
76g.  Nott.  —  propose  la  question  des 
surfaces  équivalentes ,  79a.  —  donne 
une  construction  de  celles  qui  répon- 
dent au  plan ,  799. —ta  dispute  avec 
DaJtmktrtt  sur  la  continuité  d.'s  fonc-  - 
tions  arbitraires  des  intégr.^es  des 
équations  difféi  en  tie'i  les  pariieSlcs,7<^4. 

—  t'occupe  du  problème  des  iwpért- 
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jbitrei  qni  a  coqdait  à  U  méthode  des 
Ttriations ,  838.  Non.  — 11  mMitioii 

dans  les  éauacions  différentielles  puw 
tiellet  a  prévalu, 854.  A'or*.— inutilité 
des  parenthèses  qu'il  emploie  dans  la 
potation  da  coaBcâc»  diâétentidi. 
Compuahoo  de  ciM  nootion  ivec 
celles  de  JFaring^i^La^jn^e ,  S'j. 
Atfft.  —  fait  dépendre  les  intégrales 
aux  différences  des  inté{>rales  au»  diffé- 
rentielles et  des  coeificiens  différen- 
tiels ,  913.  —  sa  méthode  pour  déter- 
miner les  coefficiens  numériques  du 
développement  de  ^^'y  »  01a. 

(lé  dans 


extrait  de  ce  qu'il  a  donn 
Calcul  différentiel  snr  llbtttoatioaip- 
prochée  des  fonctions  mt  mTOtenect, 

<^a'î ,  1^27  — ■  formule  [qu'il  a  donnée 
pour  la  sommation  des  suites  d^ns  son 
Calait  diffirentiel ,  932-937.  —  ses 
téchtrches  sur  les  niodui^  de  ffwaàt 
nombres ,  947.  —  aisciwlott  entre  tnS 
et  Daniel  Bernoulli ,  sur  les  limites 
des  séries  de  sinus  et  de  cosinus  ,  95 1. 
—applique  la  sommation  des  suites  à 
leur  mterpoUtion.  Ce  qu'il  entend  par 
fimedonu  buxpUcahilts ,  ç|;3.  -—  lO* 
maïqvie  la  forme  des  arbitraires  anh 
doivent  entrer  dans  les  intégrales  des 


le  dénominateur  est  du  second  degré 
et  n'a  que  des  facteurs  imaginaires , 
IO44.  —  trouve  les  limites  de  quelques 
jériea  divergentes,  104S.  —  donne 
m  os  pemcnliet  dii  développement 

C tojo.  —  détermine  par 
Calcul  différentiel  et  le  Cikul  inté- 
gral la  somme  d'un  grand  nombre  de 
suites ,  lOjS.  —  séries  qu'il  désigne 
aoaslenoàid*Ay^<rg/om//n4«»,  106a. 
—  emploie  une  imégtale  défijue  pour 
u  limite  de  la  série  direv» 


1  — i.a-3  — etc. 
to6{..—  se  ecrt  aussi  des  ftacttoM 

continues.  Non.  —  donne  la  somma- 
tion d'un  genre  de  suites  formées  par 
la  multiplication  des  fermes  corres- 
pondans  de  deux  autres,  1068. —  tes 
ni  llnteisolariai»  1071* 
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considère  les  différentielles  dont  l'or- 

'  dre  est  désigné  par  «n  «qpoiwt  fxio* 
tionnaire  ,  1074.  —  sesttMUXMVm 
détermination  des  râleurs  «tdes  ÏBl*" 
grales  définies,  1076.  —  décompose 
les  exponentielles  en  facteurs ,  1004. 

—  transforme  en  léiie  le  produit  dSm 
nombre  de  facteurs,  soit  fini,  SOltia- 
déhni ,  1097.  —  ses  recherches  SOT  I«l 
diverses  maniiire»  dont  on  oeut  former 
un  nombre  par  laddition  de  plusieurs 
antres ,  1098.  —  Mémoire  inédit  sur 
les  intégrales  définies,  1107. —  son 

«^ion  fW  la  transcendante  ,y  -y—  , 

1 1 1 9.  —  appUqne  les  'mtégpales  défi- 
nies à  la  résolutton  desé<ittatkms-«^ 
fércnticllcs  à  deux  variables,  iiaô.' 

—  cherche  à  déteroftiner  les  intégrales 
définies  qui  répondent  k  une  équation 
différentieUe  donnée,  ^ 
solu  des  problêmes  de  GeonMRie^ 
latlfs  aux  équations  aux  diSfeUBM 

^mêlées,  114)1  »H4' .  , 
Expimmèilh$',i  knt  origme  et  leur  dé- 
Yeloppement ,  /novdL  M ,  »î.  —  leor 
développement  par lesUmites,  Iiu.y%. 

—  expcMsions  des  sinus  et  des  cosinus 
par  les  exponentielles  imaginaires , 
introd.  57.  —leur  dlfffcrentiation  ,  21. 
^par  les  Umites ,  93.  —  imaginaires , 
184,  185  ,  186.  —  ont  la  propriété 
de  satisfaire  aux  éc{«atîons  du  premier 
degré  à  coefficiens  constans  de  quelque 
ordre  qu'elles  soient  ,618 , 648.— leurs 
eraieisions  en  produits  indéfinis,io88* 
wlenr  usage  sous  cette  forme  ponv 
sommer  les  séries  des  puissances  néffr- 
tives,  i  o8î;-io9a.— recherche  de  ce» 
dernières  expressions  par  un  procédé 
purement  algébrique  ,  1094-  1096. 

Expnst'wii  qui  deviennent  -  dans  cer- 
tains cas.  J3Î-139»  M»-»43.  »47- 
*-  de  ceOcs  dont  le  mnnétasev  et  le 


dénominateur  devit«»„ij.  — ~—  — 
même  temps,  ou quisontUdiflerence 

de  deux  quantités  infinies  ,  140- — 
sont  réellement  indétetm'mées  lors- 

/|u'«Ua  dcricnaeitt  ^  »  60 ,  »4 j,  uij. 


I 


■  1 


P. 


diflïrfntiit'on»  d'un  produit 
ipoié  d'un  nombre  quelconque  de 
(Wn  ,  16.  —  l'ordre  dei  &cteuri 
d'un  mpduit  peut  éue  changé,  et  le 
produit  dcnienre  le  même,  )V.  Non» 
—  doivent  être  ceux  qui  maltiplient 
les  fonctions  diiTérenticUes  pour  for> 
mer  des  équations  qui  ayent  lieu  en 
nAaw  icmpt,  54.— pcoorcs  à  rendre 
,   ntionoelle  une  eiprenioa  irtatioB- 

acUe,  383. 
féCUUr  propre  à  rendre  intégrable  une 
équation  d  tTércntielle  du  premier  or- 
dre,  S)4-s6{. — détermination  du  fac« 
tenr  «pana  on  a  Téqnatien  intégrale  , 
f5<.— pour  le»  équations  du  premier 
ordre ,  lonqu'il  ne  doit  renier  mer 
ou'une  des  variables,  5^6  — d'une 
équation  du  premier  ordre  ,  codlpoiét 
de  deux  parties  qui  ont  duKone  on 
commun  divi  eur,  Ç57.  — •  des  équa- 
tions différentielles  homogènes  du  pre- 
mier ordre  et  de  celle  du  premier  degré, 
|f8-)6o.— ^es  équations  du  premier 
ordre,nioyen  proposé  par  M.  TrtmbUy^ 
pour  les  déduire  des  intégrales  et  des 
»olutions  particulières,  ^89-593.  — 
propre  à  rendre  intégrable  une  équa- 
tion différentielle  du  second  ordre, 
n  iccheKhe  en  général ,  630.— lors- 
'  ^u'ii  ne  doit  pas  contenir  le  coeffi- 
aent  diffirentiel  du  premier  ordre  , 
j>J  I.  —  recherche  de  ceux  ciui  rendent 
intégrables  simultanément  deux  équa- 
tions d'un  ordre  quelconque  \  trois 
variables,  6)9.  —  détermination  du 
facteur  propre  \  rendre  intégrable  une 
équation  difTércnticlIc  <!u  i'rcmier  or- 
dre à  trois  variables.  —  équations  qui 
doiveat  avoir  lieu  lonqu'il  eaiste  un 
•tel  facteur,  60B.  —  propre -à  rendre 
intégrable  une  équation  différentielle 
à  4  ou  à  m  variables ,  conditions  qui 
doivent  avoir  lieu  pour  que  ce  facteur 
existe,  711,71a  —  propre  à  rendre 
intégirables  les  équations  différentielles 
à  deux  et  \  trois  variables  ;  cercle 
vicieux]  que  préM;nte  sa  dércrmina- 
tion  ,  719.  —  recherche  du  facteur  qui 
rend  intégrable  l'équatioB  do  premier 
d^ré  d'un  ordrequelMAqBaanxdiiî* 
(«aces,  997.-«redMtdMdec<Msqii{ 


rendent  întégrabtes  les  équations  aux 

différeaccs  ,  formations  de«  équations 

dont  ils  dépendent,  loaS. 
Facultés  numériques ,  ce  que  c'est,  1 1 08. 
F<tnùllêAt%  surnccscoqtlM»,  })4  , 
Fatio  de  VuillUr ,  ses  qnercUâ  avec 

Léibnirz ,  1O44. 
Feuilles  d'une  courbe  ,  20(f. 
Fluxions  (  méthode  des  )  ,  vo^  la  Pil> 

<âce. 

Foreentx  (  M.  Daviet  de  )  s'occupe  de 
l'équation     f  (x)»=|  (ax) -|- x, 
988.  Noie. 

Finunons  ,  leur  définitioo  ,  liund.  \i 
-•expltcitei  on  implicites ,  ttuni*  a. 

—  algébriques,  ou  transcendantCi j 
Introd,  3  ,  intericenUantei ,  572. « 
distinction  entre  leur  déveJoppemeat 
et  leur  valeur,  Intnd.  4.  —-dans  un 
fionetion  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  de  *  ,  on  peut  toujours 
prendre  x  assez  ^ranJ  ,  pour  que  le 
rerme  affi^cié  de  la  plus  haute  puis- 
tance  soit  supérieur  à  la  somme  de 
tous  les  autres ,  introd.  8  ^oicepd' 
bln  de  limites,  //ifW.  ii,tï,  ij^' 

—  algébriques,  leur  développement, 
Introd.  I  5 . 

Fonctions  aanscendantes  ;  développe- 
ment des  fenctioM  tiaaicendafltes,* 
Introd.  ai.  —  changcmens  d'une 
fonction  de  x  ,  lorsque  x  devient 
x-\-kyi.  —  RL'cherchc  du  dévclop» 
pement  général  d'une  fonction  de 
«•(•i,  6,  7. —autre  manièro 
d'arriver  au  développemen  dei(]r-f-A),' 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  A, 
10  )  — ■  Mviyen  d'obrenit  I.  b  fonctions 
dérivées  de  la  fonction  primitive,  f. 

—  deux  fonctions  égales  ont  léaiB 
différentielles  égales  ,  if  —  difiéiea^ 
tiation  du  produit  de  deux  fonctions  , 
16  —  développement  des  lonctions  de 
plusieurs  variables  suivant  les  puissan» 
ces  d<  s  accroMMmca»  de  ces  variables  , 
«S,a6,  31,  33 ,  37,  39  —  doduire 
le  développement  de  ,  y-\-h)  , 
de  celui  des  puissance»  uu  binôme,  31. 

—  d  ffcrentiation  des  fonctions  ren» 
fer  mant  on  nombre  quelconque  de  vai* 
tiablc»,  \7.  —  développement  des 
fenctioascn  séria ,  ^8-106.  —-étant 

donnée 


Digitized  by  Google 


DES  MATIfi-RCS. 


5<t 


tîonnéc  h  fonction  f(x,>')=:0 ,  déve- 
lopper en  série  ordonnée  suivant  <les 
puissances  de  x«  b  fonction  quelcon- 
que F(jt,y)p  I  lO.— sur  ce  que  deviens 
le  déveioppemcnt  de  ffx+ifc)  éu» 
certains  cas  |>artLciili.-r$,  i  2)i.— toutes 
les  fonctions  qui  renier  mont  des  quanti- 
tés telles  que  ,  peuvent  se 

tUBiacr  à  U  forme 
MiMéamton  des  fonctions  d'une  seule 
Varitbie,  3^8.  —  ncheiche  des  fonc- 
tions qui  rendent  algébriques  des  inté- 
grales données,  ^\x-^\% — intégra- 
tion des  fonctions  de  plusieurs  varia» 
Itles  ;  clauifiation  des  diverses  esp^ 
ces  d'équations  différentielles  qui  peu- 
Tent  en  résulter,  698. — récapitulation 
de  celles  que  l'on  peut  intégrer  aux 
différences,  9 IL'— que  l'on  ne  peut 
exprimer,  ainsi  que  leurs  dilBrentielles, 
que  par  des  suites  infinies ,  95  3.-^bt- 
traires,  leur  élimination,  83,  y'^o- 
^63. — arbitraires  ,  leur  détermination  , 
334,  341,  344.— arbitraires  des,inté- 
«rales  des  équations  di&rentiellet  ptr* 
ttellee,jenvcMitire  disuwiOw— 1 
^amâSm  de>  intègralv  dei 
tions  différentielles  partielles,leur  d^ter- 
tmnationanalytique,796^irbitrairc9, 
leur  détermination  par  des  conditiaoi 
relatives  aux  difiièccoccs.  990-96).'w 
•ilMces,  leur  déMmnmnoa  quand 
Catml  dftoe  manière  traoscen- 
damte  dans  tes  équations  primitives , 
— arbitraires,  la  nature  de  celles 
wqoi  entrent  dans  les  équations  amdiff^ 
«ences,  998-1000^  leur  détcnRini^ 
tion ,  lODi . — leur  con»truction,i  002- 
1034.— circalaires  ,  leurs  développe- 
mens ,  Int.  33,4 1< — par  le  Calcul  dif- 
férentiel,  09 ,  loa-ioj.— par  leCal-  . 
cul  intégral ,  408 , 410  ,  4tn  , 
leur  disérentiation ,  33,31 ,  93.— leur 
intégration^  439-46;.— leur  interpo- 
lation, 837.— fonctions  circuUtres  et 
exponentielles,  renfermant  des  quanti- 
«b  iflMgiiiaifCs ,  »84  et  tuiv —  ^x9k- 
rcntiella ,  toute  fonction  différentielle 
est  nécessairement  homogène  par  rap- 
port aux  dlfTcxentielles,  65.— différen- 
tielles, conditions  auxquelles  doit  s** 
lil&ire  uneéquation  différentielle,  ponr 
•voir  unesignification  réelle,  6(,^.— 
diffiteatieUei,  tram  formatioii  oet  lonc- 


tions  différentielles, lorsqu'onychan- 
ge  l'acct-piion  de  la  fonction,  74  ~™ 
fonctions  exponenticll-5 ,  ItîL^r  origine 
et  leur  développement,  Inirod.  ai  , 
a«,  czponemietlet,  «aoyen  de 
développer  las  fonctions  exponen- 
tielles logarithmiques  et  circulaires, 
lorsque*  se  change  en  x  +  t,  a  — ex- 
ponetKielIcs  ,  développer  U  fonction 
eiponentielM  par  le  moyen  du  Calcul 
différentiel,  aoi.  —  ezponentidles , 
leur  différentiation ,  11. — par  lailiéo- 
ric  des  limite»  ,9}.  —  exponentielles , 
leur  intégration  ,  430-4J8  —  leur 
usage  dans  l'intégration  des  équations 
di£foentielles  et  aux  ditticncesdu  fi«* 
mter  degré,  à  coeffieieni  ceostani, 
61 6 ,  618 ,  649 ,  974  ,  1 1 40.  —  ex- 
ponentielles, leurs  différences,  886. 

génératrices  dTww  «etile  variable, 
leur  ihtoiic,  iO)|-ioi6.«g^Bétai> 
seole  Taiiabie,  leor  otage 


tricesUnnei 

pour  l'interpolation  des  séries  et  Tin- 
tégiration  des  équations  aux  diffé» 
reiNti,  lO}7- 1041.  —  g^ératrices  , 
ienr  wage  pour  U  transforautioo  des 
séries ,  i04f .  —  g^nérattica  d*»»  ' 
«ente  rarîable ,  leur  usage  pour  déter- 
miner les  expressions  générales  des 
différences,  des  différentielles  ,  des  itv 
totales  d'un  ordre  quelconque  par  des 
fogMBlw  aatlogues  aux  puissances  « 
1049,  1050. —^aésiratrices  de  deux 
variables,  leur  théorie,  1051.— leur 
usage  pour  l'interpolation  des  séries  , 
et  1  intégration  des  équations  aux  diffé* 
fcnces  partielles ,  1051-1055^  g^aé 
latricct  à  deux  variables,  leur  usage 
dans  la  reekerelie  desetpretsiont  gêné» 
raies  des  différences  ,  des  iniégralcs  et 
des  différentielles  d'un  ordre  quelcon- 

2ue ,  ittf 6k^-de  gqiads  nombres ,  leur 
vaiuation  approchée.  Il 09 -I lit* 
^homogènes,  leur  cancttre,  6$;, 

—  homogènes ,  propriétés  des  diffé- 
rentielles des  tondions  homogènes  , 
^i.  —  homogènes  ,  intégration  de 
«un  équationsdifférentielles  partislles 
du  premier  ordre,  710,  718.  in- 
déterminées, exemple  d'une  fonction 
à  deux  variables  qui  devient  l ,  344, 

—  logarithmiques,  leur  origine.  Intro» 
duetim,  xt.  leur  dévelo[M>efflent . 
tiund.  fl),  )i ,  32>  "—  f^  le  Calcid 
intégral ,  417.  —  leur  différentiation, 
SO,  93.— leur  inté^tion,  4S4^43cu 


^  logarithmiques  ,  leur  ioterpoU- 
tion,  b84  ,  88;.  —  irratioôatHcs  » 
leur  ioiégiaiioB,  376-405.  —  irra> 
tionneltes ,  facteur  par  lequel  il  faut 
multiplier  une  fonciion  irrationnelle, 
pour  la  rendre  ratioaneUe  ,  38}. 
rationoeUct^leor  inté|i>ratton,359-)76. 
(  y«Wt  pour  le  détail  des  formules  , 
le  tableau  de  la  pige  160.  )  —  ration* 
ncl!«s  et  cntii:  ,  propriété  de  leurs 
différences,  86i.~ra(ionpeiles,  leur 
tranitormation  en  produits  de  facteur» 
équi-diAérent ,  ou  en  pukiaiiccf  da 
Mcond ordre,  901 ,  ^o}.— Remarque 

sur  cr-lles  de»  puissances  négatives 
d'un  monôme  en  séries  de  fiactioas, 
donné  par  Stirlin^ ,•■  O  J.  A^oJIt* «Mcy* 
métiiquts  des  racii.cs  des  équation»  , 
leur  définition  ,  1 57.  —  symétriques^ 
méthorir  pour  expiimer  les  toncfions 
symétiiques  des  racin.-s  par  les  coeiE- 
ciens  de  l'équation,  1  f  9 -symétriques, 
leur  usage  dans  l'élimiiMtioa,  l8b. 
FmtMtne  propose  une  méthode  f^néfilc 
d'intégration,  ^66 — smotmon  pour 
exprimer  les  coelEciens  diticrentiels 
et  les  rapports  det-dtHhfiirUei, 

ftmule  ,  détermination  de  11  W 

tnit  une  formule,  987. 
/jum'air  continues,  développement  des 
^ctiotu  en  hict  ons  continues,  117. 
^«ontinues,  leur  usage  pour  intégrer 
les  équations  difirentieiles  da  pre- 
tiàtt  ordre  i  deux  ratiaUes  ,  598- 
6oi,»icomimio ,  peuvent  acfvir  à  iB< 


TABLE 

du  second  Ordre ,  64$.  —  connnua  ^ 
lenruiag»  pour  obtenir  U  liÉirîte  dt  1» 
série  divetfEote 

1065.  Nou.  —  rationnelles ,  leurs  H» 
mue» ,  IntroJ.  11,11,  13.  —  leur  dé- 
vefoppement  en  séries  ,  htrod*  ).  «m» 
par  le  Calcul  diffétcalkl|  98,  >o«l> 
1041  (  voyti  damn  table  Tait, 
séries  récurrentes,  et  dan»  l'ouvrage 
le  n°.  983  )  —  par  le  procédé  de  Lj- 

f4Ag<,  SO43.  —  ce  procédé  appliqué 
U  fraoioB  dont  le  déaomioateor  du 
second  degré  n'a  que  des  ftcteors  ins- 

ginaires  du  premier  ,  1044.  —  ra- 
tionnelles, méthodes  pour  les  déve- 
lopper en  séries  par  la  somme  des  puis- 
NOMS  des  nônes  du  numéiatenr  et 
du  dénomlnatMr ,  1027.  Abir  —ra- 
tionnelles ,  leur  intcgration  ,  j^'  ^-  376. 
—  leur  décomposition  en  tractions 
simples,  364,  167*369.  -—  ration- 
nelles ,  les  fiMiions  rationnelles  peu- 
vent to«)onns'tntégref  «oit  algébrique- 
ment,  soit  par  1rs  logarithme-^  ,  soit 
•par  les  arcs  de  cercle  ,  367.  —  r^ti  in- 
nelles,  décerrninaiiun  des  numérateurs, 
do  tractions  simplet  par  le  Calcul 
difiéreniiel,  368,  369.^ — rationnelles» 
leur  décomposition  en  fractions ,  dont 
le  dénominateur  est  réel  et  du  second 
degré,  370, 371. 
Fronçait  dt  Cjlmart  ^  fti  travaux  sur 
l'intégration  des  équations  difirOK 
tielles  partielles  ,  780 ,  1 1 46. 
Funedoiut  iatxfUcMUt ,  ce  t^'Eultr  en- 
tend par  là,  9;). 


G. 


CàoMirmM  ,  mS&b  pour  la  sépeier  dt  l'AnaljM-t  «iQ^  la  Pïé&ce, 

H. 


Siitcis,  809. 

Hvmsmi  s*occDpe  de  ta  tedetcbe  des 

co  irîjes  qu  rrables  ,  531. 
HinJinburz  (  M  )  :  ses  recherches  sur 

les  coefficiens  d'une  puissance  quel* 

conque  du  polynôme,  1044. 
Nyptffomét'iqu<i  (  étics  ) ,  106a. 
Hypt  h  '(  .  !-.t'oI  14, — leurs  équations 

par  rapport  aux  axes,  31}.— par 

rapport  «US  asymptota,»!}.— de» 


degrés  s«périeniff,*a 3  ^  —  leur  qua- 
drature ,  Cas  ob  leurs  espaces  asymptt^ 
tiques  sont  infinis, 491  — hyperbol  ' or- 
dinaire et  équiiatèrc,sa  quadrature,49a. 
«-ordinaire ,  sa  quadrature,  sa  liaiw» 
âvcc  Us  lo^itlMM»,  493.— examen 
descas  ob  Icars  sef;inens  asymprotiqoe» 
ne  sont  pas  compris  dans  la  même  ex- 

Kession ,  494  --hyperbole  rapportée 
lonwtraniTHio,  aoa«ire,49f. 


DES  matières: 


Byptrhoht ,  leur  recâfoi^ ,  foi. 
B/perbole  oriliiuîn  ,  n  raciifiatioa  , 
'  tiinirof iBMîoiu  de  li  dîffiîm* 

tielie  de  son  arc,  505  ,  ^lO. — ses  arcs 
peu  vent  s 'c  x  pr  i  mer  pardeux  arcs  d'ellip- 
se, fio. — hy  perbole  qiri  eneendre  un 
«oUidc  dont  l'expcenion  ome  un  dé- 
fm  dt  çqdtï—irf  dm  le  passage  des 


difliirentielles  aux  întégntei^  f  18.— • 
dans  cette  courbe  h  tangente  \  tiit 
point  quelconaue  coupe  sur  les  per« 
pendiculaires  élevées  aux  extrémités 
du  premier  axe  ,  des  parties  doat  le 
produit  est  im  «diwiwwi  ôa  ui  af> 
nimm,  84». 
HyptfMuét  de  livolotioA,  31& 


î. 


iDëtrTiHua^  équatîom  îdentiqaes, 
leur  nature  et  Icnrs  propriétés ,  Itani, 

t  Note. 

Imaginairts ,  forme  générale  de*  expre«- 
•ions  imaginaires,  i83. 

iaumtaint^  expression  des  puissances 
dCi  bwenwi  imaginaires ,  par  les  »nus 
et  tes  cosinus  des  arcs  multiples ,  165. 

Indiets ,  leur  emploi ,  Inuod,  a  1  et  suir. 
•—ce  qu'ils  signifient dMikHiéoiit 
des  suites,  859. 

feitce,  me  qointité  étant  donnée,  trou- 
Ter  l'indice  à  laquelle  elle  répond  dans 
une  série  donnée  ,  96  ^  —  utilité  de 
l'application  du  calcul  des  COnbiairï- 

/«jfbHM  de»  courbes  olanes ,  ao8 ,32^, 
ai8,  »49.  — de  leurs  développées, 
s86.--dca  eoiAa  à  doaUc  contoe, 

Infitxion  des  surfaces  courbes ,  la  ma- 
nière de  lesreconnoître,  3^7.  A'iofï. 
ii^  (  de  r  ).  Introd.  7.  —  le  passage 
dei  grandeurs  par  rmnai  rom{N  quel- 
is  le  lien  de  kor  ooaBaiiiiéy 


quefois  le  lien  d 
494,1119. 
infinimiit  petits  :  leur  subordmalion  ,  97. 
comment  il  faut  les  interpréter , 
185,  ethfloce.(n9W{«aMiMM* 
face.  ) 

intimait  d'une  feoction ,  sa  définition  , 
%%%.Nou. — cas  ob  l'intégrale  Atax'dx 
devient  | ,  360.'— fennation  des  in« 
tégrales  par  les  tiImm  WWCBMim  de 


ia'atffétaitielle, ^,479,477i  47^ 
^métliede  gÂaénle  po«r  roMnir 
par  approximation ,  470' 484-  —  rap- 
port entre  le  signe  de  la  diâérence  de 
dens  râleurs  d'une  mâme  mténale  et 
cdin  dn  cocfiocni  dtfS&i«iriel,  ^4. 
recherdie  da  Ranm  cntie  k»> 

ÎteUes  peut  être  comprise  la  valeur 
une  intégrale ,  47) ,  478.  —  ce  que 
«"«t  qee M*  bu^iâh 

•  ■  •  •JÊSfmà»  *  •  «47^ 


iKt^nUu  indéfiiùes,  définies,  itU,^ 
eonridérla  comme  représentant  l*aire 

d'une  courbe  et  calculées  par  les  poly- 
gones inscrits  et  ci.'conscrits  à  cette 
courbe  ,  477  f  473.  —  leur  développe- 
ment par  le  théorème  de  Tayior,  48  {. 
—développement  des  fonctions  aflbc- 
téés  de  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
d'intégrations  successives,  486-4S8.— ■ 
doubles  expriment  le  volume  d'un  soli- 
de ,  considération  de  leurs  limites,  f  a  i* 

! [94  "-doubles ,  leur  interprétation  par 
a  considération  des  infiniment  petits, 
5  la     celle  de  leurs  limites ,  î»}. 
doubles,  transformations  pour  effec- 
tuer une  des  intégrations,  5 17- «28* 

—  rripl««,  jaç,  510.— indétermméei 
«t  définies ,  leur  définition,  letin  msm 
ai2iiMCt  miidm4if  8f[8.^tidétenninéâ, 
caractères  qui  distinguent  leur  m.:x:- 
mum  de  leur  minimum,  857  ,  8^8.— « 
aux  différentielles,  formules  générales 
de  BemouUif  déduites  de  celles  de 
l'intégrale  aux  diAtcnees ,  91  i.-~tns 
différentielles,  leurs  expressions  par 
les  sommes  et  les  différences,  921.— 
définies,  leur  usage  pour  calculer It 
limite  de  la  série  divergente, 

1—1.1+1.1.3— etc. 
I06f.— définies,  leur  usage  pourrin» 
terpolation  des  séries,  107^-107^. 

—  définies,  recherch-' de  leur  valeur 
dans  certains  eu ,  1 076-1084 ,1101- 
1108.  -«définies,  leur  développe- 
ment en  pcodniii-  indéfin»  ,  1086b 
simples ,  fonctions  degrands  nombres , 
leur  évaluation,  ijo;.  —  doubles, 
fonctions  de  grands  nombres  ,  leur 
évalnatioa,  SI14,  m j.  —  définies» 
Icnr  nsagiepoer  Clamer  les  fiwictioae 
derniéei  par  les  équaitoni  différen- 
tielles à  deux  variables  ,  1 1  10  -  1 1  28. 
*—  définies ,  leur  usage  pour  la  résolu- 
tion des  équations  différentielles  par- 
ticUci  à  trais  variables ,  1 1  aa  -t I  ta. 

Bbbb  2 


»^  TA 

J/itègralti  dans  Itt  ^uat'oni  différentielles 
»  quatre  variables,  1133  —  cié6nics, 
kur  usage  pour  exptinier  l«s  diff^en- 

'  CM,  lesdinérentMlles  et  les  iatégiiale» 
d'an  ordre  quelconque  des  foociiom 
données  par  des  équations  aux  dififé- 
lencei ,  ou  par  des  équations  différen- 
tielles ,  11^9  •~expie»ion  en  iali> 
mlc»  déâiuea  da  ioKgirâlcs  delà  (am> 
«on  A*;  tant  an  dîftrendelles  qn'aitx 
différence»,  tbiJ.  — ■  fi—"*-.- d  u  ,  et 
fWvJu ,  leur  usage  pour  résoudre  les 
équaiioni  aux  dinérencet  et  les  éqitp 
fions  dijftrenticUc»  ,11)4-11^. 

tàdfrjlu  iMftkaltèfts  des  équations ,  in- 
exactitude de  cette  dénomination  , 
576  Nùtt.  —  particulières  ,  moyens 
d'en  déJu  re  l'intégrale  complète^ ^84, 
«85.  T- premières  ,  secondes*,  etc. 
d'une  équation  diffitcafiêHe  djôn  ordre 
supérieur  an  premier,  610.  —  com- 
plètes des  équations  différentielles  par- 
tielles ,  7S4. — générales  des  équations 
différentielles  paititlles,  leur  relatioa 
avec  l'intégrale  complète ,  761. 

tntiffalfs  aux  diSbences ,  formation  de 
ces  intégrales  par  les  valeurs  successi- 
ves de  leur  différence  ,  896-  —  »ux 
différences ,  ce  qui  les  distingue  de»  ter- 
mes sommatoires  ,  leur  analogie  avec 
les  iatécralcf  un.  diiérentieUes,  Sy/. 
— aax  ai£Rrerike»des  fionctlons  expo« 
nentlellcs ,  906.  —  des  forKtions  cir- 
culaires ,907-909.— expressions  géné- 
rales de  l'intégrale  d'une  fonction  par 
tn  difiétences  |.9is*'-*  pMMge  de  ces 
formules  I  cet!  es  des  mtégraict  ainr 
différentielles,  ibii. —  nut  différence^ , 
Ifcur  expression  en  séries  par  les  inic- 
gjrale»  aai'difiÊrentielles  et  les  coefii- 
«lem  difirentieis,  91  ).  9J4.  046- 
939* — «M  diftrence» ,  lenr  anaio^e 
avec  les  puissances ,  9i  —  aux.  dif- 
férences ,  expresiion  générale  de  ces 
intégrales  pour  un  ordre  quelconque, 
994  — >aux  difféieoces,  expressions  flé» 
néiales  de  celles  de  l'orare  ut,  d'an 
produit  de  deux  fact?urs ,  ■  a?. — aux 
différences,  exprcision  de  celles  d'un 
ordre  quc'conqii:;  par  ijs  p'jt.sances 
des  exponentielles,  920.  —  aux  diffé- 
rences ,  recherche  de  leur  variation , 
de  leurs  maximét  et  de  leurs  «iiinM, 
1039-1033'. 

Imé^'-u'ei  directes ,   intégrales  particu- 
lières (  iniéeralet  indirectes  des 
âow  Ml  difthcncc»,  too6b 


Intêgraltt  dirccta  ct  Indirectes  des  éqaai» 
tions  aux  différences  mêlées ,  1 141, 

Inttgramn  p»  parties  ,  }6i.  —  par  le» 
iâric|»4o6-4»4  —des  fonctions  dan» 
IcaqueHct  dx  estieprdée  contmt 
riable ,  489.  —  des  équations  difli» 
rentiellesà  dieux  variables,  f  43  er  suir. 
—  des  équations  diffi^cnbelles  totale» 
à  trois  et  à  un  plus  grand  nombre dn 
TertaMcs ,  6 ,9-7 1 S-  —  règles  ei  (br- 
mules  pour  l'intégration  des  fonctions 
rationnelles ,  898  -  905.  —  aux  difife- 
rences  effectuée  par  parties,  910.—- 

Sir  approiimaiion  des  fonctions  au- 
Sffirencee,  915-929.  — des  éqwF- 

tionsaux  différencetà  deux  variables^ 
considérations  générales,  970  ,97 1.—»- 
des  équations  du  premier  degré  et  du 
premier  ordre ,  97^.  —des  équations 
•  dn  premier  degré  et  d'ut  oïdie  qui* 
cortciue ,  973-98'j. 

Iiuerpolation  des  suites  à' une  seule  va- 
riable par  le  Calcul  des  dilTcrences  ^■ 
87  3  -  893.  — >  formule  d'interpolation 
déduite  de  la  considération  des  couft- 
bes  penbelîqaes ,  876-878. — il  existe 
une  infinité  de  formules  d'interpola- 
Ûon ,  ce  que  c'est  que  l'interpolation  ^ 
considérée  oiométriquement  ,  com- 
ment la  loiaeli  suite  peut  varier  entra 
deux  termes  consécntifii  d'une  niêaie 
suite,  87  &  —  par  les  diflïbtncet  soc* 
ccssives,  déduites  de  l'expression  ana- 
lytique de  la  fonction  proposée ,  88}- 
87 1.  — parla  méthocfe  ae  Mouton^ 
8ya ,  803.  r>  des  tables  à  double  en* 
trée  et  des  séries  i  plusienis  TiriiUes,. 
894»  89 V ~( pff^bfèir.e  inverse  del'}^ 
965.-— par  le  nuiycn  delà  w>mmation 
des  séries,  9  ,-<)  1  —  de  t|aelqaa 
séries,  par  le  moyen  de  la  sommation 
d'antres  séries,  9*^0^  961.  —  de  quel» 
ques  séries  par  les  puissances  du  se- 
cond ordre,  gfia  964. — par  les  fonc- 
tions génératrices  d'un?  seule  varie» 
ble,  iot7-io4x,  i045.-^par  les  foae> 
tidas  génératrccs  i.  deôx  Tirialles  , 
1056.  — d<^  séries  pat  les  intégrales  dé- 
finies, 107  I  - 107  j.— entre  les  diffé- 
rentielles d'une  même  fonction  ,  1074., 

IntcrscinJMttPy  es  que  c'est,  ^73. 

Irratitn/ttUa  ,  faire  dispatotlte  Ics  tint*' 
tionnelles  des  équations,  53. 

Trrationntllti  des  différens  ordres,  leur 
origine  ct  leurs  ntopriéiés,  q5j. 

IsMértmkru  (  problème  des  >  ,  858* 
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Kramp  «'occupe  ie$  puiuinces  du  le- 
cond  ordre  soui  le  nom  de  fKuItéi 
irumériquef  ,  et  des  intégrales  définies. 
Difficulté»  qu'il  tcouraue  daa»  la 
lUorit  dM  nnan  et  4m  fmMîiii 

■ 

hAGAJNCt  :  sa.  maniée  d'envi$jg-:r  le 
Calcul  (liféfcnticl ,  8»  —  m  méihodt 
Mor  trouver  fouici  le*  dîSticmielles 

d'une  fonction  ,  J4-36.  — sadéOMIII- 
ttation  du  théorème  des  fonctloiu  ho* 
Allogènes  ,  91.  —  son  théorème  pour 
développer  les  fonctions  en  séries ,  i  i: . 
-"ta  méthode  pour  leconnoUre  les 
plut  grands  termes  d'une  équation  à 
deux  variables,  iio.  —  »a  méthode 
pour  développer  les  fonctions  en  fr^ic- 
tKWS  contiauea,  127. —  a  démontré 
k-  diéoiime  de  Dalembert  sur  les  ra- 
cines iiDag||iMiret  des  équations,  163. 
^«a  oHailt»  A'ippiiquec  1«  Calcul 
différentiel  aux  courbes,  138,  ijg. 
—  donne  les  formules  de  la  transtor- 
lUtdoo de* coordonnées  dans  l'espace, 

.  «lo,  ~iiMUqu«  les  moyeas  de  déiet^  - 
Woes  les  équatioas  dc»sut6ces.Go«i> 
posées  de  lignes  d'une  nature  donnée, 
•45.  —  s'occupe  de  la  différentielle 
dans  laquelle  entre  un  radical  du  second 
dctté  contenant  les  quatre  premières 
pOmanees  de  la  variable,  309.  "ré- 
duit les  întéerations  des  dinérens  ter- 
me»  d'une  iérie  \  une  seule,  4I7.  — 
s'occupe  du  développement  de  la.ronc- 
non  (•  I  +jiicosr /,  467. —sa  tram- 
Connalioii  des  int^rales  doubles  et  tri> 
pies  ,  J  (o.^  sa  théorie  des  solutions 
particulières,  ^76,  Î77.  — il  te»  ap- 
pelle i;i:éiz,rjlc5  pjiticulièrrs.  A'ott. 
"-sa  théorie  de*  équations  différen- 
tielles du  premier  degré,  6.7.  —  ses 
r&flexions  sur.  Us  arcs  de  cercle  ouï 
s'introduisent  dans  le»  intégrales  des 
équations  différentielles  du  premier 
degré,  666.  —  sa  méthode  p«>ur  obte- 
nir les  solutions  particulières  des  équa- 
tions dilFéientietles  «  67!.  — doOM 

'  nw  mMiode  pour  obtenir  une  équa- 
tion primitive  entre  les  variables  de 
4$jtx  transcendantes  cUiptiques  ^ .  6  j  8- 
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négatives ,  I108. 
Kàl  suscite  une  querelle  à  Léibnîtz ,  pour 
l'invention  dnGilaildifléecatiel«viif<- 
UPré£»ce. 


6P0. — donne  un  moyen  de  construire 
)a  comparaison  des  arcs  elliptiques  par 
par  les  triangles  sphériques ,  695, 696. 

ramène  1  intégration  des  équation» 
d<iSrentielles  partielles  du  premier  or- 
dre ,  où  les  coefficiens  différentiels  ne 
passent  pas  le  premier  degré, 4  ctUs 
d'autant  d'équations  diffétentiellM  d» 
premier  ordre,- que  les  premières  con- 
tiennent de  variables,  711,  73:1.—- 
donne  une  méthode  pour  ramener  les 
équations  diâérentielles  partielles  du 
premier  oriw  4|ni  pMNut  le  premier 
d^  par  nqnortaucoefficiens  diilî- 
nutlâ»,  àceResduee  degré,  730. 
»e»  rmurques  sur  la  formation  des 
éauations  différentielles  prtielle*  , 
764 ,  765.-51  méthode  pour  obteiki 
les  solutions  particulières  des  équa- 
tioas différentielles  partielles ,  767^ 

—  sa  méthode  des  variations,  815- 
84  L  —  donne  le  premier  l'équation  do 
la  surface ,  dont  Paire  est  nn  minimum  , 
entre  des  Umites  données  ,  854,  AIm* 
--  ses  remarqucB^sur  les  cameiirc^As- 
tinctifs  du  maximum  et  du  minimum  des 
intégrales  indéterminées,  857. -ré- 
flexions sur  les  changemeni  qu'il  pro- 
pose dans  la  notation  du  Calcul  difié- 
icntiel.  Comparaison  de  celles  (pi'il  t 
employées  avec  celles  A'Eultr  et  de 
Wanng,  86a.  Note — remarque  l'ana- 
logie des  puissances  avec  les  différen- 
ces, 864. — déduit  les  formules  d'intct>^- 
polation  de  l'analogie  des  puisieiiccs 
avec  le»  différences ,  873  — donne  une 
formule  d'interpolation ,  l  laquelle  on 
peut  appliquer  les  loganîhme»,  877. 

—  ses  remarques  sur  l'analogie  de» 
puistance»  et  des  imégrales,  915.  — - 
ses  tmvanxsut  les  éuuations  aux  diffé- 
rences du  premier  degré  à  une  seule- 
variable  ,  973,  973.— sa  méthode 
pour  taté^rcf  le»  ^ationi  du  preakit 
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TABLE 


degré  aux  différences  partielles  à  trois 
variables ,  loi  i-ioio.  —  séries  qu'il 
nsmne  récurrentes  double*  ,  lOIl*"-" 
,  donne  le»  coefficient  de»  pwhrMWW 
*  de  {  da»  le  développeaient  da 
produit 

lonque  le»  quantité»  ^,  c,  etc. 
conttitaent  une  progieMion  mr  àiSt- 
renée»,  toa7. Mfc— question eon> 

cernant  les  maxOM  et  les  minima  det 
polygones  ,  qu'il  a  résolues  par  les  va- 
riations, 1031 ,  10^3.— «donne  l'ex- 
fttmon  de     liamc  ^imt  patt'ion 
^Icompie  de  k  «Mt  de  Tsytar^ 
lOÔ^*  1 070.     donne  une  méthode 
pour  développer  le  terme  génétal  d'une 
■  série  récurrente  sans  décomposer  son 
jdénoiBtnatcur  en  facteuts  simples, 
:  1043     ses  rcmarqnci jnr  les  itrecau* 
-  tiom  Qu'il  fdut  apporter  dan*  1  emploi 
'  -desWthodc»  d'approximation ,  1070. 

—  donne  la  résolution  en  séries  d'une 
équation  différentielle  particUe  à  quatre 
vinables,  qnt  se  luppone  w>  fliowre* 
ment  des  fluides ,  1130.  Nott. 

Jimhire  prouve  qu'une  courbe  quelconque 
peut  tci  jours  être  comidéiée CIMUM 
une  roulette ,  ^9^. 

L  mtert  s'occupe  des  tiAtt(ll4«l««ét«W 
ll7pcrboli^uet,496. 

tétéen  exprime  l'arc  hyperbolique  psr 
les  arcs  elliptiques  ,  510. 

I^pUct  :  démonstration  qu'il  donne  du 
théorimt  de  IdcniMt,  ti»««-  M» 
théorème  pour  déveTûpfit  «■  série 
une  fonction  de  detfx  quantités  déter- 
minées par  deux  étfuations  ï  trois  va- 
riables ,  1 46  sa  déiqonstration  du 

théotême  de  DMltmhai^  SV  les  racines 
ioug^Mircs  de»  équatiOM*  16a,  163* 

—  nonne  solatWNtt  partkul'i^  ce 
<{ne  J^igranpt  appelle  intégrales  parti- 
culières, 5;  6.  h/ote.  —  m  réflexions 
sur  les  arcs  de  ceicle  qui  t'introduisent 
dans  les  întépatcs  des  équations  dilfé- 
ttntieUes  dn  pcanîcf  degré ,  666.  — 
setléflcsioM  sur  la  foime  des  inté- 
^Icades  équations  di  fférentielles  par- 
ttelles  dn  second  ordre  et  ^  trois  va- 

.  ttaUet ,  771 , 97S.'--done  une  pé- 
riode pour  dcCMiiiinei  lit  fcnetiont 
erbitraires  qui  entrent  dans  l'intégrale 
de  l'écinaiion  différentielle  partielle  du 
premier  degré  du  second  OtdlC  Ct  à 
twis  Tariablcs,  796,  ^ 


Laplace  prouve  l'analogie  des  puissances 
avec  les  différences,  et  avec  le*  inté* 
pales,  864, 91 5.-^tronnl*e«|MMHiea 

Sénéiale  des  cocficîcrirnomériquer 
e  dérdoppenant  de  Su,  918.— 
donne  un  développement  de  2"4j*y  , 
923. — sa  méthode  pour  ioté|;^er  les 
équation»  du  premier  deg^é  à  COCff» 
cien»  rariablcs  ,  ^78-983.  son  pro- 
cédé pour  intégrer  les  éauatîens  anc 
différences  ,  dans  lesquelles  la  dilTé- 
rcnce  de  la  variable  indépendante  n'e»t 
pa<  constante,  988.  ^ l^odtiine  dl* 
équation»  rentrances ,  995.  ntèoe 
des  étraatiomans  diflérenccf  particnes 
coemcienj  variables,  lOai.  —  sa 
théorie,  des  fonctions  génératrices, 
1033.  —  donne  des  formules  pourex- 
^incr  les  diliérenccs ,  les  éflèren- 
tielles  et  les  mtégiulcs  des  fenctlona 
""y»,  1050. — donne  par  des  intégrales 
dehnies  les  expressions  des  difléren- 
tielles de*  différences  delà  fonction  x"*, 
(recherches  sur  l'évaluation 


—  aMriique  les  wté|ialn  définies  à  Ta 
résolution  des  équations  différentielles 
Mrtielle^  à  trois  variables ,  1 1  ag 

'  donne  une  méthode  pour  ramener  à 
des  intégtalcs  définies ,  des  fonctions 
deonéci  pu  des  étpntions  aux  ditt- 
ivncee  ct  des  éqaitîem  difiétentielles,* 

1134.  — s'occupe  des  éqOMMIRB  UK 
différfnces  mêlées  ,  1 140. 
Ligadn  t'oecepe  de  la  différentielle  dans 
UMneU*  entre  m  radical  du  second  d^ 
gré  Contenant  les  quatre  premières 
puissances  de  la  variable,  399. —  ses 
considérations  sur  les  arcs  d  ellipse  et 
dliyperbole,  508,  510,  51a,  683. 

—  fait  iisage  de  la  transformation 
des  intégrales  douMet  et  triples ,  530. 

—  transformat  on  qu'il  donne  d'une 
équation  du  premier  degré  d'un  ordre 
indéfini,  dji.  — •  sa  méthode  pour 
trouver  les  aointinas  paiticulièrcs  des 
équafSofit  dilHtentlelles ,  668-670.  — 
donne  une  méthode  pour  intégrer  le» 
équations  diflérentielles  partielles  du 
premier  ordre  à  trois  variables,  73 
AiM»,  et  739.  —  sa  méthode  pour  ob- 
tenir tes  sdntîeos  ptattceliacs  te 
équations  différentielles  partidlci  * 
767.  —  sa  méthode  pour  intégrer  Ici 
équations  différentielles  partielles  dn 
prenier  .depé  et  dn  second  ordic  « 
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■  yyy»yy9»'"tran>form»tion  quil  doft- 
nC  pour  inl^rer  les  iquationi  6\Sè' 
tentielles  panielles  de  lecond  ordre 
qui  passent  le  premier  degré  par  rap- 
l^t  aux  coefficteru  du  premier  ordre  , 
00  qui  mt  contienMpt  qae  ceux  da 
second,  781-  784.  —  ion  mé>npire 
sur  les  caractère»  qui  distiitguent  le  ma' 
xirnum  du  minimum  dans  le»  intégrales 
dchnics ,  857.  —  supprime  les  pa- 
renthèses dans  l'expression  des  CMf« 
ficiens  différentiels  ,  86z.  Noi*.-^ 
donne  une  expression  de  la  différence 
du  sinus,  BSH.  —  ses  travaux  »ur  les 
intégrales  définies  oui  se  ramènent 
aux  transcendantes  elliptiques ,  1082. 
Mlhniii  :  set  Idéw  «ir  1^  Calcnl  diâéren* 
.  tici ,  97.  «^sa  controverse  avec  /«an 
Btfiiouili^  sur  les  logirithmes  les  nom- 
•  bres  nésaiib,  i8).-^a  manière  d,'ap- 
.  pUqiierle  Calcul  différentiel  aux  OOOr* 
Mt»  i8{«^7,— sa  méupbjni^M  lar 
cette  appllcition,  0S5,  <r  le  «wr,. 
voyt[  aussi  la  Préface.  —  origine  qu'il 
donne  au  Calcul  intét^ral ,  3;  8.  Nott. 
«-•son  théoi ime  pour  différentiersous 
leiima/»  f*%,  à/Mê.-ntoïKVitàmiifnA 
wUimiittmdûtittj  57».'>r€posiructioa 
de»  équations  différentielles  des  ordres 
supérieurs  qiii  résultent  de  sa  manière 
d'envisager  les  courbes ,  639.  Nou,  — 
considère  le  Cakul  diffirentiel  par  les 
diffircnccs.  86s.  «^avantage  de  la  no- 
tatjon  qu'il  introduit  pour  ce  Calcul . 
Nou.  ses  idéîs  sur  r4n-iiog  e  des 
différentielles  et  des  intégrales  avec  les 
puissances,  91  f.  —  reiqarque  l'utilité 
du  calcul  des  cooibiiniiom  appliqii^ 
aux  indices,  1044. 
Z(«rtf  éclaire:!  une  difficulté  agitée  entre 
Euler  et  Daniel  Bernoulli  sur  les  limi- 
tes des  séries  de  sinus  et  4e  coiinus  , 

i^hifital  tecoMolt  l'etntence  du  re> 
l>ronM«iiieiit  de  la  seconde  espèce, 

266. 

i^kiUUv  (  Simon  ) ,  sa  méthode  pour 
décompoeer  les  «MpoewiicUeie»  fae> 

teurt,  1094. 
L'grtiSt  comment  les  dfveries  circons- 
tances du  cours  d'une  ligne  sont  expri- 
mées par  son  équation  ,  19^.  —  diviv 
tion  des  lignes  en  ordres  et  en  genres, 
9et»  —  nombte  des  points  qu  il  £int 
donner  poer  ditcniiiaer  les  lisnes  de 
diWwn»o«dwi,à«9..— «ipBcartoa 
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d'ane  d'iSculié  <fA  •«  ptiMnie  à  cet 
égvd ,  s  19.  iVoic. 

Lipie,  détermination  par  le  calcul  des 
variitions  ,  de  la  ligne  la  p'us  courte 
entre  deux  point*  sur  un  plan ,  844. 

—  détamifttriQO  de  la  ligne  la  pins- 
courte  ,  eiitre  deux  points  de  l'espace ,  ' 
entre  deux  points  placés  sur  une  sur« 
6>ce  courbe  ,  entre  deux  courbes 
.données  sur  unç  surface,  845  équa- 
^oos  générales  de|aligpeUi  plus  courte 
entre  deux  points  %itf  une  sur&ce  de 
révolution  ,  8i4.  ^  droite  ,  son 
équation  ,  1^6. —  deux  conditions 
sutlîsent  pour  lit  déterminer  ,  i^iJ. 

—  droite ,  Aquaiioa  de  la  ligne 
dfoite  qui  puse  par  on  point  jdonné  ^ 
:r97.  —  droite ,  équation  d*iUM  ligne 
droite  qui  passe  par  deux  points  don- 
nés, 197.  —  droite,  cqujtion  d'une 

.  ligntdtoite  passantpar  un  ppiat  donné 
et  parallèle  k  une  tigme  donnée ,  «98. 

droite ,  équation  d^nne  ligne  droite 
per^diculaue  ï  une  autre ,  1 99.  ~-. 
droite,  détermination  de  l'intersection 
de  deux  lignes  droites ,  ipQ.— droite  , 
expression  de  la  petpendiculaiie  aba^ 
sés  d'un  point  étimà  4f»  une  ligne 
droite,  aoi.  — droite,  ses  équation* 
dans  l'cspice,  av7.-T-droîie,  déter- 
mination des  éqMitions  de  la  ligne 
droite  qui  paue  par  detu  point»  doif^  • 
nés  dans  Pespace ,  a98»-^roSte ,  con^ 

ditions  auxquelles  on  r^connoit  que  . 
deux  lignes  droites  se  coupent  dans 
l'etpace,  290.  — droite,  équation  de 
deux  ligiia  droites  parallèles entr'dles 
dans  l'esp^,  500  —  équation  de  la 
ligne  droite  perpe  idiculaire  à  un  plan 
301  —droite ,  détermination  de  Vin- 
gle  que  t'ont  entr'ellcsdeuxlignesdioî» 
tes  dans  l'espace,  30}.  —  droite,  dé-  , 
termination  de  la  plus  courte  distaaer 
de  deux  lignes  droites  dans  l'espace, 
305* »  détermination  de  la 
droite  perpcnd.Luljîrc  i  un  plan  ,  pat  ' 
ia  considér/ition  du  minimum ,  306.  ^ 
'dn  acoood  ordre,  leur  équation  géni- 
tale, sia>~da  second  ordre ,  énu- 
■lération  des  lignes,  do  second  ordre , 
ai  3 ,  ai4.  —  du  troisième  ordre,  leur 
équation  générale  ;  principes  géné-  ■' 
taux  de  l:ur  énumération ,  }i6. — 
osculatrices  ,  aj8.  —  osculatrices  , 
leur  détermination  par  les  limites, 
189. 
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Zi^Ms  de  coarbure ,  d'une  surface  ,331. 
•~  de  courbure  des  turfacci  du  lecoiid 
degri  t  leur  équation ,  674. 

ià'mîtc    Jéfinit'on  de»)  fntrod.  4 — recher- 

'  che  des  limites  des  fonctions  algébri- 
ques ,  Introd.  11.  —  une  fonction  peut 
avoir  deux  espèces  de  limitea,  leavoei 
relatiTes  l  l'accToiMenieM  de  h  ti- 
fiable  et  les  autres  à  ion  décroisse- 
ment ,  IntroJ.  ibid.  —  propositions  qui 
servent  de  base  à  la  théorie  des  limi- 
tes, IntnJL  14|  méthode  de» 
limites»  91.  •^eumen  d'me  objec- 
tion faite  contre  la  métfaode  des  li- 
mites ,  96.  -—  application  des  limites 
à  la  recherche  des  lignes  osculatrïces  , 
283.— esprit  de  rapplkation  de  cette 
méthode  tb  théorie  detcooHies»  184. 
—  des  courbes ,  408.  —  d«  courbes , 
leur  détermination  par  le  Calcul  diffé- 
rentiel ,  253 ,  in-— surfaces  des  limi- 
te» ferinées  par  l'intenection  d'une  in- 
fialtéd*aatra,  334.  —«d'une  intégrale, 
471  — recherche  des  limites  des  séries 
au  moyen  des  ititégrales ,  10  jj- 1061, 
1065- 1069. 

tiÎMitûn  f  mot  impropre  par  rapport 
aux  équations  diffi&rentielles,  547.  JWdm. 

iapuidtma ,  leur  origine  «  /ntroj.  11.— 
leur  déreloppement ,  Inimd.  13 ,  14 , 

^  »6 ,  a8,  30.  —  développement  de 
l(«Hh')«  par  le  moyen  du  Calcul  dilE^ 
MM,  103.  **  et  do  Calcul  inticnl, 
406.  —  expression  des  logarithmes  en 
séries ,  407.— leur  diffiêrentiation ,  ao , 
91.  —  leur  intégration.  424,  430.— 
népériens,  leur  définition,  Inmd.  24. 
»  népériens  ,  réoondeat  Ul  •btl  de 
Thyperbole  équilatère,  493.-10^ 
thooe  de  Bâgp ,  pour  obtenir  Ici  lo- 

I;arithmes  des  nonîbres ,  Iiani,%^  ■ 
t^perboUqaes , /oAoi.  «4. 
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LogarifAmn  ordînaîres  répondent  àttibii 
aune  hyperbole  dont  les  asymptotee 
font  entrellet  un  angle  aigu  .  493. 
moyens  de  rendre  plus  convtrjjcnt  le 
développement  de  Uionction  logatith* 
mioue,  inrn'J.  23 ,  i4-a<i|  1^-— ^alear. 
du  logarithme  <teo,  lut.  >%— moyni' 
d*ofctîmir  tes  logarithmes  des  nembite. 

Far  des  séries  au^i  convergente*  que 
on  veut ,  /fl<ro</,  18.— pourquoi  le  dé* 
veioppeaient  de  Is  ne  procède  pasfsW 
vantlcS'paîsBaaGCtdeu,  IntroJ.  19.  — 
théorie  des  logarithmes  p  a  r  1  e  >  p  r  ogres* 
sions  et  les  limites ,  Jm  31 — ;xpres- 
siondesloearirhmcs  de»  quantités  ima* 
ginaircs,i8i  —on  mèmenombreadanr 
Mseul  s^témenne  infinité  de  k^ith* 
flifli  dent  un  seul  est  litl,  iltf.— da 
nombres  né]^ati&sontima0naires,i8s, 
•1 83.— des  nombres  négatih  ne  forment 
pas  un  système  continu  avec  ceux  dey 
nombres  positi&,  494.>--des  nombres 
positift  ce  des  aooibict  négatift ,  dBE- 
culté  de  prouver  leur  existence  simuU 
tanée  par  la  considération  des  courbes 
et  des  solides,  548.— destjuentitésné* 
j(atives,  motits  d'examiner  de  non* 
▼eau  leur  théorie ,  1 108.  —  leurs  pro- 
'  'priétés  dédaitcs  de  la  comparaison  de 
deux  difliiitBti'etIcs  logarithmiques  , 
676.— sommation  des  logarithmeiilli 
nombres  naturels ,  94^  ,  946. 
Logtiiikmqtu ,  équation  oete  soutangen-* 
te ,  de  la  normale,  Mmwrmale,  et  do 
rayon  de  courbure  de  cette  courbe  , 
ayo.— son  aire,  497-— *«OyWI  de  h 
construire,  603.  Noit. 
Lorgn*,  formule  qu'il  donne  pour  obtenir 
les  yaleun  des  latégnlc»  pw  les  diffié- . 
tcnces,  ou  kseltcs  des  cooibcs  par  la 
diflEhcnce  d«i 
ece«  9Si. 


M. 

HÂCtÂUUW  donne  les  premières  tio-    Maxima  et  minlmt  des  fonctions  dW  en 
tions  sur  la  fdmn dce  lecinCS  de   plusieurs  variables,  i^S-iijâ. 

'  w  et  mnima,  caractère  pour  distin* 

gncr  le  mfwiweai  du  maximum ,  1 5P , 
If5.>-et  mînim*  désordonnées  des 
■courbes,  S5 3.  — et  nuntma 4  leur  ap- 
plication pour  trouver  la  plus  courte 
distance  de  deux  droites  dans  l'espace  , 
jof.  —  pour  déterminer  I»  perpendi- 
tidliittà«apl»n«5o6. 

Maxime 


mires,  162. 
itMlOTMl,  ses 

■ne expression plnsencie de  hliaiiN 
^  la  série  divergente 

ju»i>ft4*  i«au3 — etc.  1117. 
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AiâMima  et  «mmm, «pplkatiM  de  cette 
aéthode  à  la  rccberaie  des  rayoM  de 
coadnire  des  surfaces ,  3 17. 

MàXfimt  et  minima  des  miéetales  indé» 
terminées  et  définies ,  8)8. 

JtffTi"-*  et  minima  det  intégrales  ind^ 
tenaillée»  aax  eUffirences  ,  1099-1039. 
—^malogie de  leur  dctennination  arec 
les  équations  de  condition  relatives  à 
rintégrabilité  des  feodkMi  an  difi> 
leiices,  io»9. 

fÊhapkytiqut  f  abiM  de  la  nitapliyMqae 
en  mathématique,  494. 

ModuU ,  ce  que  c'est  qu  un  module  loga- 
rithmique,  IntroJ.  24.  —  est  le  sinus 
de  l'angle  des  asymptotes  d'uae  hy« 

pcrbole,  499-  , 
têiim,  sa  formule  pourélevernnpol]r> 
nome  à  une  puissance  quelconc|att 
Intnd.  lo.  —  modification  qu'il  ap* 
^oite  an  théorème  de  Ciiu,  174.  -« 
idation  qs*!!  iMÎgM.ai»  Mmbrcs  de 
StmouUi,  919. 
àhngt ,  ta  théorie  des  surfaces  conrbet  et 
des  co'.irbes  à  double  courbure ,  préan)^ 
•  bule  du  Chap.  V,  T.  l. — les  déteruti* . 
nations  qu'il  aonne  pour  la  transfonna* 
tkm  des  cootdomees  dans  Fespaeet 

Jio.— a  donné  nue  théorie  detcourbes 
double  courbure,  348. — détermine 
les  surfaces  limites  par  leurs  caractéris* 
*-  tiques  f  5)9. — ses  remarques  sur  les  li- 

Snes  de  courbnredessiu&ciesdu  second 
egré,  674.-HÏonneaneinét1iodepour 
intégrer  les  cauations  où  les  différen- 
tielles passent  le  premier  degré,67î.— 
Êkitvoir  qu'aucune  équation  à  trois  tra- 
tUbles  n'est  réeUeineatal»ttrde,70i.— 
camine  Tintégratioa  det  éqaatioai  jdii^ 


T  I  E  R  E  S.  5(9 

iéreatielles  partîeUes  du  premier  ordre 
<Â  les  cœmdeal  différentiels  ne  pas* 
sent  pas  le  premier  degré ,  à  cçlle  d'au- 
tant d'équations  différentielles  du  pre* 
mier  ordre  que  les  premières  contien- 
nent de  variables ,  7x4.—  leçons  qu'il 
doone  sur  ce  sujet ,  Non.  —  comment 
il  a  intégré  l'équation  dlfTérentlelle  par» 
tielle  de  la  surface  dont  l'aire  est  nn 
minimum  ,  786. — ses  constructions  dcf 
intégrales  des  équations  différentielles 
partielles ,  789  ,  790 , 795.  —  intégre 
l'équation  des  surfaces  équivalentes  au 

f»lan,  793.  —  fait  voir  le  premier  que 
es  êqu,itioai  différentle'.les  sont  »us- 
.  cepcibles  de  solutions  générales  conte- 
nant dm  fbocdons  afbtttaires  «  798.  — « 
décourre  une  correspondance  entre 
les  équations  différentielles  partielles 
du  premier  ordre  et  les  équiitions  dif- 
férentielles de  cet  ordre  qui  ne  satis» 
Ibat  puaax  conditions  d'intégrabilité» 
806.  —  ses  considérations  sur  les  sur* 
faces  développables  circonscrites  à  la 
sphère  et  sur  leurs  arrêtes  de  rebrocsse- 
ment,  810.  —  résultat  qu'il  obtient 
relativement  aex  équations  différea* 
•tieMw  ém  mBOoàçtm  oui  ne  satisfont 

ru  iDX  conditions  d^ntégrabOité , 
U.—  extrait  de  son  mémoire  sur  la 
détermination  des  fonctions  arbitrai- 
res ,  990-993.  —  ses  renuuquee  iiw 
les  divCTSaa  ioiénales  dont  est  satcep- 
tiU e  «ne  même  eqnation  ans  différent 
CCS ,  1008. 
Moniucla ,  ses  remarques  sur  le  problème 

de  Vivianif  ^40. 
AlMMe,  sa  méthode  d'interpolation,89a. 

t«i formule  par /'/v/i/^  893. 


Kàwpts  des  tarflices  coorbes  ;  leur  dé- 
finition ,  307. 

Ntptr,  mventeut  des  logarithmes,//ur.24. 

ikmton ,  sa  méthode  pour  le  tetoBT  des 
suites ,  Introd.  4;.*»paiallélog^aauae 
analytique,  ii8.~fetmale  de  bi- 
nôme, 1^.  —ses  idées  sur  le  Calcul 
différentiel,  97. -•son  théorème  sur 
les  racines  des  équations,  161.  —  di- 
vise les  liçines  en  ordres  et  les  courbes 
en  genres  ,  aoa.  —  fut  l'étramération 

deaugnf'     troisième ofdre, 316.— 


donne  une  construction  pour  la  multi- 
plication des  anç^les,  6<^6  ti  la  note. 
•—a  indiqué  une  manière  de  résoudre 
les  équations  différentielles,  798.  — 
ses  formules  d'interpolation,  8764 
879,880. 

HtUid  d'une  courbe ,  209. 

ÎNombrt,  tout  nombre  exprimé  en  chiffres 
revient  i  une  série  ordonnée  suiraot 
les  puissances  de  10,  118,  Son. 

Nombrti  de  BemouHi;  leur  origine  et 
leur  exptmion  générale  ,|  919»  -•knt 

Cccc  * 
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un  plan  donné,  ^oo  — éauation  du 
plan  perpendiculaire  à  une  aroite,30r. 

—  détermination  de  l'angle  que  tonc 
cntr'eux  deux  plans  dans  l'espace , 
304.  —  détermination  de  U  perpendt- 
cuUire  k  an  plan  pac  la  comidnatioa 
du  minimum ,  306. 

pian  langent,  déterminitlon  du  plan  tan* 
gent,  mené  à  une  uir&ce  par  un  point 
cstMMT,  )99  «-iquationdiipUa  ua> 

£nt aux  turtaces courbes,  )At,  y%4, 
I  normal  d'une  courbe  à  doubk  ooui» 
bure,  3^0. 
P/j/i  oiculattur  d'une  courbe  à  double 

codibare,  348- U9. 
P«Mr:  iropoint  e»t  déterminé  lur  anoUui 
par  dcns  OMNrdonnées ,  19s-  —  uns 
l'espace  par  inrift  «96. — disunce  d'un 
point  i  un  autre  sur  un  plan ,  197,  et 
dam  l'espace ,  301. 
#a2nit  muluflu  des  CMrbc* ,  a38.«-lctir 
déteriMwation  par  la  transformation 
des  coordonnées,  Siî,  ail. — leur 
détermination  par  le  Calcul  différen- 
tiel ,  a48-x;4. 
Peiatt  itUijiumn  ,  aeS.  —  leur  diteriiii- 
«âoa  per  U  uanafaMMliM  d«  coof- 
données,  ai$,  ai6 — leur  détcrnbu» 
tion  par  le  Calcul  différentiel ,  149. 
fobus  sinpilitrs  des  courbes ,  apS. 
PocAtf  de  nkwustmtnt  de  la  première  «> 
pèce ,  de  la  lectmde  espèce  »  ao^-«de 
la  première  espèce ,  leur  détermmatioa 
par  le  Calcul  différentiel ,  150,  35 

—  de  la  seconde  espèce ,  leur  détermi- 
nation par  le  Calcul  différentiel ,  i{  i« 

Foinii  Je  Mrptnttmtnt ,  leur  détermina- 
tion par  la  tran^tormation  des  coor- 
données ,  135. 

ttfinu  eonjuguis^  1  ur  définition,  a09. 
Jfou>  —•leur  détermination  par  U 
transformation  des  coordonnées,  SI3. 

PôUs  d'une  courbe,  375, 

Pijlyiontf  d'un  nombre  i:i/ini  de  tb'H 
représentent  des  courbes,  aSt.— ins- 
CfMt  et  circonscrits  à  une  coaibe^  leur 
ttue  pour  obtenir  lei  valeurs  appro- 
efcwt  des  intégrales ,  477 ,  478.  — 
leur  usaj;e  pourtrou\  :ria  d  ffercntle'.le 
du  volume  d'un  solide  de  révolution, 
et  celle  de  son  aire,  516,  — leur  usage 
pour  construire  les  éauations  différen- 
tielles du  premier  orare  à  deux  varla- 
h\s  ,  y/i. — leur  usagepour  construire 
les  équations  dtfféreatieUes  de  tous  les 
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dont  les  aires  sont  de*  mmîm  m  des 

iM«uau,to3i ,  103a. 
Polynomtt  développement  dt  It  ptHi> 
sance  n  du  polynôme 

(-s-fi  +  c+i  ), 

IntroJ,  19.  —  développeSBCnt  OC  U 
puissance  n  du  polynom* 

Imrod.  43. 
ftfynomu  aiffMfm  g  iselieMhc 
•ombre  de  termes  d'en  polynôme 

complet  d'un  degré  quelconque ,  ren- 
fermant un  nombre  quelconque  d'in- 
connues et  détermination  du  nombre 
des  terOMeoii  l'une  de  ces  inconnues 
a'eatre  pas ,  <y66^8.  —  développe- 
ment de  la  puissance  quelconque  d  un 
polynôme,  son  usage  dans  la  théQrît 
des  suites  récurrentes,  1044. 

Pfâutf  M.  Maedoede  )  >  ses  recherches 
sur  Us  diveloppement  de  la  putsMoe* 
quelconque  d  un  polynôme,  io44. 

PrjJu'::  un  produit  demeure  le  même 
dans  quelque  ordre  qu'on  multiplieles 
facteurs  qui  le  composent,  38.  Ihu» 

Pfodiùu  de  facteurs  équi-dif^eM.  M 
ftaissances  du  second  ordre ,  leurmti* 

f ration,  900-  90ï. — de  grands  nom- 
res  ,  moyen  de  trouver  leur  rapport, 
94'».  —  indéfinis.eipreisionsde  leurs 
différences  en  fonctioas  du  nombre  de 
GKteon,  9(7.— lims  et  indéfinis, 
leur  transformation  en  séries,  1097. 

indéfinis ,  qui  expriment  une  inté- 
grale définie,  le  sinus  et  le  cosinns 
d'un  arc ,  io8<i.— les  exponentielles, 
1097.— toutes  les  lignes  trigonemé* 
triques,  1093.  —  tes  séries  auxquelles 
ils  donnent  lieu  et  leur  usage  pour  la 
pa'tl-ion  de»  nombres ,  1097-  i  loo. 
Pr  'g-t.s'.ons  pard  iTôrcnccs,  859  «/dMitS. 

—  par  quotiens,  859.  Njlt, 
Pfjjtctiont  d'une  ligne  droite,relationi  qui 
lient  cntr'ellc»  leurs  équations ,  197. 
P;.>ny:  :oiinule  qu'il  donne  pour  déve» 
lopper  les  différences  d'une  fonctioa 
dW  seule  variabk,  872 —  formule 
qu'il  donne  peur  exprimer  l.r  loix  de 
la  dilatation  des  fluides  cUuiques, 
£8j. — -tables  des  sinus  naturels  des 
logarithmes  et  des  tangentes  calcutés 
sous  sa  direction,  8^.  —  réduit  ea 
formule  la  méthode  d'mtcrpoljtion  de 
Mouton,  893.  —  communique  un 
Mémoire  inôd  t  A' F.uUr ,  1 107. 
ordres,  éj9.  A^orc- recherche  decSHS 
CCC€  % 
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Puhjancu  fractionnaires  ,  leur  liaison 
arec  l'interpolaiion  ,  1074.  — du  sc- 
ieur dctinition  tt 


C3nd  Ordre 
propriété»,  90s- 004, 96a. 

secon  d ordre  d'un  binôme , 
leur  développement ,  904.  —  du  se- 
cond ordre ,  Vintégration  de  celle  de 
ces  puissances  ,  dont  l'exposant  est 
—  I  ,  conduit  à  une  transcendante 
uudogMaazIogpnthtneSf  9x5. -—son 
csprenion  par  une  intégrale  définie, 
^  10.59.  ***  da  second  ordre expression 


de  leur  logarithme  et  de  *a  diféren- 
tielle,en  fonction  de  son  exposant, 
9^8.  —  du  second  ordre ,  leur  usage 
dans  l'interpolation  de  quelques  séries  , 
969-964. --donnent  l'expression  do  la 
circonférence  du  cercle  et  de  quelques 
quantités  irrationnelles  ,  964,  —  du 
second  ordre  ,  leur  cxprîsi-on  par  des 
intégrales  définies,  107a. — L-xpressioD 
de  leurs  différences ,  de  leurs  diftéTn<> 
tielles  ,  de  la  même  manière, 
de  rhjrpeibole ,  49a. 


Q^L'ADRATURE  des  courbcSj  490. 
^êtâdréUkrt  dei  tnrfacM fif  et  «uiv. 


AiCiifM»,  «or tes  racines  égales  des  équa* 
tlom,  180. —  de»  quantités  négati- 
ves, motifs  d'exaroiaer  de  aonrean 
leurihéorie,  1108. 

JÛym  dt'emkirt  (  recherche  des 
par  le  mojea  des  ccicies  osculateurs  » 
aéo et  •ttiv.-^e  la  développée .  i6f. 
~de  courbure,  166.  —  de  couibure, 
leur  expression  en  coordonnées  polai- 
IM,  — de  courbure  des  surnices , 
•  IcvespreMion^tad.  317,  jio,  331. 
mm  de  coatinite  d'me-tection  faite  par 
un  phn  dans  une  surface  courbe,  339. 
,~de  courbure  absolus  d'une  courbe  à 


aatioik ,  "tic  cupfmîeo-  d» 

même  rayon,  354. 

Rjyon  vecteur  , 

Ruù^cation  des  courbes ,  500-  J 1 4.  , 
RiAieiûm  des  intégrales  binômes  à  d*aa> 
ties  itmèiM  tornef  187- 194* 
des  intégratioai  des  dinéreos  termea 

d'une  série  à  une  seule,  417. 
Réfltxion  de  la  lumiire,  ptob'.ème  relatif 

à  cette  f  éflexion. 
Rifitaitd  aide  Mouton  dans  ses  travaux 

«or  nnterpolation ,  893. 
RUcati,  ton  équation  différentielle ,  550. 

584,  601  ,641  ,  643  ,  777,  1113. 


SicASTt  (  différentielle  de  la 
^jUa.  —  formule  oui  l'exprime  par  la 
(omine  ou  la  dimnnce  de  dcax  tan- 
gentes ,  890.  —  d'un  arc  de  cetde  ^ 
ses  développemens  en  produits  iadifi» 
nis,  1091.  — hyperbolique,  496. 

StettuTi  hypefboliqaes,  leur  expression 
en  série»,  4W  ;4«î«— 
ctttr'eux  les  sectcnn  elUptiawi  et  lea 
secteurs  hyperboliques  ,  490. 

Stcùor.!  principales  des  sorncea  du 
cond degré,  31a. 

ffwwa  d*niie  snr&eecourbe  par  un  puiiy 
ezpresiioa  de  MB  lafon  de  couffamc» 
319. 

Sifnir ,  sa  démonstration  de  lai%le  de 


Se'paratwn  dc»  variables  dans  les  équation» 
différentielles  du  premier  ordre,  }43« 

S^oif  (  orieine  des  ),  Introd,  ]«  ■-•ime 
série  ne  donne  pas  toujours  la  valeur 
d'une  fonction;  quelquefois  au  lieu  <Je 
s'en  approcher  à  mesure  que  l'on  prend 

El dîe termes,  elle  s'en  éloigne indé- 
ncnt ,  l/urod.  4.  —  des  séries  di- 
Tereentes,  Introd.  5.  —  possibilité  de 
rendre  le  premier  termed'une  série  in- 
déterminée plus  grand  que  la  somme 
de  tous  les  autre» ,  htnd.  8.  —  dé- 
croissantes qui  n'ont  point  de  limites  , 
introd,  a6, 17. — par  laquelle  Laeny  a 
calculé  le  rapport  du  diamètieà  ncif>  - 
eofir  eacc,  lund,  38. 
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Sinttf  développement  tle^  fonctionî  en 
fériés»  g8.— -de»  divers  developpe- 
■MOf  en  série  dont  une  même  fonciion 
e*t  stuccptible  ,147.  —  «ceadantcs  , 
dcMtndames  (  démtHon  des  )»  118. 
«développement  des  fonctions  en 
■cries,  en  cherchant  leurs  termes  par 
ordre  de  ^ndeur,  118-115.  —  leur 
■sage  pour  déterminer  lei  circoiutan> 
cet  du  coins  d'une  courbe,  1^0-137. 
—  i  plusieurs  variables,  leur  interpo- 
lation ,  894 ,  895 . —expression  de  la 
somme  des  termes  pris  à  des  inter  y  .1  I  's 
égaux  dans  une  série  qudconqttejt 
Mconrespondance  des  fériés  et  des 
équations  aux  différences,  970. — leur 
trantt'oimation  ,  par  les  fonctions  gé- 
rétatrices,  par  un  changement  de  va- 
riables, 1045. —leur  transformation 
purement  algébrique,  1046. — expres- 
sion de  leurs  limites  par  des  intégrales , 
2059-1061 ,  IC65-IC69.  — leur  inter- 
polation par  les  intégr.iles  déruiies  , 
1071-107J.— propres  à  évaluer  les 
îatégtaleMMBplci,  wnctions  de  grands 
aemmfes,  «109-1113.— les  intégrales 
deabtat,  1114-1  *  if  -  — divcrccates, 
détermination  des  valeurs  des  limites 
de  Quelques  séries  divergentes,  1047, 
1049.  —  dÎTCrEentes ,  calcul  de  la  li- 
mite de  l'une  de  ces  séries  ,  >o6$.  — 
par  les  intégrales défifllet, cUtf.^par 
les  fractions  continues.  JVb«.  —  diver- 
gentes ,  série  1— I.  a -f- 1.1.3— etc. 
sa  limite,  II 17.  —  hyper-géométri- 

Ses  t  i06a.  — sécortentes  indiquées  , 
1.  —  récurrentes ,  ont  pour  type 
général  une  équation  aux  différen- 
ces, 983.  —  récurrentes,  recherche  de 
l'expression  de  leur  terme  géitéral, 
j>74-^6.  (  de  là  résulte  U  détetiBùu- 
tion  algébrique  des  coefldemnBméir- 
eues  de  ce  même  terme  général ,  consi- 
déré comme  formula  d'interpolation , 
dans  le  n*.  881.)— técurrentes,recher- 
che  de  leur  terme  général^par  les  fonc- 
tions génératrices,  10)9.— récnrrentes, 
expression  de  leur  terme  général  par  des 
cocfficiens  différentiels ,  1041,  104a. 
— récurrentes,  développement  de  leur 
terme  général  indépendamment  de  la 
décomposition  du  dénominatenr  deU 
fraction  génératrice  en  facteurs  sim- 
ples,  1043,  >044-  —  récurrentes, 
double»  j  ton.— liip]«i,qitadniplci, 
loaoh 
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jiVr.'rf  récurrentes  doubles,  détermination 
de  leur  terme  général  par  les  fonctions 
génératrices,  -  1055. — rappro- 
chement des  diâérent  pomts  de  la 
théorie  des  séries  récniNlltes,  1146, 

Séries  récurro-récurrentet»  voyn  séries 
récurrentes  doubles. 

S<rU  de  Taylor ,  expression  des  limites 
d'une  portion  quelconque  de  cette  sé- 
rie, 1069, 1070.  —  des  aies  dont  les 
tangentes  procèdent  suîTaat  vne  loi 
donnée ,  1 146. 

Sigrtj  divers  dont  peuvent  être  affectés 
les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs  de  cer* 
de,  i65.jVo/e. 

Sinut ,  expression  du  sinus  d'un  arc  mul- 
tiple par  les  puissances  du  cosinus  et 
du  sinus  de  l'arc  simple ,  Introd.  40 ,  41 . 
—  expression  des  puissances  du  sinus 
par  les  coilflMet  la  sinus  multiples  , 
liitrod.  43.  —  ezMfHion  dn  simia  d'oa 
are  multiple  pardeuxsinusantécédens, 
985. —expression  du  sinui  d'un  arc 
multiple  au  moyen  des  puissances  du 
oosàm,  déduite  de  Fintégration  des 
équatioM  ans  dlBércaces^  985.— U 
même  obtenue  par  les  expressions  ima» 
ginaire»  ,  986.  —  développement  du 
sinus  suivant  les  puissances  de  l'arc , 
Intnd.  34 ,  3(.— par  les  limites,  hu, 
^1.— parUCalca(di0érciiticl,  iO)««- 
(  dlfféito^tiondei . .  .)aa.-^rDule 
pour  la  construction  des  tables  de  si- 
nus, 889.— tables  des  sinus  naturels  de 
lOQOo*  parties  du  quart  de  cercle  cal- 
culés sous  la  direction  de  Prony  ,800^ 
—Icnrs différences,  887-89o.*-difli|. 
rences  de  leurs  logarithmes,  8yi. — ses 
développemens  en  produits  indéfinis, 
1086- io>. 3.— celui  deson  logarithme,, 
1087.  d'arcs  imaginaires ,  187.  — 
hyperboliques,  187.  Nott.  —  hyper- 
boliques ,  leur  définition  et  leur  ex- 
pression en  logarithmes,  496.— verse, 
sa  différentiel^ ,  aa. 

SoUdt$ ,  évaluation  des  solides ,  en  ayant 
égiurdi leurs  limites.  ^1-523.— da 
diverses  manières  de  les  décomposer 
pour  évaluer  leur  volume  et  leur  aire  , 
5 17,  —  de  la  moindre  résistance ,  b47  , 
AtfK.— de  révolution ,  leurcnbatuief 
pa.— de  révolution ,  l'évatsation  de 
Uursaires ,  5 16.— Je  révolution ,  ex- 
pression de  leur  volume  et  deleuraire^ 
déduite  des  formules  géméfaks  don* 
née»  pour  une  surbce  queieoiifie» 


574  .       ^  ® 

So^biM»/ putîculièrcs  des  iauuions  difié- 
rtoridiiN  dn  premier  oraN,«Mmplci 

de  ces  ioluctons ,  569,  57).  — -paiti- 
culières  des  équations  dinérentiellesdu 
premier  ordre ,  576 ,  593  —  particu- 
liètes,  caractères  qui  les  distinguent 
des  intégrales,  570,  589. —  moyen 
de  les  déduite  de  l'équation  diiTéren- 
tielle ,  580.  particulières,  procédé 
de  Laplact,  pour  le* déterminer  parle 
développement  de  l'intégrale  en  série, 
f  86, 5e7^particulière3  deséquatâoni 
différentielles  du  premier  ordre,  lama- 
«iète  de  le»  repré»entçr  et  de  les  obte- 
nir par  les  considérations  géométri- 
ques, 608.— particulières  des  équa- 
fiOM  dHRfentiellei  d'un  ordre  quel- 
«ooqae,  leur  théorie  et  le  moyen  de 
in  obtenir ,  667  -671.—.  particuliè»  . 
ro  des  équations  diflérentieiles  ,  leur 
usage  pour  trouver  le  facteur  pro- 
pre à  rendre  iotégrabics  ces  équa- 
tions, )89l,'7c8.  —  particulières  des 
fqaations  différentielles  partielles,766, 
707.  —  particulii-rcs  des  équations 
dinérentiellet 
condit'iOM 
8Qf. 

itoHMMfim  des  poîsnaces  négatives  des 
nombres  naturels,  939-943-  —  par 
approiimation,9)9-ojz.— -des  séries 
Mat  le  terme  gMcnu  en  nne  fonction 
traîucendenic,  04t*9S3-—  des  séries, 
son  applicatioBà  l^erpolation  ,953- 
961. 

Stûnmt ,  ce  mot  est  l'origine  du  ti^nc 
d'intégration,  3  ^8,  A'ok. —  distinctioa 
des  sommes  d'avec  les  intéf^talca  MUC 
différences ,  897.  —  eipression  de  h 
somme  dfs  vîntes  d'une  seule  variable, 
<;30  -  9ju.  des  séries  de  sinus  et  de 
cosinus ,  94^950.  —  paradoxe  relatif 
aux  Umitea  de  ces  séries,  951  ,  951. 

tm,  équation  rekdvc  i  la  propagation 
du  son ,  768. 

SouwrnuU  ,  son  expression  générale  , 
«45. 

SouiargMit,  son  exotciSion  g|6nénle, 
94o.-~.sa  déteraimation' per  les  li- 
mites, 184. — déterminée  par  la  con- 
sidération des  polygones  d'un  nombre 
infini  d*  côtés,  185.  — son  expres- 
sion en  coordonnées  polaires  «  277. 
^kin,  son  équation,  ^09.  —  condition 
•  des  contacts  de  la  sphère  avec  une  sur- 
iace  courbi  quelconque  ;  sphère  oscv» 
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latrice  *  3 1  $ .  U  sph^  a  on  aonfaci 
.  Infini  deli0Mf  deconrfniie  ponr  ckâ> 


s  qui  ne  satisfont  pas  aux 
«rinrifnbiliti  ,^04  , 


qve  point,  331.  — osculatnce  d'une 
courbe  à  douole  coutbute ,  350-353. 
—son  volume,  sa  surface,  517.— éva- 
luation de  son  volume  entre  de»  limitca 
données ,  591.  —  courbes tcctiftablca 
sar  la  suroce  d'une  sphère,  537.— ■ 
portions  de  sphères  qtiarrables,  538- 
54I  —Sphères  concentriques,  suifaccs 
coo.ques  qui  les  coupent  toutes  à  an- 
g|es  droits,  791  — >  son  équation  est 
une  solution  patitculi^de  celles  qui 
appartiennent  aux  arrêtes  de  rebious»e- 
ment  des  surfaces  dcN  cioppaUn cit" 
consentes  à  cette  sphère,  810. 

SpvaUsf  éouation  des ....  rapportées  à 
des  coordonisées  polaires  ^'a7j[  —leur 
quadrature ,  490.  —  leur  rectincation , 
5  1 4  —Spirale  de  Cjnon  ou  ài'Archifnl- 
dff  1^5 , 276, 177.— h/peiboliquc— 
logariihmiqne  «78  ,  499,  5 14  *  660  , 
661.— parabolique,  175  »  499.  î»4. 

Snrllng ,  ses  formules  d'interpolation  , 
879,  880.  — remarque  sur  !.a  trans- 
formation des  puissances  négatives 
d'un  monôme  en  série  de  fractioiWf 
901.  l>fott.  —  ses  travaux  sur  Tinter- 
pontioo,  1071. 

Suoititutions  successives ,  usage  de  cette 
méthode  dans  l'intégration  des  équa- 
tions difFérendeUcaMdaptaMrdc- 

5Ktttr(ret9ttr des),  Ir.t.  4^,  114 , 1146. 
—  d'une  seule  variable  ,  leur  interpola- 
tjon,873-893.— analogie  de  leur  soitw 
mation  avec  l'intégration  des  différen- 
ces pnoniènis  ,  8y7.  —détermination 
somme  en  lesfMardant  comme 
engendrées  par  le  développement  des 
intégrales  aux  diflcrentiellcs^  1058- 
1070.  —  des  puissances  négatives  des 
nombres  naturels^  leur  sommation  par 
les  nonfarcs  de  BertmdU,  1091.  — 
sommation  de  quelques  suites  formées 
par  les  produits  des  termes  cotrespon- 
dans  de  deux  autres,  1067,  1068  , 
m;.-» à  deux  variables,  qui  résul- 
tent des  solutions  d*Me  équation  i  tiois 
indéterminée»,  307. 

Surfdcet coufits ,  leur  division  en  ordres, 
surfaces  du  second  ordre  ou  ciusi.'cond 
d^ré,  307-^17  — du  second  ordre, 
leurs  axes  principaux ,  3 il .  —  du  se- 
cond ordre,  trans'.oimaiion  de  leur 
équation  générale  ,  3 1 1 .  —  du  eecoad 
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ttâK»  leur  diamètrtpba,  311  —  du 
tecoad  ordre ,  leurs  wctiont  principa» 
les ,  ^11.  —  dtt  second  ordre  ,  leur 
énumération ,  311-3 15.  —  du  second 
wdic  tjpû  «Ht  on  centre,  )ia«9H<^ 
qui  en  font  dépourvues,  3if. 
da  leccmil  ordre ,  engendrées  par 
la  révolution  d'une  courbe  plane, 
316.  —  du  second  ordre,  leurs 
asymptotes,  3i7.<^dvieaMid  <»dre, 
knr  ntmeçtien  fu  m  plan  ,118.-» 
4n  weond  ordre ,  leurs  lignes  de  cour- 
bure, 674.  —courbes,  leur»  intersec- 
tions ,  3 1 8.  — >  courbes ,  application  du 
aicul  diibettielàUtHmiedc»... 
399  et  wàw^^vmàm^  expression 
analytique  de  tcnr  continuité ,  3  «o.— • 
combes, équationdiffcrenti  jl le  dcleurs 
sections,  331.  —  courbes,  leur  con- 
tact,  3BI —*  leur  contact  avec  un  plan, 
533,  )t4, —arec  nne  sphère,  395. 
—  avec  one  surface  do^econd  ordre , 
333.— ccurbk-s  ,  équation  de  leur  nor- 
male ,  313. —  mesure  de  leur  cour- 
bure ,  336.— :ourbe,  ont  pour  chacun 
de  lenrs  points  deux  spbèrcs  osculatrU 
mm,  fOT*— «Mirbcs,  M^Madocourbiire 
a  une  section  faite  dans  une  surface 
courbe  par  un  plan  quelconque , 
^-courbe»  ont  tkux  rayons  de  courbu- 
re ditférens,  p;- 33t.  — ^courbcs, 
détermination  des  équatioas  des  lignes 
de  courbure,  328,  330,  331.  _ 
courbes, lieux  des  centres  de  courbure 
d'une  surface,  331  — conditions  gé- 
nérales des  contact»  de  deux  suiîicei 
courbes,  33a.— une  snifree  e  dans 
chacun  de  ses  point»  un  contact  du  se- 
cond ordre  avec  une  surface  de  révo- 
lution, 333. — coucb-s,  expression 
énérale  de  leur  aire.  < 24.— courbes, 
i^érentieUe  de  le  Miidhé  dn  segment 
qu'elles  comprennent,  çij)  — cour» 
h($f  évaluation  de  l'espace  qu'elles 
.conuireonenr ,  520.  —  courbes,  leur 
station ,  ^  34-  345. — annnllaixjs  , 
leur  gMntMHi,  leur  équation  ecnè* 
nif,  J$7»  Î44  —  l'équation  différen- 
tielle partielle  de  celles  dont  lescentres 
de  courbure  sont  dans  un  même  plan , 
3 3 7-  —  courbes,  détermination analy* 
tique,  des  surnces  limites,  338.—^ 
détermination  des  surfaces  par  la  con- 
sidération des  lignes  dont  elles  sont 
composées,  344. — composées  de  droi- 
tes parallèlo  à  un  plan  donné  et  assu* 
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ietties  à  passer  par  une  droite  donnée , 
344.  —  composées  de  lignes  droites  , 
344  ,  345. —coniques  ,  caractères  de 
leurs  équation> ,  3  14  -coniques,  leur 
équation  |;r  1  :  r  >  ic ,  leur  équation  dilB^ 
ttnricUe  partielle,  5)4.  —  cooiqnes, 
composées  de  lignes  (bottes  assujetties 
à  pjssrr  par  un  point  donné  ,  334.  — 
conique»,  détermination  d'une  surface 
conique  ptstanttarutte  courbe  domiéf^ 
on  ciroenscrite  à  une  sut  face  donnée, 
HU.  «^coniques ,  leur  emploi  dans  la 
perspective  et  dans  la  thc'>ric  des  om- 
bres ,  iiid.  «—  coniques ,  expression  de 
leur  volume  et  de  leur  aire,  526.-', 
coniques,  intécration  de  leur  équa- 
tion difBrentîeRe  partielle,  7:0.—- 
dont  les  portions  sont  en  rapport  cons- 
tant avec  leurs  project  ons,  ^42,7^».  ' 
—courbes ,  équations  et  pioprîéta  dn 
celles  dont  tous  les  élémens  sont  égt> 
lementindînés  par  rapport  1  un  mime 
plan,  793.— cylindriques,  leur  gé- 
nération, leur  équation  générale,  leur 
équation  différentielle  partielle,  335. 
-~  cylindriques ,  composées  de  lignes- 
droites  ptrâtClcs  I  tme  ligne  donnée , 
344  —  cjrlindricjnes  du  second  or- 
dre, leur  équation  ,  314  .-.  déve* 
loppables,  leur  génération,  34a 
leur  équation  générale  ;  leur  équation' 
dinrentielle  partielle;  Téquanon  de 
leurs  arrêtes  de  rebroussement ,  34X 

—  développables  ,  détermin.uion  de 
celles  qui  touchent  en  même  tempe 
deux  surfaces  données,  ou  qui  pu» 
sent  par  deux  courbes  données, 34». 

—  dévelopoables ,  leur  emploi  dans 
la  théorie  aes  ombres  et  des  pénom- 
bres ,  34a.  —  développables- 
formées  par^  les  normales  d'une  sur» 
face  courbe,  345-  — développables 
formées  par  l'ensemble  des  tangentes 
d'une  courbe  à  double  courbure ,  346, 

—  développables  circonscrites  a  la 
sphère,  leur  éouation générale  et  celle 
de  leur  arrête  oe  rebroussement  ^  StOw 
équivalentes,  ou  de  même  étendue 
entre  des  limites  données ,  leur  déter- 
mination ,  équations  de  celles  qui  sont 
équivalentes  au  plan,  79X  — cons- 
truction de  ces  dernières ,  793.— gau> 
ches  (  enundrées  par  une  ligne  droite 
avsùjettie  a  se  mouvoir  sur  deux  cour- 
bes données  parallèlement  à  un  plan 
donné ,  sur  trois  ceuba  données  tue 
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ttoïsdroites  données) ,  344.'>4auche, 
344  ,  )4f .  —  leur  éqasdon  crainle  , 
i|44.  — courbes ,  intégntioa  oe  l'éqpt* 
tion  différentielle  partielle  de  celles 
qu'engendre  une  droite  auujettie  à  se 
mouvoir  en  même  temps  le  long  d'une 
autre  et  sur  deux  conifaet  doiiaées, 
748.  (  Toyex  fl*.  344.  )  —  cpurbes 
engendrées  par  tme  ligne  droite  qui 
se  meut  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace ,  intégration  de  leur 
équation  di<Térentielle  partielle ,  7^6, 
— courbes  foaaétt  de  lippes  draiMi» 

Îassage  de  leur  étpation  prirnîtiTe 
•  leur  équation  différentielle  par- 
tielle, 763.  —  limites,  leurs  caracté- 
ristiques, ^39.  —  détermination  an»* 
lytiqiie  die  la  surfine  qui  touche  toutes 
les  tarfàca  limites  comprises  dans  la 
même  équation  générale,  34O.  —  li- 
mites, détermination  de  la  fonction 
arbitraire  .de  leur  équation  générale, 
34i^fSorBièa  par  les  interscctiona 
lacecMiveié^me  aaite  de  sphère*  dont 
le  centre  et  le  rayon  sont  variables  ; 
leur  équation  générale ,  34V  —  des 
plans  normaux  à  une  courbe  à  double 
OOOflMfe,  3)0.-*  de  révolution ,  leur 
afaéraiion,  leur  équation  générale, 
bar  è^ation  diflérentielte  partielle  , 
D^wde  révolution ,  leur  volume  et 
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leur  aire;  flf.'Msde  révolution;  in< 
tégration  dtMDr  iqaatioa  différentielle 
partielle,  711.— coarbcs,  dent  les 
deux  rayons  de  courbure  sont  égaux 

et  de  s:^;nes  contraires,  leur  équation 
différentielle  partielle,  317.  — son 
intégration,  783. —  »e$  sur&ces  ont 
k  Munimum  d'étendue  entre  des  limites 
données  ,854  —courbes,  trou  ver  celles 
qui  coupentsoui  unangledonné toutes 
les  surfaces  comprises  dans  une  équar 
.  tion  différentielle  totale  du  prÂnier 
Oidre donnée,  791. — courbes,  trou- 
ver celles  oui  peuvent  faire  partie  de 
deux  familles  distinctes  par  leur  gé- 
nération ,  807.  détermination  de  la 
ligne  la  pas  courte  qu'on  puisse  ne- 
oer  OHie  de»  points  ou  entre  deux 
courbes,  surnne  surface  donnée  ,84^. 
— -couihfs,  dont  l'aire  est  un  mjxr- 
mum  ou  un  mi/i/aiiMi entre  des  limites 
données,  8{4,  8^5.— .dont l'aire  est 
tm  «iMiiMMS  panDttoiitet  celles  qui  ren- 
ferment des  Tolumes  égaux  ,  8^6.— 
courbes ,  trouver  l'équation  générale 
des  courbes  de  contact  de  deux  familles 
de  surfaces  courbes  distinctes  par  liMIK 
génération  ,  808. 
Synthcsc ,  la  synthèse  procède  par  doa 
équationsideBtiqMS,  bunimmt  if* 
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TAnit  des  suites  qui  résultent  des  so- 
lutions d'une  éqnaiioa  à  trois  iadéier- 


ininéesy  307, 
TtUu ,  constiocrion  de  tables  powcla«> 

ser  les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles, leur  inconvénient,  566, 
675 .  —  à  double  entrée,leur  formation 
et  leur  interpolation ,  894.— ^double 
entrée,  1019.— k  triple  entrée,  loao, 
Tdylor  (  thcorcme  de  )  il.  —  démons- 
tration de  ce  théorème  par  la  diffé- 
Itatiation ,  ou  par  les  limite< ,  109.— 
par  le  Calcul  aux  difiérences  et  les  li* 
mites  ,  86s. —ton  théorème  sert  de 
base  à  l'applicntion  du  Calcul  diffé- 
rentiel aux  courbes,  138.  —  dévelop- 
pemens  des  intégrales  par  le  théorème 
de  Tsylor,  485.— usûe  de  ce  théo- 
rème pour  intégrer  tes  équations  di(H- 
rentielles  du  premier  ordre  par  appro- 
ximation ,  f 95.  —  son  usage  pour 
dévetoppér  tel  difféieaces  ,  863 , 


865,871',  87a.— ses  formules  pour 
exprimer  l'intégrale  et  la  différence 
d'un  ocdre  quelconque  d'un  produit 
de  deox  fâcteais ,  918  «r  £t  ime, 

Tmi^c-ic  d'jn  arc  de  cercle,  son  expres- 
sion par  les  imagiiuires,  fntroJ.  37. 

—  de  ta  somme  oq  de  la  différence  de 
deux  aies,  Intnd.  38.— «on  déve1op> 
pement  suivant  les  puissances  de  l'arc , 
106,  io8. 

Tangtnus  d'un  arc  de  cercle ,  différenti^- 

tion  de  la  aa. 

d'un  arc  de  cercle  ,  formule  qui  ex- 
prime celles  des  arcs  au-dessus  de  45", 
090.— J'un  arc  de  cercle ,  leurs  déve* 
loppemens  en  produits  indéfini^,  10^3. 

—  des  courbes ,  leur  détermination 
r  les  séries,  ajt.  — détermtnatioa 

es  tangentes  'des  courbes  par  la 
transformation  des  coordonnées ,  aïo. 
—des courbes,  leur  dctcimmation  par 
te  Caknl  différentiel ,  par  l.i  méthode 

Arborait , 


I 
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^Arhgtstf  138,  319. —det  coaf' 

Hbe»,  leur  équation  générale,  140  — 
des  courbes ,  mener  par  un  point  donné 
une  tatieente  à  une  courbe ,  241.  — 
dei  courbe»  ,  mener  à  une  courbe  ona 
tangente,  paniUèle  à  une  ligne  donnée 
00  qui  fasse  avec  l'axe  des  abiclsses  un 
tngle  donné,  143.— -des  courbes ,  ex- 
pression de  leur  longueur,  244  —  de* 
courbes ,  leur  expression  en  coordon* 
nées  polaires ,  a77.<^escoiirbci,l«ar 
décennination  par  les  limite!  »  a0). 
Targmte  hyperbolique ,  496. 
Tangcnus,  méthode  inverse  des  tangen- 
tes, 6o2»6o8. — méthode  inverse  des 
fiu^ente»,  pfcmier  problème  proposé  ' 
relativement  k  cette  méthode ,  6o4. 
Tnu  général  de  la  puissance  11  du  bi- 
f  tJ.^géaéialdMdéveioppe- 

dtbtérie —       ■  .  104  et 
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40}  et  suiv.  voyti  triiHcendantesellip- 
tiques.  —  esa^eo  de  la  truiscendan- 

te y  — —  ,  1116-1119.  —  «llipti- 


M^«*i- moyens  de  distinguer  pakmï 
les  termes  d  une  équation  ceux  qui  sont 
les  plus  grand» ,  1 1  a.  —  sommatoire  , 
sa  Ocfinrtion  et  ses  relations  avCC  l'Ô^ 
'  -,*é£r»le  aux  difUrences,  897. 

Tniorêmt ,  la  démoixtration  d'w  fMo> 
téme  se  rapporte  aua^équatiaiii  tdca> 
tiques ,  latmd.  1 5 .  Nou. 

Théorème  de  Taylor,  11  ,  109  ,  S6j. 

•Tractoirtt  servent  à  construire  le»  équa- 
tions différentielles  du  premier  ocdic^ 
604.      description  de  cet  coutfct». 

JrMumru  orthogonales ,  Éoj.— (  pro- 
Btfmes  des  ),  60^-607. — acception 
de  ce  mot  en  méchanique ,  Ntitt 
—réciproques  (  problème  des  1,1 143. 

TrMisetiulantts ,  Inind.  3.  —  utilité  de 
leur  classification  ,  675.  —  expliciter , 
comment  elles  différent  de»  transcen- 
dantes implicites,  iiao. — compaiû- 
son  des  différentielles  de  deux  tran- 
cendantes  d'nne  même  espèce  pour  en 
déduire  les  propriétés  de  ces  fonctrons, 
676-694  ,  697.  —  moyen  proposé 
pour  taire  la  comparaison  de  ccUaqm 
ne  peuvent  éue.  données  crm  |Mr<ant 
é^natioB  difficcatidleoii  fa  rartablee 
ae  soient  paieéMuiCi,  697.  —  ana- 
Ijrfe  des  tnnKCMiBlwcontenues  dan» 
Ufignonfe 

PJx 


f- 


Apptndiu» 


qtiïs ,  leur  définition  ,  511.  —  eî'ipt'- 
qucs,  leurs  propriétév  dédu  tci  c'.;  la 
comparaison  de  dcu»  diflcrcnt. elles 
de  ces  fonctions^  678-687.— ellip- 
tiques ,  compamu»  d'un  nondire 

Suelconqnc  de  ce*  tramccndanteB , 
88.  ,  ' 

Transformadon  des  fonctions  différen- 
tielles de  deux  variables ,  de  manièw 
quon  y  puisse  regarder  celle  de  deus 
variables  que  l'on  voudra  comme 
fonction  de  l'autre,  6j  ,  67. —  dm 
difireatieHei  priics  pour  xonataniet, 

Î7*  *  iMji  ^  «eue  tnwfermttion 
ans  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielle» au  second  ordre,  612.— 
des  coordonnées  sur  un  plan,  a  10, 
ai  1.  —  des  coordonnées,  wn  mee 
pour  déterminer  Ici  tai^entes  des 
courbes,  leurs  points  multiples ,  leurs 
inflexions,  210-228.  -—  des  coor- 
données rectangles  en  coordonnées 
,  J^Ia;rcs,  ut  dci  coordonnées  polaires 
en  coordonnées  recUi^les^  j^.»' 
-  de  l'équation  d'une  cottrl>e  entre  des 
coordonnées  rectangles  ou  polaires  en 
une  relation  entre  l'arc  et  le  rayon 
de  courbi  rc ,  et  réciproquement,  iSa. 
—  des  coordonnées  dans  l'espace , 
308-  310. — des  coordonnées  rectui* 
gles  en  coordonnées  polaires  dans  l'es* 
pace,  319.  —  des  équations  récipro* 
•   ques  ,  40  j.  Nott.  —de»  intégrales  don» 
bicset  triples,  Î27-J30 — dcséque- 
taons  différentielles  du  second  ordiv 
et  du  premier  degré ,  621. — usage  de 
t*une  de  ces  transformations,  ïiai; 

Noit  des  série»  par  les  •  fpnctmie 

génératrices,  1045.— tranifermeiioiie 
purement  algébriques  ,  t046/-^isigB 
«e  ce»  tran»formationi  pour  sommer 
certaines  séries,  1047,  Jo^S. 

propose  un  moyen  pour 
découvrir  par  les  intégrales  et  les  so- 
lutions particulières  le  facteur  d'une 
équat  on  dlfTérenticlle  du  premier  or- 
dre, 583.. —  SCS  réflexions  sur  les  arc» 
de  cercle  qui  s'introduisent  dans  lesin> 
tégtales  ON  équations  différentielle» 
d«  prnoier degré ,  666.  —  la  méthode 
fi'Oapioposée  pour  trotnrcclc&ciiar 
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rf«  t((«aiîom  ilSttenùtWtf,  peut  »*ap- 
pliquer  ï  celles  qyi  tOtCerOMai  tfoi» 
variable?  ,  708. 


M  A  T  I  E  R  E  Sr. 

Tritir.^Us  sphériques,  leur  utage  pow 
construire  U  coir.parajMAdnamcIr 
liptt<)uef  «  6^  S  «  696. 


V. 


t'jSDiRMOSDi  imagine  unalgoritlime 
pow  exprimer  ks  wiuttîoiis  symétri- 
qaes  et  lc«r  micar,  i50.*>coiuici^ 
Ui  puistaaec*  ixt  Meono  ordre  iWt» 
ta  théorie  des  difféicns  otdtci  dlfr»> 
tioflnclirs,  9^5. 

FsrhUu  des  quantités  considérées  corn- 
ne  vaiîables,  leur  dépendance  établie 
par  des  équations ,  <o ,  79 ,  8 1 . 

'f^HtÛltvr  1  des  signes  d'une  équation, 181, 
•  (  rr.cthode  lies  ),  815-041.— théo- 
rèmes fondamenuux  ,des  variations , 
leur  déiRomtvfttion  analytiaue ,  816. 
'«—tenr  démonstration  f>éometriqu:  da 

firem  cr,  Pi/'i,  AV't.  —  recherche  de 
a  vjiiation  d'une  toiiciion  primi- 
tive ou  différentielle,  816,  817. — 
des  formule»  int^iale»,  8»^'830-i— 
•  leur  usàge  poar  trettrer  les  conditions 
d'intégrabilitédes  différentielles ,  8îo- 
81».  —  des  fonctions  donncos  p.ir  It» 
-  équations  ditTcrcnlielles  ,  831-834. 
—  des  fonctions  contenant  deux  va» 
riables  indépendantes  et  des  intéfrrdes 
doubles,  83^  -  837.--peutenté(re  dis> 
continue* ,  858.  Ati».  —  leur  corres- 
pondance avec  le  passage  d'une  courbe 
a  HM- autre  d'eoe  natore  di£Eérente> 
S^aerleiMir^ 


relatives  aox  limites  des  intégrales  dé* 
finies,  838-84».  «application  da- 
Gkkul  én  ranatiofls  eus  recherche* 
ie$maxm*€t  minima,  849- 858» — 
•  application  du  Calcul  des  variations 
Itn  maxima  et  minima  df  s  formules  in- 
légliales  indéterminées,  843-850. 
eMmplet  de  l'usage  dn  équadoiu  dé- 
terminées  daiM  la  résotatron  dn  ipiet» 
tions  de  maximb  et  minbnir ,  8.;g.  — 
leur  application  À  la-  recherche  des 
nuxima  et  des  minima  relatifs  des 
formules  tiitégialesiiidéteimiiiéa,8  5  » 
— nnge^  itnntioai 

pour  la  recherche  des  mjximj  et  des 
minima  des  intégrales  doubles,  854. 
»  caractères  qui  distinguent  le  mjxi- 
aatat  des  mtkgfûa  indéterminées ,  dt 
liew«pi&HMi,8<7,  858— «pplicarioa 
de  cette  méthode  aux  iacégfralea  ans 
différences,  1019,  lO-'O. 

Fis  courbe  qu'aifecte  le  0»  dt.lavia.M»- 
dinaire ,  809. 

Whnani,  ses  questions  sar  les  espace* 
quarrables^  S3>*— *ut  U  voftieqMC»' 
rable  en  particulier,  540, 

f'oil;e  quarrable  (  problèmedtla^f^O^ 
$4 1 .     cUipciques  ,  674. 


WdIMiS ,  expression  qu'il  donne  de  la 
demi  •  circonférence  du  cercle,  945. 

3ur  rm- 


ge  de  cette  expression  pou 
terpolaiion  de  certaines  suites,  961. 
•—cette  expression  obtetHie  par  les 


ses  travaux  sur  llnterpolation  ,  lojr, 
fp'aring  ,  comparaison  de  sa  notation 

avec  celtes  é*Eultr  et  de  X4|^wi|r» 

862.  Nott. 
WUca ,  ses  grandes  tables  de  logarlthiDC» 

ctoenmiaf.8^. 
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Observation.  Je  sens  de  plus  en  plf^s^  tant  par  nus  proprt^ 
ouvrages  ,  que  par  Cexamtn  atuniif  i*  ctus  Al  AUtm^  fa  grand* 
^iifficjiUi  ,  pour  ru  pat  Mn  timjfossiKiM^  etimprimir  torrtcitmuu  Ut 
&vm  (U  Mathimatiquts  ;  mais  moa  txpiruau  dans  ttastigfumtM  nta 
xmwMncu  que  la  plupart  des  fiutics  ç^tog^aghiqitu  tiatritmtnt  pnsgtu 
Jamais  Us  Uctaers  iatittigau ,  parce  q£tibs  ito'unt  triffacHes  à  rccon- 
mittê^  ftumd  la  manh  dit  CaUtU  Mi  tnuée  tt  qua  ta  condusiom 
JtmttxatU,  Cest probablement  pour  cetu  raison  que  beaucoup  d'auteurs 
M  sont  fyarfpti  la  peins  de  mettrt  des  errata  à  la  suite  de  Uurs  ou- 
i^rages;  ceux  qui  rîouvrent  les  livres  que  pour  tn  regarder  U  comment- 
cernent  et  la  fin  ,  Us  croyent  plus  corrects  que  Us  autres  ;  mais  Us  per- 
sonnes  qui  étudient  sérieusement  sont  bien  éloignées  <£en  porter  d'abord 
un  pareil  jugement.  Jussi  parmi  Us  corrections  que /ai  indiquées,  pour 
ce  volume  et  pour  Us  préUdens  ,  les  stules  qui  me  panÙSSeU  ds  quelque 
Jmportance  sont  selles  qui  ont  pour  objet  des  ehaitgsmem  fue  ie  progris 
Je  la  Seienct  a  rendus  nàessakts,  dans  le  texte ,  ou  la  tup^anwkdt 

Je  dai  pas  la  fviw^^don  de  foasvr  ^ITnr  wf»  soie  pas  éehofjpi 
Vautres ,  mais  Je  crois  avoir  fue/qms  droits  à  tindu^ence  des  juges 
4piaifés  et  ia^partiattx  fui  sauront  mesurer  titendue  dt  la  tâche  que  Je 
me  sais  imposée ,  et  apprécier  les  difficultés  que  /ai  dû  rencontrer  pour 
'  ia  remplir t  dans  un  tems  où  ma  position  me  livroit  à  des  travaux  aksa^ 
Jument  Mrangers  à  mon  entr^rise. 


CORREÇTWI9S  MT  ADDITIONS. 

* 

TOME  II. 

Pâg^  17^  j  lîfiie  M  f  lu  exprusioni     %  doivent  Un  , 
144 1  ligoe  dernière ,  réquation  rapportée  dans  ctue  lignt  dtnt  fu* 
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583  CORRECTIOi\S 
N*.  770.  La  forme  que  nous  aront  donnée  à  U  valeur  de  { ,  daoi  ce  numéro  , 
que  de»  cocScieas  difKrencids  da  feaciiom  ubiinifci  f  et  4  >  V*^ 

ne  pas  paroitre  a^scz  générale  pour  la  conclusion  qut  iknh  en  tirons ,  mais  il  esc 
facile  de  la  justifier  pour  le  cjs  où    contirndroit  des  r?rmef  de  U  foHM^'^fa.*» 

Chacua  de  ces  termes  pouvant  ccre  remplacé  par  U  suite  ' 

^—  {aVri«+— «--Vr^rf»  (488), 


1.2. 


îl  suffit  de  considérer  ce  qui  résulte  de  Texpr^iion  de  ^  =  A'/"f</<t,  en  suppo 
sant  toujours  que  la  fonction  Ç  (t)  ne  sou  qu'au  premier  degré  dans  V.  La  subsii- 
iKtioii de  cette  fenaalc,  ciCicciiéeconimcdkdoiicoBt^eiCaervidemleii*.  cité» 

îMfodutt  le  terme  N  f--^^^  — r-t  contenant  seul  U  fonction  •'CO  ;  on  en 
J  auJv  du   d9  ^  \  f 

4éd«iMi  fu  coBeiqBeKt  V*       ît  cm  ob  Fm  àlivoic 


composé  le  dAveloppeniene  de  {  qoe  de  cocficicM  diffii entids, 

N*.  771.  M.FMllctBiMoatiMMr^,clnctndcleatc6té,qiieUieiMclaptni 
qui  temUae  ce  aV  a'ett  pii  loytMUt  ciacie,  peice  que  la fet— iMigeét  pec 
Uphcc,  à  TuMég^ale  de  féqaitiea 

a'cil  pu  assex générale  et  nexomprend  pas  toutes  celles  qui  peuvent  avoir  lieo.  Oit 
trouvera  de»  détails  ti^s  étmdus  sur  cet  objet  et  sur  les  remarques  du  n».  ciié  dans 
un  travail  complet  qu'a  entrepii»  Biot,  sur  les  diverses  formes  des  intégrales  des 
équations  difiérentielles  partielles»  et  qu^il  a  piéMaté  à  ITaNiiaiS  ea  «NeaduM ^ 
aoôs  obeerrcMM  qa'ea  labitiiatat  daee  Téquetioa 

dx*       dy  • 
^  est  un  cas  particalîer  de  l'équation  exceptée 

•alifBdtc1ai<ri« 

>4  +  B  X  +  C*»+ D  *»+ etc. 
tth  At  B  t  C,  sont  supposés  des  fonctions  de  y,  on  troare 
l   dA   »   dH       ^  t  éC^ 


ks  ppffficifn*  A  et Bdcmeanat  edimdfes>peaT«m  tut  leiq^èt per  ke 
i^^et4,etroBa 
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ET   ADDITIONS,  58g 
La  fin  de  ce  n*.  indique  une  lacune  dan»  l'ouvrage;  le  n*.  cité  779 ,  ne  contieol 
point  ce  qui  «»t  «Moaci  dam»  k  teii*  •  Toki  comment  il  fax  y  suppléer? 
ftfH  57},  I.  6,  MJiNfA«ntlyM«tAf  jKtvMiM,  iSîMc,  piecédé  «iiilo|*i«  i 
cdni  cfM  ttowallow  appVqiier  à  l*4iiiiario« 

llont  la  précédente  n'est  qu'un  cas  particu'ier. 

liinque  les  coefficiens  R,  S  ^  T  ,  P,  Q,A^«  sont  de«  constantes,  on  satisfait 
à  cette  équation  par  la  supposition  de  [■=A*'**+^ft  pourra  (pie  les (|Haniités  m 
Wt  «  ajfttt  enl^dlet  la  tdaiion  indiquée  par  l'équation 

riuedceetqaanriiét,  ainsi  que  le  codSctenc  >f  »  demenreat  pat  conséqnMtaihi* 
ttatrcs,  et  à  chaque  valeur  que  l'on  peut  prendre  pour  ai,  par.caempte,  uinei" 
pond  en  général  119e  valeur  particulière  de  n.  Les  expressions 

m  et  n',  m"  et  etc.  désignant  des  valeurs  correspondantes  de  m  et  de  «  , 
sont  donc  autant  d'intégrales  particulières  de  l'équarion  différentielle  partielle 

proposée  \  et  puisque  cette  équation  est  du  premier  degré ,  on  aura 
[  =  ^'e-'H-i'/  +  ^"c'»"»+»"/  ^  etc. 

'  ^est' à-dire,  (pieb  RHSCtieg  chucliée «cm  ea{wimée  par  une  s^ite renfermant  deux 
qeantitis  arbiitairci  dan»  chaewi  de  te»  Mraui.- 

Esler  est  le  premier  qui  ait  renurqué  cette  maoière  de  satisfaire  à  une  éqnâdos 
diiTérentielle  partielle  ;  il  ca  a  donné  dana  ion  Calcul  intég^,  T.  UI*  fXgt  9Mi 
Btt  exemple  sur  l'équation 

d\ 

Laptace  ,  pour  varier  la  ferme  des  intégrales  que  fournît  la  série  ô-deasiu,  hàk 
m-=n-\-ih,  et  dévelopfie  l'expression  ç=^(^»f<V,SlHTant  1« pUNUCea de ii } 
puis  dans  le  résultat  qui  est  de  la  forme 

l^AJcîbB-ifi^l^CJriH^D^tXc. 

Bt  C,  i>,  etc.  désignant  des  fonctions  de  x  et  de  y,  il  remplace  les  tpantitéa 
14,  f^,  ««P ,  etc.  p«  det  coMMaMf  «iWtrdrcs.  Ce  procédé  eM  fandéMc  c« 

que  la  fonction  ilc^oH^  doit  satjsfiûre  1^  l'équation  différentielle  pai^Ult  pnpaelt» 
quelle  que  soit  la  valeur  m  la  forme  que  l'on  donne  \  la  quantité  m. 

Il  est  visible  que  la  supposition  f=/rf<"^v  est  compcisc  dans  celle  du  a". 

T  OU  E.III, 

Table,  pag^  vU}, ligM 95  •  fwfc&pMb  mMÊéSfm,  ijoutts,  art.  iMTtotACS 
$ jS%M  I9,dadwaftiicto, £mc, «atiadewéMiid'anti 


CORRECTION  S  ET  ADDITIONS, 
P'*fi*7^>  H'  M ,   [r]  >      *£^j>  l*g>.«5«  ^  deuiime  A  de  cote  U|FMdojc 

être  changé  en  2. 
10-),  lig.  3,  i.'-PQ,  /tf. 

isi»lig.8deUiiote,pciatéee,&.àc<;lig.ift,cètte,  l!r.àcette. 

«39»  "g*  »°»  «^^î  ,  Us.  943. 
)      141,  ItgiM  4 ,  observez,  que  v  désigne  dans  cet  endroit  la  demi-cuconfércMe 
■4»  cciele  dhwek  ««fMieii  i ,  «i  le  fappoit  dU  la^ticonGIniitt  i 
.«lèiffe.,  «wdii  qaeidiat  ce  qui  précède  it  à  tou^wn  feptéieaté  la 

férence  du  ewcle.dont  le  rayon  est  égal  à  l'unité. 
471  ,  lig.  5-4,  tn  nmonf.  la  demi'circonfèrence  ,  .lU.\t  quart  de  la  cU 

férence  ;  lig.  4  ,  donnée  ,  Ut,  donné. 


17a  ,  lig.  13  ,  t: 


(!f. 


J83  ,  lig.  5,  tn  nmont.  189,  Us, 
935 1  lig-  4»  itot  finies. 

Bg.  dcrn.  9  désigne  la cifceoftieoce  1 

•7»  »  l'6»        ^4  > 

lig.  »4 .  ^5 ,  ^-  ^* .  ^4»  ^«  ft' 
lig.  l6,l>Si  lit^  Di. 

lig.  «S ,  H-  ^*  *  -        ;     :^i>»-t  ;  Bf,  t^iw, 

531  »  l'g*       »  '•y^l         Fatstnlon  inoncét ,  le  n*.  lliy, 

jSo ,  lig.  7  ,  tn  nmont.  est  égale ,  Us.  ét9U  égale. 

439  ,  lig.  dero.  Livre  II,  Us.  Livre  L  ^  • 

>t7f ,  lig.  3 ,  ici.,  iù,  ici,  d'j^  onicrit  de  M.  MwliaML 
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